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Kapitel 1

Einleitung

Ausgangspunkt der Frequenzanalyse und damit im wesentlichen auch der Signalanalyse ist
die Fouriertransformation (s. Def. 2.5.1):

Z : L'R) — % (R), \/2_7r / f(t)e "Mdqt

Dazu muf ein Signal aber vollstindig bekannt sein (zu allen Zeiten) und sie ermoglicht
keine Zeitlokalisation. Aus diesem Grund fiihrte Gabor die nach ihm benannte Gabor-
transformation ein (s. Def. 2.5.8), die ein Spezialfall der Fensterfouriertransformationen
ist:

G(f): R > C, (t,w) - \/%_W/f(x)ga(x  f)e gy

id? . .. . .
mit g, = e~'a. Die Schwiiche der Fensterfouriertransformationen, dafs das benutze Fenster
fiir jede untersuchte Frequenz konstant ist, wird durch die Wavelettransformation (s. Def.

2.7.1) behoben:
W f(a,b) : ‘/f (t_b)dt

(¥ € L?(IR) oder #(IR)). Bei allen Verfahren besteht das Problem der Heisenbergschen
Unschirferelation, die im wesentlichen besagt, daf je genauer man eine Aussage bei der
Zeit-Frequenzanalyse im Zeitbereich erhilt, desto ungenauer wird die Aussage im Frequenz-
bereich. Bei einer reinen Cosinusschwingung der Frequenz wy liefern die Gabor- und die
Wavelettransformation wegen der Zeitlokalisation zu einem Zeitpunkt ¢ nicht nur bei der
Frequenz wg einen Wert und verschwinden sonst, sondern diese sind nur um die Frequenz
wp lokalisiert. In diesem Beispiel wird man aber intuitiv dem Signal zum Zeitpunkt ¢ ge-
nau die Frequenz wy zuordnen. In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns damit, wie
man einem Signal zu einem Zeitpunkt ¢ eine Frequenz, die sogenannte Momentanfrequenz
(eventuell auch mehrere Momentanfrequenzen) zuordnen kann, die physikalisch sinnvoll ist
und fiir welche Signale eine solche Zuordnung moglich ist.
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Es wird in Kapitel 3 das Verfahren von J. Ville vorgestellt, das mit Hilfe der Hilberttrans-
formation 7 (s. Def. 3.1.2) aus einem reellwertigen Signal f ein komplexwertiges Signal
erzeugt, das sog. analytische Signal (s. Def. 3.1.6):

S(f) == f +iA(f \[ / Z(f)(t)e"4dt.

Uber den Betrag des analytischen Signals 158t sich dem Signal eine Amplitude zuordnen,
iiber das Argument eine Phase. Eine Zuordnung der analytischen Momentanfrequenz er-
folgt dann iiber die Ableitung der Phase.

Das analytische Signal entsteht durch Mittelung iiber die positiven Frequenzen des Signals
f, man erhilt demnach keine Frequenzauflosung und auch nur eine schwache Zeitlokali-
sation. Ferner erhilt man also bei diesem Verfahren immer genau eine (analytische) Mo-
mentanfrequenz, obwohl in bestimmten Situationen die physikalische Interpretation eine
Zuordnung mehrerer Momentanfrequenzen erforderlich macht. Diese Schwiche des Verfah-
rens verdeutlichen wir im Kapitel 3 an einem Beispiel (Bsp. 3.1.8). Je nach physikalischer
Interpretation 145t sich dort das Signal als Summe mehrerer Komponenten auffassen, denen
dann eine eigene (physikalische) Momentanfrequenz zuordnet wird. Die Hilberttransforma-
tion analysiert jedes Signal als Einkomponentensignal, eine Trennung von Komponenten
ist damit nicht moglich. An einem zweiten Beispiel (Bsp. 3.1.9) demonstrieren wir ein wei-
teres Problem bei der Zuordnung der analytischen Momentanfrequenz iiber das analytische
Signal. Hat das analytische Signal Spektrum in [w;,ws], so wiirde man erwarten, daf die
entsprechende analytische Momentanfrequenz im Intervall [w, ws] liegt oder zumindest in
einer Umgebung dieses Intervalls. Das Beispiel zeigt jedoch, daf dies nicht der Fall ist.
Die zugeordnete Momentanfrequenz wird sogar negativ (auch dann, wenn w; grof ist),
obwohl das Spektrum des analytischen Signals nach Lemma 3.1.13 generell im Negativen
verschwindet.

Trotz dieser Schwichen liefert die Hilberttransformation, bzw. das analytische Signal in vie-
len Situationen das im physikalischen Sinne gewiinschte Resultat. Ausgehend von Signalen,
die als einkomponentig zu betrachten sind, untersuchen wir daher, fiir welche Signale man
aus dem analytischen Signal eine Amplitude und analytische Momentanfrequenz erhélt,
die der (physikalischen) Erwartung entspricht. Wir zeigen in Satz 3.1.15, dak dies fiir Si-
gnale der Form Acos(p) (4,0 : R — IR, A € L?(R), A > 0) der Fall ist, fiir die das
Spektrum von A unterhalb dem von €% liegt. In diesem Fall ist das analytische Signal
gleich Ae?, d.h. man erhilt als analytische Momentanfrequenz ¢’ und als Amplitude A.
Da hier eine niederfrequente Amplitude das hochfrequente Triigersignal e’ moduliert, ent-
spricht dies der physikalischen Erwartung. In diesem Fall gilt zusétzlich ¢’ > 0, was im
allgemeinen (s.o.) nicht gegeben ist. Wir zeigen zuséitzlich in Satz 3.5.10, dak ¢’ > 0 ist,
wenn das Spektrum von €* in [0, oo| liegt. Unter den genannten Voraussetzungen gilt so-
gar, daR ¢’ € [wi,ws] gilt, wenn das Spektrum von € in [wy,w,] liegt (wy > w; > 0)
(Korollar 3.5.11). Beides basiert auf dem bekannten Resultat (siehe [5| und [18]) aus Satz
3.5.7 , dak die durch das analytische Signal zugeordnete analytische Momentanfrequenz



mit deren entsprechenden Amplitude gewichtet, gleich der durchschnittlichen Frequenz
des Signals im Positiven ist. Insbesondere bei kompaktem Spektrum des analytischen Si-
gnals bedeutet dies, dak die zugeordnete analytische Momentanfrequenz auf den Bereich
dieses Spektrums beschrinkt bleibt (insbesondere an Stellen mit groker Amplitude), bzw.
an Stellen, an denen die analytische Momentanfrequenz aufserhalb des Spektrums liegt, die
zugehorige Amplitude verhaltnisméafig klein ist.

Dies begriindet unter anderem, warum das analytische Signal zur Zuordnung einer Mo-
mentanfrequenz hiufig benutzt wird. Daher wird das analytische Signal im folgenden noch
genauer untersucht. Zum Beispiel ist es von Interesse zu wissen, wie sich das analytische
Signal bei einem gegebenen Signal f = Acos(p) verhilt, wenn die oben genannte Bedin-
gung, da das Spektrum von A unterhalb dem von e liegt, nicht mehr exakt erfiillt ist.
Die genannte Bedingung entspricht der Bedingung, dak das Spektrum von Ae’ im negati-
ven verschwindet (und dann wiirde S(f) = Ae* gelten). In Lemma 3.1.13 zeigen wir, daf
sich das analytische Signal von Ae* in der L?(IR)—Norm nur durch die L?(IR)—Norm des
negativen Spektrums von Ae' unterscheidet. Eine punktweise Aussage liefert Satz 3.6.1,
der besagt, daf sich das analytische Signal und Ae*¥ im Punkt ¢ € IR nur um einen Wert
unterscheidet, der im wesentlichen gleich dem Integral iiber die negativen a-Parameter der
Wavelettransformation ist (wobei die Wavelettransformation noch mit einem Normierungs-
faktor versehen wird).

Da bei einem Wavelet mit ausschlieflich positivem Spektrum in die Wavelettransformation
fiir negative a—Parameter nur das negative Spektrum des untersuchten Signals eingeht, ist
also sowohl fiir obiges Lemma als auch fiir die punktweise Aussage eine Aussage iiber das
negative Spektrum eines gegebenen (komplexwertigen) Signals der Form Ae® von beson-
derem Interesse. Basierend auf einem Satz von Lars Hormander (s. [14]) zeigen wir, daf
wenn ¢’ in einem beschriankten Intervall liegt, das Spektrum auferhalb dieses Intervalls
stark fallt und zwar umso stéarker, je glatter ¢ ist. Als Vorfaktor der Abschitzung tritt
dabei eine Summe der Supremumsnormen der Ableitungen der Amplitude auf. Zusammen
ergibt dies, daf das Spektrum von Ae® im negativen besonders dann klein wird, wenn ¢’
in einem beschriankten Intervall (mit geniigend Abstand von der Null) liegt, ¢ mehrmals
differenzierbar ist und A ebenfalls mehrfach differenzierbar ist und die jeweiligen Ableitun-
gen eine kleine Supremumsnorm aufweisen. Dies entspricht in etwa der in der Literatur zu
findenden Bedingung

AI

B

< ¢,

(s. z.B. [7]) fiir Signale der Form Acos(p), was bedeuten soll, daf die Verdnderungen
der Amplitude wesentlich geringer sind als die der Phase. Die mittels analytischem Signal
zugeordnete analytische Momentanfrequenz stimmt dann im wesentlichen mit ¢’ {iberein.
Die obigen Ausfijhrungen liefern die Begriindung, warum diese Ubereinstimmung bei den
gegebenen Voraussetzungen vorliegt.

Wir zeigen in Bemerkung 3.5.6, daf wenn man sich auf Signale aus .7 (IR) beschrinkt,
man das analytische Signal zur Zeit ¢ € IR als Wavelettransformation mit dem Wavelet



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

o= 2CHW () +6 (€ &'(IR), CHW = Cauchy - Hauptwert) interpretieren kann. Diese
ist unabhéngig vom a—Parameter (sie ist fiir alle a—Parameter gleich dem analytischen Si-
gnal), womit sie keine Frequenzauflosung besitzt. Wahrend der §-Term des Wavelets ¥ eine
perfekte Zeitauflosung erlaubt, ermoglicht der Cauchy-Hauptwert-Term nur eine schlechte
zeitliche Lokalisation (vergleiche auch die Integraldarstellungen der Hilberttransformation

als Imaginérteil des analytischen Signals in Satz 3.4.1 und Satz 3.4.2).

Da das analytische Signal also ein Spezialfall der Wavelettransformation darstellt, 1aft
sich die Wavelettransformation fiir Wavelets, die eine Frequenzlokalisation ermdglichen,
als Verallgemeinerung des analytischen Signals interpretieren. Dies bestétigen zum einen
die Morlet-Rekonstruktionsformeln (Satz 3.5.2 und 4.1.6), durch die man das analytische
Signal mit dem Integral iiber die positiven a—Parameter der Wavelettransformation (mit
einem zusétzlichen Normierungsfaktor) berechnen kann. Zum anderen bestétigen dies Ab-
schiatzungsformeln aus Kapitel 6, mit deren Hilfe man bis auf einen Fehlerterm das analy-
tische Signal aus der Wavelettransformation in (a,b) berechnen kann. Fiir das analytische
Signal Ae’” muf hierfiir A’ in einem Intervall beziiglich der Supremumsnorm klein und ¢’
ndherungsweise konstant sein. Genauer gilt in diesem Fall:

0

/
Wef(a,b) & A(b)e#® 7(“2 ®)

Wird das Wavelet so gewihlt, daf dessen Fouriertransformierte reell und nicht negativ ist,
so ist das Argument der Wavelettransformation bis auf einen abschitzbaren Fehler gleich
dem Argument des analytischen Signals. Bei festem b wird das Argument der Wavelettrans-
formation also im wesentlichen durch das Signal bestimmt, der Betrag bei variierendem
a durch die Fouriertransformierte des Wavelets (die Amplitude des analytischen Signals
geht bei festem b nur als Konstante ein). Deshalb sollte man ein Wavelet wihlen, das
zusdtzlich zu oben genannten Eigenschaften eine Fouriertransformierte mit nur einem iso-
lierten Maximum in ¢ € IR, besitzt, die aufierhalb dieses Maximums relativ rasch fillt
(gute Frequenzlokalisation). Dann folgt fiir Signale mit der oben genannten Eigenschaft
des analytischen Signals, da die Wavelettransformation fiir den o - Parameter in @’L(b)
maximal ist (bis auf einen kleinen Fehler) und um o lokalisiert ist. Man kann also fiir
Signale der oben genannten Form die analytische Momentanfrequenz aus dem Maximum
der Wavelettransformation (bzgl. des a—Parameters) ablesen. Bei solchen Signalen ent-
spricht aber die analytische Momentanfrequenz auch der physikalischen Erwartung. Da
bei der oben genannten Wahl eines Wavelets die Wavelettransformation auch fiir beliebige
Signale eine gute Frequenzauflosung besitzt, liegt es nahe, eine physikalische Momentanfre-
quenz als Maximum der Wavelettransformation bzgl. des a—Parameters zu definieren. Wie
oben ausgefiihrt, stimmt diese physikalische Momentanfrequenz mit der analytischen Mo-
mentanfrequenz iiberein, wenn auch die analytische Momentanfrequenz der physikalischen
Interpretation entspricht. Wegen der guten Frequenzauflosung der Wavelettransformati-
on erhdlt man auch im allgemeinen Fall eine (physikalische) Momentanfrequenz, die der
physikalischen Interpretation entspricht.

Mit Hilfe der Wavelettransformation kann man zuséatzlich die oben besprochene Schwiche



des analytischen Signals bei der Zuordnung einer Momentanfrequenz beheben, ndmlich
den Fall, in dem man einem Signal nicht nur eine, sondern mehrere Momentanfrequen-
zen zuordnen muf. In diesem Fall muf man das Signal in Komponenten zerlegen kénnen,
denen dann jeweils eine Momentanfrequenz zugeordnet wird. Naheliegenderweise sollten
die Wavelettransformationen der Komponente eine Zerlegung der Wavelettransformation
des Signals darstellen und jeweils nur in einem bzgl. der Frequenz engen Bereich im Zeit-
Frequenzraum liegen und auferhalb dessen vernachléfigbhar klein sein. Um dies zu prazisie-
ren, definieren wir im Kapitel 5 Zeit-Frequenz-Bereiche aus IR x IR, . Falls man dann Zeit-
Frequenz-Bereiche finden kann, so daf die Wavelettransformation auferhalb dieser Bereiche
vernachlafigbar klein wird, so kann man zu jedem Zeit-Frequenz-Bereich eine Komponente
definieren. Die Summe der Komponenten ergibt dabei das Ursprungssignal. Haben die-
se Zeit-Frequenz-Bereiche einen gewissen Abstand (abhéngig vom verwendeten Wavelet!),
bzgl. der Frequenz innerhalb eines Kegels im Zeit-Frequenzraum, so ist die Wavelettransfor-
mation der zugeordneten Komponente auferhalb des zugehorigen Zeit-Frequenz-Bereichs
vernachldfigbar klein und stimmt innerhalb bis auf einen vernachléfigbar kleinen Fehler
mit der Wavelettransformation des Signals iiberein. Man erhilt also eine Komponenten-
zerlegung, die der intuitiven Vorstellung entspricht. Jede Komponente kann dann fiir sich
behandelt werden und ermoglicht eine Zuordnung einer Momentanfrequenz mittels Wa-
velettransformation, in der Regel wegen der begrenzten Ausdehnung im Frequenzbereich
auch eine Zuordnung mittels analytischem Signal.

Die Arbeit gliedert sich folgendermafsen:

In Kapitel 2 werden wichtige Definitionen (z.B. Bezeichnungen von Funktionenrdumen,
Definition der Fouriertransformation und der Wavelettransformation) und Sétze zusam-
mengefafst, die im weiteren Verlauf bend6tigt werden. In der Regel sind dort bekannte Sitze
formuliert, so dak kein Beweis geliefert wird. Falls der Beweis fiir das Verstindnis wichtig
ist, ist der Beweis doch angefiihrt. Wichtig fiir die Beweise in der vorliegenden Arbeit sind
insbesondere die Fourierrechenregeln aus Satz 2.6.2 und die Satze iiber die Ableitungen
der Wavelettransformation im Unterabschnitt 2.7.2. Dort wird auch gezeigt, wann die Wa-
velettransformation stetig und stetig differenzierbar auf {0} x IR fortgesetzt werden kann
(die Wavelettransformation ist fiir a = 0 nicht definiert).

Kapitel 3 beschéftigt sich mit dem historischen Ursprung der Idee der Momentanfrequenz
zu einem gegebenen Signal und der Problematik der Definition der Momentanfrequenz
eines Signals (Eindeutigkeit, physikalische Interpretation), verdeutlicht durch das oben er-
wiahnte (erste) Beispiel. Dabei untersuchen wir den ersten bis heute géngigen Ansatz iiber
das analytische Signal (bzw. Hilberttransformation) und beschreiben die Schwéchen an-
hand der oben erwdhnten Beispiele. Wir zeigen, wann dieser Ansatz (trotz der erwdhnten
Schwéchen) eine Momentanfrequenz liefert, die der physikalischen Intuition entspricht und
daf dann ein direkter Zusammenhang zwischen der durch das analytische Signal zuge-
ordneten Momentanfrequenz und dem Spektrum des analytischen Signals (genauer dem
Spektrum des Phasenanteils € des analytischen Signals) besteht. Da dies fiir Signale der
Form A cos(yp) der Fall ist, fiir die das Spektrum von A unterhalb dem von €' liegt, unter-
suchen wir im Abschnitt 3.3, ob es iiberhaupt zusétzlich zu den trivialen Féllen der Form
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¢ = wid mit w € IR, noch weitere Funktionen ¢ gibt, so dak das Spektrum von e im
Negativen verschwindet (dann liegt das Spektrum von e¢*+<d) fiir «» > 0 oberhalb von w).
Wir zeigen, dafl spezielle Funktionen aus dem Hardyraum H°, die sogenannten inneren
Funktionen genau diese Eigenschaft haben. Da diese Funktionen von besonderem Interesse
sind und deren Eigenschaften erst aus der Herleitung der Hardyrédume hervorgeht, wird die
genaue Herleitung der Hardyrdume in diesem Abschnitt durchgefiihrt. Ferner beschreiben
wir die Konstruktion der Blaschke-Produkte als Spezialfall von inneren Funktionen. Die-
se sind also konkrete Bespiele fiir nicht triviale Funktionen der Form e mit Spektrum,
das im Negativen verschwindet. Da das analytische Signal aus dem urspriinglichen Signal
durch Hinzufiigen eines imagindren Signals mit Hilfe der Hilberttransformation hervor-
geht, beweisen wir in Abschnitt 3.4 die bekannten Integralformeln fiir die Berechnung der
Hilberttransformation.

Fiir Funktionen aus L'(IR) N L?(IR), deren Fouriertransformation in L' (IR) liegt, iRt sich
relativ einfach die Morlet-Rekonstruktionsformel beweisen, mit deren Hilfe man ein Signal
zum Zeitpunkt ¢ € IR aus den Wavelettransformation (fir ¢ € IR \ {0}) zum Zeitpunkt
t rekonstruieren kann. Wir zeigen dann, daf sich das analytische Signal ebenfalls aus der
Wavelettransformation berechnen 14ft (man bendtigt dann nur die Wavelettransformation
fiir positive a). Den damit existierenden Zusammenhang zwischen analytischem Signal und
der Wavelettransformation wird in einer anschlieffenden Bemerkung noch verdeutlicht, in
der gezeigt wird, daff man das analytische Signal als Wavelettransformation mit einem
speziellen Wavelet interpretieren kann. Ein weiterer Abschnitt beschéftigt sich dann mit
dem Fall von Signalen der Form A cos(yp), fiir die das Spektrum von Ae’ im Negativen
nicht mehr komplett verschwindet. Es wird dort gezeigt, dak das analytische Signal immer
noch eine der physikalischen Intuition entsprechenden Momentanfrequenz liefert, wenn der
Anteil des Spektrums von Ae* im Negativen verhiiltnismiRig klein gegeniiber dem Anteil
im Positiven ist. Im wesentlichen werden die in der Literatur genannten Eigenschaften
prézisiert, die ein Signal besitzen mufl, damit die durch das analytische Signal zugeordnete
Momentanfrequenz physikalisch sinnvoll ist.

In Kapitel 4 erweitern wir die Morlet-Rekonstruktionsformel fiir Funktionen aus LS (IR).
Fir LY (IR)-Funktionen, deren Spektrum in einer Umgebung der Null verschwindet, 1aft
sich die Morlet-Rekonstruktionsformel direkt beweisen (Satz 4.1.6). Da in diesem Fall die
Funktion auch in %" (0} liegt, ist auch das analytische Signal definiert. Auch fiir dieses 145t
sich dann analog zum Kapitel 3 eine Rekonstruktionsformel herleiten (ebenfalls Satz 4.1.6),
so daf das analytische Signal aus der Wavelettransformation (fiir positive a) berechnet
werden kann.

Der anschlieffende Abschnitt beschéftigt sich mit dem Wachstumsverhalten des analyti-
schen Signals fiir LS (IR)-Funktionen mit Spektrum auferhalb der Null. Wir zeigen hier,
dak wenn das Signal differenzierbar ist und ebenfalls eine L% (IR)-Funktion darstellt, das
analytische Signal dasselbe Wachstumsverhalten wie das Signal aufweist. Speziell fiir be-
schrankte Signale ist es interessant zu wissen, wann das analytische Signal ebenfalls eine
beschrinkte Funktion ist. Wir zeigen in Korollar 4.2.3, daf fiir beschrinkte Signale, die
sich jeweils fiir ¢ — oo und t - —oo konstanten Cosinusschwingungen annéhern und dif-



ferenzierbar sind, das analytische Signal ebenfalls beschriankt ist (dabei darf der Trager
des Signals auch die Null enthalten, es gelten aber Einschrinkungen fiir das Spektrum um
Null). Beispiel 4.2.5 zeigt, daf man im allgemeinen nicht auf die Differenzierbarkeitsvor-
aussetzung verzichten kann.

Fir Funktionen aus L% (IR), deren Spektrum in Null nicht verschwindet, ldft sich eine
Rekonstruktionsformel wie am Anfang des Kapitels nicht mehr direkt herleiten. Wir zeigen
aber in Satz 4.3.4, daf fiir Funktionen mit kompakten Spektrum um Null (zusammen mit
den Rekonstruktionsformeln fiir Funktionen mit Spektrum auferhalb der Null ergibt sich
daraus der allgemeinste Fall) eine Rekonstruktionsformel hergeleitet werden kann, die die
k—te Ableitung eines Signals rekonstruiert (dabei ist & > ko und ko héngt vom Signal
ab und man kann im allgemeinen nicht ky = 0 voraussetzen). Das bedeutet im Prinzip,
dak das Signal nur noch modulo eines Polynoms exakt rekonstruiert werden kann (eine
Stammfunktion ist ja nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt).

Bei der Untersuchung der Rekonstruktionsformel fiir die k-te Ableitung eines Signals (aus
L (IR)) tritt in natiirlicher Weise eine Funktion f auf, deren k—te Ableitung sich wie bei
der Rekonstruktionsformel fiir die k—te Ableitung des Signals berechnet, jedoch wird im
entsprechenden Integral nur iiber die positiven a—Parameter integriert. Wie bei der Re-
konstruktionsformel fiir das Signal selbst ist f dann nur bis auf ein Polynom eindeutig aus
der Wavelettransformation zu rekonstruieren. Bei den Signalen mit Spektrum aufserhalb
der Null ergab sich aber bei der Integration in der Rekonstruktionsformel iiber die positi-
ven a—Parameter gerade das analytische Signal. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dak die
Funktion f ebenfalls die wesentlichen Eigenschaften hat, die auch das analytische Signal
besitzt. Im Spezialfall, dak das Signal (zusétzlich zum kompakten Spektrum) Spektrum
auferhalb der Null hat, stimmt die Funktion f sogar direkt (bis auf den Faktor 2) mit dem
analytischen Signal iiberein (siehe Satz 4.3.13).

Im letzten Abschnitt des Kapitels betrachten wir schlieflich allgemeiner fiir Signale aus
L2 (R) die Funktionen Si(f) (wobei k > ko gelten muf und k; vom Wachstumsverhalten
des Signals abhéngt). Hierfiir ist eine Unterscheidung beziiglich des Spektrums des Signals
nicht mehr erforderlich. Wir zeigen, dak Si(f) wie schon fdie wesentlichen Eigenschaften
des analytischen Signals besitzt (s. Satz 4.4.2). In Lemma 4.4.3 zeigen wir, dak sich die
Wavelettransformation der Si(f) fiir verschiedene k > ko nicht unterscheiden. Weiter zei-
gen wir in Satz 4.4.9, daR fiir den Fall von Signalen in L'(IR) N L?(IR) Sk(f) sich von S(f)
nur durch ein Polynom unterscheidet. Es ergibt sich als Folgerung, daf sich allgemein die
Sk(f) von Sk, (f) nur durch ein Polynom unterscheiden (Korollar 4.4.10) und schlieflich,
daf sich Si(f) im Fall von Signalen mit kompaktem Spektrum auch von der Funktion f
(bis auf den Faktor 2) nur durch ein Polynom unterscheidet (Satz 4.4.11). Die Funktionen
Sk(f) stellen also modulo Polynome eine Erweiterung des analytischen Signals fiir Signale
aus L2, (R) dar (deren Spektrum jetzt auch die Null enthalten darf).

Kapitel 5 beschéiftigt sich mit dem Problem der Komponenten eines Signals. Der erste Ab-
schnitt dieses Kapitels liefert die Herleitung anhand eines einfachen Beispiels (Bsp. 5.1.1),
woraus man bereits grundlegende Voraussetzungen fiir die Definition von Komponenten
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erkennt. Zur Bestimmung von Komponenten definieren wir Zeit-Frequenz-Bereiche, die ei-
ner Zerlegung der Wavelettransformation des Signals in Zusammenhangskomponenten ent-
spricht, und ordnen jedem solchen Zeit-Frequenz-Bereich eine Komponente des Signals zu.
Die eigentliche Komponente wird iiber die Morlet-Rekonstruktionsformel bestimmt, wobei
das dort zu bestimmende Integral (bzgl.des a— Parameters) nicht iiber ganz IR sondern
im wesentlichen nur iiber diejenigen a— Parameter berechnet wird, die in der der Kom-
ponente zugeordneten Zusammenhangskomponente liegen. Anschlieffend untersuchen wir,
wie sich die Wavelettransformation der so bestimmten Komponente verhilt. Dabei zeigen
wir, dafs die Wavelettransformation der Komponente in dem Bereich der Zusammenhangs-
kompomente der Wavelettransformation des Signals (aus dem die Komponente hervorgeht)
im wesentlichen mit der Wavelettransformation des Signals selbst iibereinstimmt. Aufer-
halb ist die Wavelettransformation der so bestimmten Komponente vernachldssigbar klein.
Ferner zeigen wir, dak die Summe der so bestimmten Komponenten das Ursprungssignal
ergibt.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels werden einige Sétze bewiesen, die im dritten Abschnitt
des Kapitels benotigt werden. So erlaubt die Definition der Zeit-Frequenz-Bereiche, Schran-
ken fiir die Zeit-Frequenz-Bereiche fiir einen Zeitpunkt ¢ aus einem Ausschnitt des Zeit-
Frequenz-Raumes anzugeben (Korollar 5.2.19). Zusétzlich werden einige Aussagen des er-
sten Abschnitts, fiir die dort nur Beweisideen angegeben wurden, in diesem Abschnitt exakt
bewiesen.

Im dritten Abschnitt beweisen wir das Theorem (5.3.7), in dem die Aussage aus dem
ersten Abschnitt exakt bewiesen wird, daf die Wavelettransformation einer Komponente
fiir Parameterwerte auferhalb ihres definierenden Zeit-Frequenz-Bereichs vernachlafigbar
klein wird, aber fiir Parameterwerte innerhalb bis auf einen kleinen Fehler mit der Wa-
velettransformation des urspriinglichen Signals iibereinstimmt. Voraussetzung hierfiir ist,
daf man geméfk dem ersten Abschnitt Zeit-Frequenz-Bereiche bestimmen kann, aufserhalb
deren die Wavelettransformation des Signals numerisch vernachléfigbar ist und diese Zeit-
Frequenz-Bereiche eine Abstandsvoraussetzung (bzgl. der Frequenz) erfiillen. Es werden
fiir die einzelnen Fille obere Schranken fiir den Fehler angegeben.

In Kapitel 6 beweisen wir die oben erwdhnten Abschitzungsformeln fiir die Wavelettrans-
formation fiir Signale aus L2, (IR). In Satz 6.6 zeigen wir, dak fiir Signale, fiir die sich
die Amplitude (des zugehorigen analytischen Signals) in einem bestimmten Intervall wenig
dndert und sich dort der Phasenanteil des (analytischen) Signals im wesentlichen wie eine
reine Cosinusschwingung verhilt, sich die Wavelettransformation wie das analytische Signal
multipliziert mit einem Vorfaktor verhilt. Der Vorfaktor ergibt sich aus der Fouriertrans-
formierten des Wavelets (skaliert). Die Fehlerschranke ist in diesem Fall nicht abhingig
vom Wert der Amplitude zum untersuchten Zeitpunkt, sondern nur vom globalen Maxi-
mum der Amplitude. Wiinschenswert ist daher zusétzlich eine Fehlerabschitzung, bei der
der Fehler sich relativ zur Amplitude zum untersuchten Zeitpunkt ergibt. Die entsprechen-
de Abschétzung leiten wir in Satz 6.7 her. Hierfiir werden als zusitzliche Voraussetzung
Wachstumsbeschriankungen fiir die Amplitude des Signals bendétigt, d.h. es wird unter an-
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derem verlangt, daf

A

Diese Bedingung wird, wie oben erwihnt, als Bedingung dafiir angesehen, daft das ana-
lytische Signal eine physikalisch sinnvolle Zuordnung der Momentanfrequenz erméglicht.
Die Abschitzungsformel zeigt gerade, dalk dann ein enger Zusammenhang zwischen ana-
lytischem Signal und Wavelettransformation besteht (mit einem Fehler, der sich relativ
zur Amplitude des Signals ergibt). Anschliefiend stellen wir noch Konsequenzen aus der
Wachstumsbeschriankung fiir die Amplitude zusammen.

AI
‘ <egy.

Da bei der Zuordnung der Momentanfrequenz iiber das analytische Signal die Ableitung
der Phase des analytischen Signals benutzt wird, beschaftigt sich der zweite Abschnitt
des Kapitels mit der Ableitung der Phase (in b—Richtung) der Wavelettransformation
im Vergleich zur Ableitung der Phase des analytischen Signals. Eine solche zusétzliche
Abschitzung wird benotigt, da sich die Ableitungen zweier Funktionen in einem Punkt
sehr unterscheiden kénnen, auch wenn die Funktionswerte selbst sich in dem Punkt kaum
voneinander unterscheiden. Dies ist insbesondere der Fall, wenn die Amplitude der Wa-
velettransformation klein wird. In Satz 6.2.2 geben wir die entsprechende Abschitzung
an.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Funktionenraume

2.1.1 Ra&aume stetiger und differenzierbarer Funktionen

Sei I C IR ein offenes Intervall. Folgende Bezeichnungen werden benutzt:
R, == {z € R|z > 0}

) ={f:1— (D‘fist stetig}

%.(I) :== {f : I — C|f ist stetig und bestitzt kompakten Tréger in I}
€*(I) == {f € €(I)|fist k — mal stetig differenzierbar}, k € IN

FIR) = {f € ¥ (R) [l oo £ (2) = 0)

F(I) := {f € €(I)|fist k—mal stetig differenzierbar und besitzt kompakten Tréger in I},

c

S S

kelN

¢>(1) :={f € €U)|f € €*(I)Vk € N}

¢2(I) == {f € €(I)|f*) wiichst hichstens polynomial Vk € INy}
9(I) == {f € €*(I)|f hat kompakten Triger}

L(R):={f € Soﬂoo(IR)Wk € IN: sup|y<prer(l + [2?)*0% f(2)| < 0o}
k .
Oy :={p= > CjidJ‘Cj € C, 0 <j <k} (Polynome vom Grad k), k € IN.
j=0

Fiir eine Funktion f: ] — R sei f := f(—-) .

Definition 2.1.1. Sei M C C offen und f : M — C. f heilkt analytisch oder holomorph,
wenn f auf M (C-) differenzierbar ist (und damit unendlich oft differenzierbar ist).

12
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Satz 2.1.2. Set M C C offen. Eine Funktion f : M — C ist genau dann holomorph, wenn
die Funktionen u := Re(f) und v := Im(f) reell differenzierbar sind (wobei die Funktionen
u und v als Funktionen von R* nach C aufgefaft werden) und die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfillen:

Ozu = 0Oy

Oyu = —0v.
Definition 2.1.3. Sei M C IR? offen. f : M — C heit harmonisch, wenn gilt: f € €?(IR?)

und

Af:=082f+d2f =0.

Lemma 2.1.4. Sei M C C offen. f : M — C ist genau dann harmonisch, wenn Re(f)
und Im(f) harmonisch sind. Eine holomorphe Funktion ist insbesondere harmonisch.

Satz 2.1.5. Set M C C offen. u : M — IR ist genau dann harmonisch, wenn u Realteil
etner holomorphen Funktion ist.

Korollar 2.1.6. Sei M C C. Ist u : M — C harmonisch, so ist u € €°(M).

2.1.2 Ra&aume integrierbarer Funktionen

ZL°(R) :={f : M — C|f mekbar}
L7(R) = {f € 2R [ f(@)rds < oo} p € N

N ={fe ZO(R)\H{If(fC)Idx =0}

LP(IR) :=2£P(IR)/ N
Auf ILP(IR), 1 < p < o0, ist die Norm

171l = ( / f(w)"da?)
R
definiert.

L*(R) := {f : R — C|3C > 0 : |f(z)| < C fiir fast alle z € R}. Auf L>(IR) ist die

Norm || - ||o definiert durch ||f||s = inf{C > 0|}£ 1{$€R|f(z)>c}(x)dx = 0}.

Lr (R):={f € LO(IR)‘Ek eN: W € L?(R)} (,schwach wachsende Funktionen”).

Ist M C IR eine meRbare Menge, d.h. 1, € LY(IR), so definiert man fiir f : M — C analog

LY(M) == {f : M — C|f meRbar} und LP(M) := {f € L°(M)|[|f(z)[Pdz < oo} fiir
M
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1 <p<oo. L®(M):={f: M — C|3C >0:|f(z)| < C fiir fast allex € M}. Ist G C R
mit M C G, f:G—C,sosel f e LP(M):& f|, € LP(M) fiir 0 < p < oc.

L*(IR) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

< f\g >L[2(R)= /f(x)Md:v
R

fir f,g € L*(IR).
Auf L?([0,27]), 1 < p < 00, definiert man eine Norm durch

2w
1
0= — t)|[Pdt
Flpsoa = | 5 [ lat®)
0

fiir f € LP([0,27]), auf L*°([0, 27]) ist die Norm analog zu L*°(IR) definiert durch || f||oo,0,24] :=

2
inf{C > 0|0f 1{w6[0,27r]‘f(w)>0} (z)dz = 0}.

2.1.3 Fourierreihen

L*(]0, 27]) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

2
1 -
< flg > 12([0,27])'= %/f(x)g(m)dfﬂ
0

fiir f, g € L*([0,27]). Die Menge {e™*4|k € Z} bildet eine Basis von L*([0, 27]).
Definition 2.1.7. Sei f € L*([0,27]). Dann heifit fiir k € 7Z

27

Y 1 —i iki

Flb = 5 [ et =< F1e > 1o
0

k-ter Fourierkoeffizient von f und
Z ]’F( k) eikid
kEZ
Fourierrethe von f.

Satz 2.1.8. Es gilt fir f € L*([0,27]):
F="Flk)e®d in L2([0, 2r]).
kEZ.
Ferner sind die Fourierkoeffizienten eindeutig bestimmt, d.h. falls
f= Z cxe™in L2(]0, 27)),

kEZ

~

so gilt: ¢, = f(k)Vk € 7L (siehe [16]).
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2.2 Hilfssitze zur Integration und Differentiation

Satz 2.2.1. Sei U € R™, a € U ein Punkt und f : IR" x U — IR, (z,t) — f(z,t), eine
Funktion mit folgenden Eigenschaften (siehe [9]):

1. Fiir jedes feste v € R" ist die Funktion t — f(z,t) stetig im Punkt a.
2. Fir jedes feste t € U ist die Funktion x — f(z,t) dber R"™ integrierbar.
3. Es gibt eine integrierbare Funktion F : R" — IR} U {co} mit

|f(z,t)| < F(x) fiir alle (z,t) € IR" x U.

Dann ist die Funktion

g:U— 1R, tH/f(x,t)dx
]Rn

stetig in a.
Satz 2.2.2. Sei I C IR™ offen und f : IR" x I — IR, (z,t) — f(z,t), eine Funktion mit
folgenden FEigenschaften fir j € {1,..,m} (siehe [9],[16]):
1. Fir jedes feste x € R" ist die Funktion t — f(x,t) partiell differenzierbar nach t;
auf 1.
2. Fiir jedes feste t € I ist die Funktion x — f(x,t) uber R™ integrierbar.
3. Es gibt eine integrierbare Funktion F : R"™ — IR} U {co} mit

|0y, f (z,t)| < F(x) fir alle (z,t) € R" x I.

Dann ist die Funktion
g: I >R, t— /f(x,t)dm
Rn

partiell differenzierbar nach t;. Fiir jedes t € I ist die Funktion x — 0Oy, f(x,t) diber R"
integrierbar und es gilt

at]g(t) = atj f(IL', t)d.’E
/

Satz 2.2.3. Holder-Ungleichung. Es seien p,q €]1, co[ mit zln +% = 1. Fir f € L*(R) und
g€ LYR) st f-g € L'(R) und ||f - glls < [|fl|llgllg- Ist f € L'(IR), g € L¥(IR), so ist
f-ge L'R) und |[f - glls < [|f[1]lgllcc (siche [9]).

Satz 2.2.4. Minkowski-Ungleichung. Fir 1 < p < oo und f,g € LP(IR) gilt: ||f + gl|, <
f1lp + llgllp (siehe [9]).
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Satz 2.2.5. Faltung von L'(IR)- und LP(IR)-Funktionen. Es seil < p < oo, f € L'(IR), g €
LP(IR). Dann existiert eine Nullmenge N C IR, so daf fir die Funktion F, := f(x —id)g
gilt: F, € L*(R) fiir alle v € R\ N. Im Fall p = oo ist N = (). Fiir die Funktion

fffc— g(y)dy, € R\ N

f¥g:R—>1R, z—
0, r€eN

gilt: f+g € LP(R) und |[f * gllp < [|fl/lg]lp-

Beweis: (s. [16])
Der Beweis der Mefsbarkeit erfolgt dhnlich wie der nachfolgende Beweis der Integrierbarkeit.
Sei zunédchst p = oo :

Dann ist |F,| < |f(z — id)|||g||e fast iiberall, und daher ist F, € L'(IR). Es ist

\hﬂﬁs/ﬁw—MMMWSmem Vo€ R
R

also ist f*x g € L®°(IR) und ||f * g||co < [|f]]1]19]co-

Seijetzt1§p<oo,qzzl—%.Esist

//Vx—ugvm@—/m t/ Dldady = |[flllgll. (21)

Nach dem Satz von Tonelli ist daher die Abbildung ((z,y) — f(z — y)(g(y))?) € L*(IR?).
Nach dem Satz von Fubini existiert daher eine Nullmenge N € IR, so dak die Abbildung
(y = fl@—y)(9(y))) € L'(R) fiir v € R\ N.

Damit ist die Abbildung (y = (f(x — l/))% g(ZJ)) € LP(IR) fiir z € R\ N. Da zusitzlich

(y = (f(z — y))%) € Li(R), folgt wegen 1% + % = 1 aus der Holder-Ungleichung (Satz
2.2.3):

Fr=flz=-)g=(flz-")
1B < | (Fw = s

Q=

(f(z — )7 g) € L'(R) fiir z € R\ N und

fir z € R\ N. (2.2)

(flw=)7g|

q

Dann folgt mit (2.2) und (2.1) und dem Satz von Fubini:

]R/If*g(x)V’d:c = //fx— y)dy dx_E[]ZFx y)dy| dz
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JIIEEdz < [117@ = 941G = ) s

— /(/f(xyﬂdy)q (/f(x?/)g(y)pdy) d

/||f\\?/|f(x—y>||g(y)\pdydxs A5 11711 lgll2
Hf||p“|\g|\£-

1,1
Also gilt: || % gll, < [I£11F"* llglly = | Fl11llg]l-
O

Satz 2 2.6. F altung von IP(IR)— und L(IR)— Funktionen (Young-Ungleichung). Fir 1 <
p,q,7 <00, o+ — 1=, feLP(R), g € L(R), gilt:

frgeL"(R), |[f*gll. <[Iflpllgllg

(s. [11]).

Lemma 2.2.7. Seien f,g : R — IR 2m-periodische Funktionen mit f € L'([0,27]), g €
LP([0,27]). Dann gilt mit

2
frgim %/f(id—t)g(t)dt:
0

f*ge€ LP([0,27]) und ist 2m-periodisch. Ferner gilt:

IIf*g

,[0,27] < 2||f\|1,[o,27r]Hg||p,[0,27r]-

Beweis: Da f 27-periodisch ist, folgt fiir £ € ZZ :

2w
fxg(x /fa:—t —%/f(x—f—%ﬁ—t)g(t)dt:f*g(ac-i—anT),
0

also ist f * g 2m-periodisch. Ferner gilt mit Satz 2.2.5:

2w

[ Grg@pin = |- / (;ﬁ / f(xt)g(t)dt) s

0



18 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

p

1
/ % / f(.’l? - t) : 1[7277,271'] (t)g(t) ) 1[0,27r] (t)dt dx
R

1
m

IA
Do

1 1
= 5 %) ||f-1[,2w,2w]*g-1[o,2n1||£

1 ? p p
< 2_ Hf 1 27r27r|| ||g 027r]||p

= — 2 ] - p___ ] p
(55) @l Loanll 1l Tl

= 2pr||€,[0,27r]||g i,[O,ZW]

Daraus folgt, dak f * g € LP([0, 2x]). Weiter folgt:

|1 * gllp.o.2e] < 211 1]10,2m119] |p.f0.27]

0

Satz 2.2.8. Cauchysche Integralformel (s. [8]). Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C
eine holomorphe Funktion. Weiter sei D,(z) := {z € (D‘ |z — 20| <7} C G. Dann gilt fir

jedes z € D, (z) :
[ 16
C—=z

[¢—20|="

(dabei bedeutet die Integration tiber | — zo| = r die Integration tber die positiv orientierte
Kreislinie des Kreises mit Mittelpunkt zy und Radius r).

2.3 Schwache Topologie, Dualraum von L”

Definition 2.3.1. Sei X ein normierter C—Vektorraum. Dann sei X' = {f : X —
(D‘ flinear und stetig} der Dualraum von X. Die schwache Topologie von X ist die grobste
Topologie auf X, so daf alle f € X' stetig (bzgl. dieser Topologie) sind. Die schwach-x-
Topologie von X' ist die grobste Topologie von X', fiir die alle F': X' — Cmit FF € X C X"
vermoge der Inklusion z — (X' > f — f(x)) stetig (bzgl. dieser Topologie) sind.

Die Beweise fiir die folgenden Sitze sind z. B. in [12]| zu finden.

Lemma 2.3.2. FEine Folge (fu)nenw C X' ist schwach-x-konvergent gegen f € X' genau
dann, wenn lim,_, fn(z) = f(x) fir alle z € X.

Theorem 2.3.3. Die Menge {f € X'|||fH < 1} ist kompakt in der schwach-x-Topologie
von X'.
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Korollar 2.3.4. Sei (fu)nenw C {f € X’|||f|| < 1}. Dann besitzt die Folge einen Hdu-
fungspunkt in {f € X'|||f|| <1} bzgl. der schwach--Topologie.

Satz 2.3.5. Sei 1 <p < oo und q € Ry, so daf % + é = 1. Die kanonische Abbildung
J ) = (L), (M) = [ fa0de Vg € LU(R)
R

ist ein isometrischer Isomorphismus. Hieraus folgt also, daff man (LY(IR))" mit LP(IR)
identifizieren kann, also (LY(IR)) = LP(IR), und ist I € (Li(IR))’, so existiert ein f €
LP(IR) mit j(f) = F. Ferner ist die kanonische Abbildung
§:IR(R) > (LR, 5(7)() = [ F@aiae g e L)
R

ein isometrischer Isomorphismus ((L'(IR))" = L*(IR)). Analog gilt, daf

= 12(10,2)) = (L9(00,20])Y, () (9) = - / F(Hg(t)dt Vg € L7([0, 2x])
und
= 12(00,2]) = (£1(0,20))Y, 3()(9) = - / f(Hg(t)dt Vg € L'(0,2n))

0

1sometrische Isomorphismen sind.

2.4 Distributionen

Definition 2.4.1. Sei I C IR ein offenes Intervall. Eine Folge (¢ )ren von Funktionen aus
9(I) konvergiert gegen eine Funktion ¢ € Z(I) (Bez.: ¢, — ¢), wenn gilt:

1. Es gibt ein Kompaktum K C IR, so daf supp () C K fiir alle £ € IN und supp (¢) C
K.

2. Fiir jedes a € INy konvergiert die Folge der Ableitungen 0%y, fiir £ — oo gleichméfig
auf K gegen 0%p.

Eine Folge (¢ )ren von Funktionen aus .#(IR) konvergiert gegen eine Funktion ¢ € .#(IR)
(Bez.: ¢ — ), wenn gilt:

sup |x'38a(<p — o)) =0 (k—o0) Va,p € IN,.
zeR
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Definition 2.4.2. Sei I C IR ein offenes Intervall. Dann sei 2'(I) := {£ : 2(I) —
C|¢ linear und stetig}, wobei T' € 2'(I) stetig ist, wenn T'(p) — T(p) fiir ¢ — ¢ (in
2(I)), k — oc. Ferner sei &'(R) := {¢ : #(IR) — C|¢ linear und stetig} die Menge der
stetigen temperierten Distributionen, wobei T € .#'(IR) stetig ist, wenn T (¢x) — T'(¢p) fiir
o = ¢ (in L(R)), k — oc.

Beispiel 2.4.3. Diracsche Deltadistribution: Fiir ¢ € #(IR) und a € R sei 6,
Z(R) - R, ¢ — ¢(a). Es ist §, € L' (R).

Definition 2.4.4. Sei I C 7ZZ. Eine Folge (&)rer C ' (IR) konvergiert gegen & € .#'(IR),
wenn (< ¢, & >)ker in C fiir alle ¢ € #(IR) konvergiert. Die Reihe ) & konvergiert in
ke

<'(IR), wenn die Folge der Partialsummen in .#’(IR) konvergiert.

Definition 2.4.5. Sei K C IR kompakt. £ € ./(IR) hat kompakten Triger in K, wenn
fiir alle ¢ € Z(R) mit suppp N K = & gilt: < ¢,& >:= £(¢) = 0. Die Menge der
Distributionen mit kompakten Tréger aus IR wird mit .#/(IR) bezeichnet. Auf .#’(IR) sind
folgende Operationen als Abbildung von .#’'(IR) in .'(IR) definiert:

1. Multiplikation mit ¢ € G2 (IR): (p,( - &) == (p-(, &) fir p € L(IR). Da ¥ > ¢ —
- C € L(IR) stetig ist, ist ¢ - £ € ' (R)
2. Differentiation: (p, 0€) := — (0¢, §) fir ¢ € Z(IR).

3. Translation/Skalierung: < ¢,&,p >:= [a| < @1_»,§ >= |a] < p(a - +b),& > fiir p €
Z(R).

4. Konjugation: < ¢,& >:= < 3, & > fiir ¢ € Z(IR ).
5. (g, &) == (§,¢€) fiir ¢ € Z(R).

Bemerkung 2.4.6. Fiir 1 < p < oo fasst man LP(IR) als Unterraum von .#’(IR) vermittels

L”(]R)afn—>( 9<pn—>/ ey’(]R)

In der Literatur findet man auch fiir f € L?(IR) die Schreibweise [f], wenn f als Distribution
aufgefasst wird. Es gilt fiir f € LP(IR) (direkt durch Nachrechnen):
L ¢-[f1=1[¢- flfir ¢ € € (IR).
2. 0%[f] = [0*f] fir f € €*(R), o € IN.
3. [fla=1fa]; a € R .

4. 1f1=1f]-
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5. [T =171

Wegen dieser Eigenschaften wird im Folgenden auf die Schreibweise mit eckigen Klammern
fir f € LP(IR), verzichtet, wenn f als Element von .#’(IR) aufgefasst wird.

Theorem 2.4.7. Die Faltung  * § st fir ¢ € ' (R) + 7 (IR) und £ € S'(IR) definiert
durch (p,C+€) = (¢ % (,€) (p*( € Z(R)).

Theorem 2.4.8. Sei £ € ' (R) und M C IR kompakt. Dann ezistiert eine Funktion
f € L>®(IR) und ein o € Ny, so dafs

<P, € >=<,0°f > Vo € Z(IR) mit supp (p) C M
(siehe [15], Theorem 1.4.1).
Satz 2.4.9. Sei I C IR ein offenes Intervall, £ € 9'(I). Gilt

o€ =0,
so existiert ein ¢ € C mit
E=c.
Beweis: Sei ( € Z(I) mit
/ C(t)dt = 0.
T
Sei ¥ : IR — IR,
SR / C(t)dt

mit g := inf(7).

Da ¢ € Z(I), existieren ry,ry € I mit supp (¢) C [ry,72] C I. Daher gilt ¥(z) = 0 fiir
x €lxg, . Fir z €]ry, x1[, z1 := sup(]) gilt:

W(z) = ]C(t)dt: 7§(t)dt _ /g(t)dt: 0.

Also ist ¥ € 9(I), da ¥ differenzierbar ist und ¥' = € 2(1).

Es gilt:
<(E>=< 0V, E>=—< U, 06 >=0 (2.3)

Sei jetzt p € P(I) beliebig, ¢y € Z(I) mit

/cpo(t)dt — e\ {o}.

1
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Betrachte

C=¢— /w@ﬁwm

T
Da ¢, € D(I), ist auch ¢ € Z(I). Ferner gilt:

/g(t)dt: /go(t)dt— %/(p(t)dt/goo(t)dt: /(p(t)dt— %/go(t)dt-A: 0.

I I

> =

Wegen (2.3) gilt dann

<(,E>=0,
also
1
I
< >
= <90,§>—/90(t) [%fg] dt
1
= <¢,§>—<gp,[<gpg\i}>.
Daher gilt:
< > < >
<, € >=< o, [%f’g] >, d.h'gzgaof,ﬁ e C.

Lemma 2.4.10. Sei I C R ein offenes Intervall und & € P'(I), a € IN, so daf
0% =0.

Dann existiert ein p, € 11, 1 mit
£ = Pa-

Beweis: Vollstidndige Induktion nach a:

Fiir o =1 folgt die Behauptung aus Satz 2.4.9.
a—a+1:

Gelte 9°T1¢ = 0, d.h. 9*(9¢) = 0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt:

08 = pa
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mit po € Iy 1. Sei par1 € I, so, dab Opar1 = pa (d-h. payr ist Stammfunktion von p,).
Dann gilt also:

af = Pa = apa—l—la

also
8(5 - pa+1) = 0.
Wiederum aus Satz 2.4.9 folgt, dak es ein ¢ € C gibt mit

g_pa-f—l =¢, <:>§:po¢—|—1 +c= ﬁoz—l—l:

wobei po11 € Iy, da par1 € .
]

Korollar 2.4.11. Seien g,h € L*(IR), x € Z(R), I C R ein offenes Intervall mit X|IE 1.
Es gebe ein o € IN, so dafs

x0%g = x0“h in ' (IR). (2.4)
Dann gilt fir x € 2(IR) mit supp (x) C I :

X9 =Xh+Xpa  inL>(IR)
fiir ein p, € I, 1 (insbesondere fir x € P(IR), fir die zusdtzlich )~<|[a7b]z 1 fiir a < b mit
[a,b] C I).
Beweis: Da X‘IE 1, folgt fiir p € 2(I) :

<, 0% >=< p, x0%g >=< @, x0%h >=< p,0%h >,
also 0% = 0*h in 9'(I). Daher folgt aus Lemma 2.4.10:
g—h=p, ©g=h+p, in 2'(I) (2.5)

mit p, € I, 1.
Sei ¢ € Z(R). Da px|,€ 2(I), gilt wegen (2.5):

<@, X9> = <oX,9>=<¢X|,9>=<¢X|, h+pa >
= < @Xah'i'pa >=< QD,)NCh-l-f(pa >,

also gilt
X9 = Xh + Xpo in ' (R). (2.6)

Da g,h € L*(IR), x € Z(IR), gilt (2.6) auch in L*(IR).
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2.5 Fouriertransformation

2.5.1 Fouriertransformation in L!(R), L*(R), . (RR)

Definition 2.5.1. Fiir f € L'(IR) heikt die Abbildung

.7l L —itid gy __. T
Z : L'(R) = % (IR), men!f(t)e dt =: f

Fouriertransformation, die Abbildung

F1 L(R) = %(R), o —— / (b
R

inverse Fouriertransformation (fir % (L'(R)) C %(IR) siehe z.B. [16], F ' (L'(R)) C
%o(IR) folgt analog).

Satz 2.5.2. Seien f,g € L'(IR). Dann gilt (siehe z.B. [9]):
1. F(f +g) =VTF(f)- F ().
2. Ist f € € (IR) mit Of € L*(IR), so gilt: Z(0f) = idZ (f).
3. Istidf € L*(IR), so ist F(f) € €, (R) und es gilt: F(idf) = i0.F (f).

4. fg,fie L'(R), und es gilt:%f(m)g(w)dw :l{f(x)ﬁ(a:)d:c.

Entsprechende Aussagen gelten fir 1.
Korollar 2.5.3. Ist f € €*(IR), k € IN, so gibt es ein C € R, so daf

fl@) <Cc+z)* VreR

(siehe [9]).
Satz 2.5.4. (L!(IR)-Umkehrformel) Ist f € L'(IR) und f € L'(IR), so gilt:

1 T4 yitid . 1
f= \/—Q_W]}[f(t)e dt (in L' (IR)).

Die Fouriertransformation auf .#(IR) C L*(IR) ist eine Bijektion von . auf .7, und es
qilt: (37|(5,)_1 = 9‘1|y. Die Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation
sind auch auf L*>(R) definiert (mit Werten in L*>(IR)) durch:

R

lim / f)e Mdz = f  (inL*(R) )

1
. T2 2
Z : I*(R) — I*(R), meR%o

-R
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Z 1. L*(R) — L*(R), f+—>— lim /f Ye''de  (in L*(R)).

2m R—o0

F st eine Bijektion (auf L?(IR)), und es gilt: f|L2(R) 1= ferner gilt:

1|L2(IR)’

< flg >wy=< flg >r2m)=< FHIZF g) >L2(R);

(Plancherel) also insbesondere: ||f|lz = ||fllz = |lZ ()2, Vf,g € L*(R) (siche z.B.

[9)).

Lemma 2.5.5. Faltung von L?(IR)— Funktionen. Seien f,g € L*(IR).
1. Es gilt:

(a) Z(f-9) = 7=F(f)* F(9) in G (R).
(b) F7Hf-9) = 7=F () » F7'(9) in G(R).
2. Ist f-g € L*(IR), so gilt:
(a) Z(f-9) = 7=F(f) * F(g9) in L’(R).
(b)) FHf-9)==F '(f)*F (g) in L*(R).
3. Ist Z(f)- Z(g) € L*(IR), so ist f x g € L*(IR), und es gilt:
(a) F(f*x9)=V2rZ(f) F(g) in *(R).
(b) F7'(f*9) =V2rF ' (f)- F7(g) in L*(R).

Bewelis:

1. Da f-g€ L*(R), ist Z(f - g) € 6(R). Fiir z € IR gilt mit Plancherel:

ﬁ\

71'

Z(f-9)) = / et = %<fgemd
R
<

9

(1), # (@) >= / Z(F) (O F o) (1) dt

N

(F)(O)F (g™ (~t)dt

F(NOIF (9)(- + 2))(-t)dt

S S

e B
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1 1
_ \/_Q,W]R/y(f)(t)y(g)(x_t)dt: ZN*Z @

Daraus folgt (a). Der Fall (b) folgt analog.

2. Ist f-g € L*(R), so ist Z(f -g) € L*(R), Z!(f - g) € L*(R) und damit gilt 1.
auch in L2(IR).

3. Mit Z(f) - Z#(g) € L?(IR) folgt aus 2. (b):

F NF(f)-F(9)) = \/%—W«?l(f(f)) «F Y(F(g)) inL*(R),

also:

F(feg) =VIF() F(g)  in IX(R).
Da mit Z(f) - #(g) € L*(IR) auch Z~1(f) - Z(g) € L*(IR), folgt (b) analog.

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann man die Sobolevrdume H, definieren:

Definition 2.5.6. H,(R) := {f € L*(R)|(1 +id?)3 f € L*(IR)} Vs € RR.
H,(IR) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt < f, g >z :=< f(1+[id[2)5,§(1+[id[?)? >z

Definition 2.5.7. Fiir f € L*(IR) U L2(IR) heifit supp (f) =: spec (f) das Spektrum von f.
Definition 2.5.8. Fiir f € L?(IR) und a € IR, heikt die Abbildung

1 )
2.(f):R?> > C, (t,w r—>—/ Z)go(z — t)e " dx
() (1) > —= [ f@)aala—1)
R
mit g, = 6_% Gabortransformation.

2.5.2 Fouriertransformation auf .+’

Auf 7" ist die Fouriertransformation definiert durch < ¢, ¢ >:=< F(p),& > fir ¢ €
Z(IR).

Theorem 2.5.9. (Paley-Wiener-Schwartz) & € %' hat genau dann Triger in [—R, R)],
R € IR, wenn eine holomorphe Funktion f: C — C und k € IN, M < oo existieren mit

|f(w)] < M(1 4 [w)kefm@l vy e ¢

und Z (f|,) =€ (s.[15]).
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Satz 2.5.10. Ist ( € S+ und & € S, so gilt: F((x&) = V2nF (- FE (Multiplikation
definiert, da Z (C) € €, (IR) nach Theorem 2.5.9).

Definition 2.5.11. Fiir £ € .%’ heiflt supp ({?) =: spec (§) das Spektrum von &.
Definition 2.5.12. Es sei %, = {{ € ' (R)|[{0} ¢ supp (F&)}.

Lemma 2.5.13. Sei f eine 2w-periodische Funktion mit f € LP([0,2n]), 1 < p < o0,.
Dann ist f € L2, (IR), also f € 7' Gibt es (cx)kem C C mit

f=>" ae® in L*([0,27)),

k=—00

so qilt:
=V2r Y afy  inS
k=—00
P
Beweis: Esseil <p<oound g:= d2 Dann gilt: ¢? < (1+1d2> = m und:

/|f t)Pdt = Z /\f )Plg(t + 2mk)[Pdt < Z /'f 1+ ti%k))dt

k_—ooo
- /|f dt+§:/|f R
B t+2 k)2 — 27k)2)P
k=0 k=17

IN

2 T Py 1+ 27rk /'f |pdt+z (1+(2 /|f e

parl
plo2) Z (1+ (27k)?)P <

k=—00

= (2n]|f

also ist =L € LP(R), d.h. f € L2, (R). Ist f € L*([0,2x]), so ist f € L®(IR) C L% (R).

Fiir f € L?([0, 27]) gelte

f= i cre™in L2([0, 27)).

k=—00

Dann konvergiert die Reihe auch in .#/(IR) :
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Sei dazu ¢ € (R) und fn := > ce™. Dann gilt mit ¢ € R, J + é = 1 und der
—n<k<n

Hoélder-Ungleichung:

<o f—fu>]| = / fa d:r</|90 I (@) = falo)lda
§ 27(j+1)
S [ e@is - £l
J=700 omj
o [ 2mGH) i
< Z (/ go(x)%ix) | f = fallpjo2r) = 0, n — 00
J=70 N 27

o0 27 (j+1) %
(pe MR)= >, ( i |(p(x)|qda:> = const < 00).

j=—00 27j

Wegen der Stetigkeit der Fouriertransformation in .#’(IR) konvergiert dann auch Z(f,)
gegen .Z (f) in '(IR).

Es gilt:
ZF (%) =28, in S'(R). (2.7)

Sei dazu ¢ € .Z(IR). Dann gilt:
< g0ﬂg~(eikid) > = < y((p)’eikid >= /@(t)eiktdt

= VIR @)(k) = Vare(k) = VI < 6,5, >

Damit gilt insgesamt:

Vor Z kb = F (fn) = F(f) in #'(IR),

k=—n

also

=2 Z cdr  in Z'(R).

k=—00

2.6 Fouriertransformationsrechenregeln

Bezeichnung 2.6.1. Folgende Abkiirzungen werden benutzt:
fo = f ( - b) )
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f(w,t)

Lemma 2.6.2. Es gelten die folgenden Rechenregeln, wobei bis auf die Faltungsformel
f € L"(IR) betrachtet werden kann, fir die Faltung vgl. Satz 2.5.2, Lemma 2.5.5 und Satz

2.5.10:

—b

1(50).

e f(-—1)

| Funktion | Abkiirzung | Z(7) |
= 7 Fo) =2 ')
f Z-'(f)
f(+0b) Jo fer = [0
f(-=b) fob fe ™ = fro0
7 | Jw | aF@)e® = (i
fla-+0) | fis | GG = m(Fan) &Y
eiw-f(_ _ t) f(w,t) €_it('_w)f(- _ w) — ez’twf(—t,w)
f*g Vorf-g
f9 = f*
D] (iid)"]

‘ Funktion ‘ Abkiirzung ‘ Z1()
f(=) f FNE) =1
f f
f(-+b) fy Z (e © =F () 0
f( — b) fo ﬁ_l(f e — y—l(f)(b,o)
flatt) | fie | gZ DG = g(Z 7 (Do)
() Jap la| Z 1 (f)(a)e” = [al(F(f)1,)""
ei‘“'f(- — t) f(w,t) eit(-+w)y—1(f)(_ 4 w) — eztwyfl(f)(t —w)
f*g V2rZ L (f) - F g
f-g =7 () *F (9)
orf (=id)"Z ' (f)
o ()™ F 1 (id™)
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2.7 Wavelettransformation

2.7.1 Definition und Umkehrformel

Definition 2.7.1. Sei ¥ € L?(IR), dann heifit fiir f € L2(IR), (a,b) € (R \ {0}) x IR

Wa f(a,b) = 1‘a| [ r i - 7 = [ 1@ (H’)dt

R

die Wavelettransformation von fin (a,b) beziiglich ¥. Man betrachtet auch

Waflo :H/f Taslt)it = |/f ( i

Ist ¥ € .Z(IR), so ist die Wavelettransformation fiir £ € .#'(IR) in (a,b) € (R \ {0}) x R
definiert durch

1 _
W\I/é-(aa b) = \/m < \I}a,baf >,
1
Wgé(a,b) = Tal < Wop, &> .

Ist ¥ € ¥'(IR), so ist die Wavelettransformation fiir ¢ € #(IR) in (a,b) € (IR \ {0}) x R
definiert durch

— 1 —
Wyp(a,b) = /la|l < p(aid +b), ¥ >= N <, Wap >,
a
_ 1 _
Wgela,b) = <p(aid+0),¥ >=— < ¢, Vup >.

lal

Bemerkung 2.7.2. Ist f € L2, (IR) (C &'(IR)), so hat die Wavelettransformation (fiir
¥ € .Z(IR)) wieder die Darstellung
i

Waf(a,b) = \/W/f (

Wif(ab) = |/f (t"’)

Definition 2.7.3. ¥ = efide—% , ¢ > 0, heifit Morlet-Wavelet (iiblicherweise ¢ = 5).
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Theorem 2.7.4. Es sei ¥ € L*(IR) mit
T} 2
vl
i
Dann gilt fiir f,g € L*(IR) :

d
//Wq,f a, b)Wyg(a, b)db—a =Cy < flg>.

Theorem 2.7.5. (Wavelet-Umkehrformel). Es seien U, € L'(IR) N L*(IR) mit

= B g, [HOH,
R

1 7

Weiter sei f € L2(IR) mit f € L'(R) (= stetig und beschrinkt). Dann gilt:
1 1 ~(t—=0b da
W f(a,b)—— B a2
C\p"f, !]Z ‘Ilf( ) /—‘a‘ ( a ) a2

Details und Beweise zu den beiden Theoremen siehe z.B [4] oder [20].

ft) =

2.7.2 Differentiation der Wavelettransformation

Satz 2.7.6. Es se1 ¥V € L*(IR) N L>°(R) differenzierbar mit 0¥ € L*°(IR), ferner sei
f € LY(R) N L*(R), idf € L*(IR). Dann ist die Wavelettransformation W f von f auf
(R\ {0}) x R nach a und nach b differenzierbar, und es gilt:

O Wil (o b) = |a|a/f (#(57) + o ()

OV F(ab) = |a|a/f a\p( )

Ist OV stetig, so ist Wi f € €' ((IR\ {0}) x R).
Ist O zweimal differenzierbar und zusditzlich 0*°V € L®(IR) und id>f € L*(IR), so ist Wi f
auf (R\ {0}) x R zweimal nach a und nach b differenzierbar, und es gilt:

t) (2@ (?) L ; bod (t ; b)

0; Wy f(a,b)
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(e
0.0, fla,b) = /f(t)( ( ) 8\If<t;b>>dt

|aa?

»e [

t —

FWyf(ab) = — / f(t)62\11<

|ala?

Ist 0*W stetig, so ist Wi f € €*((R\ {0}) x R).

Beweis: Setze g : IRx (R\{0}) xR, (¢,a,b) — ﬁf(t)\fl (%) . Aus den Voraussetzungen
folgt, dak g(-,a,b) € L'(R)V(a,b) € (R \ {0}) x R. Es sei I, C IR ein beschriinktes
Intervall und M, € IR so, dak |z| < MyVx € Iyund I, C IR\ {0} ein beschrinktes

Intervall und M, € IR so, daf ﬁ < M,Va € I,. Nach den Voraussetzungen des Satzes

ist g auf R x (IR \ {0}) x IR partiell nach a und b differenzierbar, und es gilt (betrachte
|a| = sgn(a)a):

patee = 10 (g () g (7))

Bg(t,ab) = —— ()T (t_b).

Dabher gilt fiir alle (a,b) € I, X I:

10a9 (-, 0) < (Mg[[W]loo + MZ(M, + [id])[|0W]]o0) | f| € L'(IR),
Oy (- a,0)] < M;|0¥||olf| € L'(IR),
da f,idf € L'(IR). Mit Satz 2.2.2 folgt dann, daB (a,b) = ff U (&) dt auf 1, x I

partiell nach a und b differenzierbar ist und die im Satz gegebene Ableitung hat. Falls 0¥
stetig ist, so folgt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen direkt aus Satz 2.2.1.

Falls die Voraussetzungen des zweiten Teils des Satzes gelten, so ist g auf IR x (IR\ {0}) xR
zweimal partiell nach a und b differenzierbar, und es gilt:

Bottat) = 10 2 qj(t—b> t—baw< ab>+3t—baqj<ﬂ>

|a|a? a la|a3 la|a3 a

S ()
et () riee () e (50
_ 2§ t—
e (5) e ()

£
BuBhg(t, a,b) = (
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1 oe [t—D
‘a|a2f(t)6\ll( . )

Dabher gilt fiir alle (a,b) € I, x I:

dig(t,a,b)

02(a,b)| < (2M3][¥]|oo + A(1t] + My)MZ[|0F] oo + M3 ([id] + My)*|| 0T |o0) | £
€ L'(IR)

(2M3)|0% oo + MA(id| + My)||PT]10)If| € L'(R),

M9 ]|oolf| € L'(R),

|aaabg('a a, b)‘
|al?g(a a, b)‘

da f,idf, id*f E Ll(IR) Daher existieren nach Satz 2.2.2 die partiellen Ableitungen
0%, 0,05, 02 von (a,b) al ff ( ;b) dt auf I, x I, und haben die im Satz angege-

<
<

benen Ableitungen. Ist 9% stetlg, so folgt die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitun-
gen wiederum mit Satz 2.2.1. Da das Intervall I, (bis auf die Beschrianktheit) beliebig aus
IR \ {0} ist und I, (bis auf die Beschranktheit) beliebig aus IR, gelten die Aussagen iiber
die partielle Differenzierbarkeit und die Darstellung der partiellen Ableitungen auf ganz
(R\ {0}) x IR.

0

Satz 2.7.7. Sei U € Z(R) und f € L2,(IR) oder f € L% (IR). Dann ist W3 f € €°((IR\
{0}) x IR). Fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen gelten die Darstellungen aus
Satz 2.7.6

Beweis: Betrachte wie im Beweis zu Satz 2.7.6 die Funktion g und die beschriankten
Intervalle 1, und | I und die Schranken M, und M,. Sei zusétzlich h : IR x (IR\ {0}) x IR —
R, (t,a,b) — |a‘ (=b) . Dann ist g(t, a,b) = f(¢)h(t, a,b) fir (¢,a,b) € Rx (R\{0}) X IR.
Da ¥ € .Z(IR), ist fiir festes t € IR die Abbildung ((IR \ {0}) x R > (a,b) — ¢(t,a,b)) €
¢ ((R\ {0}) x IR) und fiir «, 5 € Ny gilt:

020 9(,a.0)| = If|

008 h(-, a, b)‘ € L'(IR).

Fiir die partiellen Ableitungen von A gilt ((a,b) € (IR \ {0}) x IR):

920 h(t, a,b) = sen(a WZ (03 8) , _ pyrgprig (?) (29

ce(a, 8) €N, k=0,..,q, co(a, 3) =1 (mit o, § € IN).
Beweis durch Induktion nach n = a + 3:
n=0:Fira=0,8=0ist mit ¢gp =1

sgn(a)(<1)? 20: Zkg(féfl) (t — bk 0P+ (?) 13 (t —b ) — h(t,a,b).
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n—sn+l=a+p:
Fall 1: 8 > 1: Dann ist § — 1+ «a = n und deshalb gilt mit Hilfe der Induktionsvorausset-
zung:

B a_aca,ﬁ—l = [t =D
abaaag lh(t, a, b) = 3b<sgn(a)(—1) +8 IZ%(t—b)kaﬁ 1+k‘11 <T))

k=0

= sgn(a)(-1)*7 (i 7%(@0:453; D 1y - pp-ioP- 1T (?)

—f(t—0
k B+k
+Z aa+ﬂ+k+1 t_b) (—1)3+\II< a ))

- o (S D g (1)

k=0
“ep(a, B—1) kapir (10
+Y 2 e =0 (=)
k=0
_ a—|—,8 CkOf,B k af+ky ﬂ
= sgn(a Zaa+ﬂ+k+1 (t-0)"0 \I;( a

mit ¢x (o, B) = ex(a, B—1)+(k+1)cpr1(a, f—1) € N,k =0, ..a—1,co (e, B) = cola, f—1) =
1.
Fall 2: « > 1 : Dann ist « — 14 = n und es folgt wieder mit der Induktionsvoraussetzung:

8,00 9 h(t,a,b) = 0, (Sgn )r 7 Z cela aa+5+k -y (#))
_ o 1+ﬂ<azl ce(a—1, §a+ﬂ+2ﬁk+ﬁ+k)(t_b)kaﬂ+kﬁ (?)
=0
k=0
oo, (2
k=0

ailea_].,ﬁ)t bk+1aﬂ+k+1$ t_b
+ qotBrk+2 (t=10) a )Sgn(a)
k=

qotB+k+1

30 et Aoy (0 st
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_ a—|—ﬂ Cka/ﬁ kEaf+kT t—>b
= sgn(a Zaa+ﬁ+k+1t—b)a ‘I(T

mit ¢o(a, B) = co(a—1, 8)(a+5) € N, ck(a, B) = ex(a—1, 8)(a+B+k)+ck_1(a—1,8) € N
E=1,.,a—1,cya, ) = o 1(a—1,5)=1.

Damit ist (2.8) gezeigt.

Da f € L?,(IR) oder f € L2 (IR), existiert ein [ € IN mit

und A > a > 0 gilt:

e L'(R). Firt,b e R

—pl?
+ \b|2>

(1+i d2)

t2 < (|t —b| + |b])? = [t — b]* + 2|t — b||b| + |b|* < 2 (a2
t—b

2
< 2(,42 — +M,,2).

!
Daraus folgt also (1 + |¢[?)! < (1 +2 (A2 |?|2 + M,)?)) firle N.Mitt€R,a€ I, b€
I, und A = max(I,) gilt dann (beachte 0 < + < M,):

)y G- o (1)
k=0

adfattan)] < L0

= (1 +2) qet+B+k+1
l
f(t) 2|t=b"
= ‘(1+t2)l 1+2{4 a + My

t—

ch o, BYMOHATL |~

|aﬁ+k\11‘ ( b>

- ‘(1+t2
t—b
-[(1+2(A2|idl2+M3))’lid|'“|3“k‘1"] ( a )

/0 ()

2\l
(1+ )| =

mit xx = c(a, )M (1 + 2(A? \id|2+Mb2))l id|*|8°**¥|. Da mit ¥ € .#(IR) auch
id* I € < (R) fiir k,j € IN, ist xj insbesondere beschrénkt, also gilt fiir a € I,, b € I, :
L
(1 +id?)

Nach Satz 2.2.2 ist W§ f € (1, x I). Da das Intervall I, beliebig aus IR \ {0} ist und
I, beliebig aus IR (jeweils bis auf die Beschrénktheit), ist Wi f € €°((IR \ {0}) x R). Die
letzte Aussage des Satzes folgt aus der Berechnung im Beweis zu Satz 2.2.2.

02009( a9 < ‘ Z xilloo € LL(IR).

0
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Lemma 2.7.8. Fira,b,t € R, | € INy gilt:

l 2n
l 2n » - 1
1= > S ) YT ———— | (at +b).
<n).: (J )a ((1+id2)l)(“+)
Ferner gilt:

> (+) (% ) tafoird = 1+ Gal + 2.

Bewelis:

> () > (% )i = > () il o ae

n=0 §=0 n=0
= (14 (ol + [6)?)".

O

Unter (etwas) stirkeren Voraussetzungen an die Funktion f € L (IR) existiert noch eine
weitere Darstellung der partiellen Ableitungen der Wavelettransformation neben derjenigen
aus Satz 2.7.6. Zuséatzlich gewinnt man hieraus Abschétzungen fiir die partiellen Ableitun-
gen der Wavelettransformation.

Satz 2.7.9. Sei ¥ € S (IR) und f € LG (R)NE(IR), so daf f' € L, (IR). Seily € INy so,
daf (1+ifT)l2 € L*(IR). Dann ist W f € €< ((R\{0}) xR) und fir (a,b) € (R\{0}) xR
gilt:

Wy f(a,b) = [ tU(t)f'(at + b)dt,

W f(ab) = [ T(t)f (at+b)dt.

e T

Ferner gelten die Abschdtzungen:

0. Wi f(a,b)] < M- (1+(|al +b)*)",
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W5 fla,b)] < M- (1+(la| + [b])*)"

mit

. 7

M := su id’ o —_—
o<t Ly (14id*)= ||,

Beweis: Aus Satz 2.7.7 folgt sofort, daf Wi f € €°((IR \ {0}) x IR).

Da f € LY (IR), existiert ein [; € INy mit m € L*°(IR). Dann folgt mit Lemma 2.7.8
mit g = f und [ =1 fiir a € [—a1,a1],a1 >0, b€ R :

ZZ( ) ( )\a1|j\b\2""'|idj\11| € L (R). (2.10)

00 n=0 5=0

T f(aid+b)| < H

1+ 1d2
Sei h : R® — IR (a,b,t) — U(t)f(at +b). Da ¥, f € €' (R), ist h € €' (IR?). Fiir
(a,b,t) € R? gilt:

O.h(a,b,t) = tU(t)f (at + b)
Bh(a,bt) = W(t)f (at +b).

Sei I, € R ein beschrinktes Intervall, M, € IR so, dak |b] < M, fiir alle b € I,. Ferner
sei a1 € Ry, I, := [—ay,a;]. Fiir (a,b) € I, x I, gilt (siche Lemma 2.7.8 mit g = f’ und

lo 2n
|0uh(a, b, )| < ( b2 ) < 2n ) lal?|b]*" I [id? @ | "72 (2.11)
c\n )i\ 1+ id?%)k
lo l 2n m
< < 2) < >|a1VM2" Tid7 | 72 ELl(]R).
no \ J=0 J (1 +1d7)"
lo 2n 2’]’L
2n—
|Oph(a,b,-)| < n_()( )2::( i )\a|a|b| I id? W | HW
L l 2n
< 2 a P M )idi 0| | ————| € L*(IR).
_(n)z(])u )| Lo e

Da insbesondere h(a,b,-) aus L'(IR) fiir (a,b) € IR? und

Wi fa,b) = / h(a, b, t)dt

R
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folgt aus Satz 2.2.2, dak fiir (a,b) € I, x I, gilt:

QWi f(ab) = /ahabtz £ (£) f'(at + b)dt,

abW$f(a,b) = /ab a, bt = at+bd

Da a; > 0 und I, (bis auf die Beschrinktheit) beliebig sind, folgt, dak obige Darstellung
der partiellen Ableitungen der Wavelettransformation fiir (a,b) € (IR \ {0}) x R gilt. Aus
(2.11) folgt fiir (a,b) € (IR\ {0}) x IR ( s. Lemma 2.7.8):

* L 2n 3ip|2n—3 - 1541 f!
0. W, f (a,b)| < ZZ( )( ; )|a| 1b| E[|1d+\11|(t)dt"m )

n=0 j=0

S () (2 = o o+

n=0 j=0

IN

(M aus (2.9)). Die zweite Abschitzung folgt analog.
U

Der folgende Satz zeigt, daf sich die Wavelettransformation fiir stetiges f € L2 (IR) und
¥ € .(IR) mit ¥(0) = 0 stetig auf ganz IR? fortsetzen liRt:

Satz 2.7.10. Sei f € €(IR) N LS (R), ¥ € .Z(R) mit ¥(0) = 0. Dann ist die Abbildung

GIR,z—)R (G,b)l—> W\iklf(aab) aa#o
' ’ ’ 0 ,a=20

stetig auf IR?.

Beweis: Nach Satz 2.7.9 ist G|(IR\{0})><]R: Wif € €°((R\ {0}) x IR). Es bleibt zu
zeigen, daff G stetige Fortsetzung von Wy f auf {0} x IR ist.

Sei 0 < |a| < a1, a1 € Ry, [b] < by by € Ry, € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein
M >0, l; € INg, so dafk
/]

(1 +id*)n

Mit Lemma 2.7.8 mit ¢ = f und [ = [; folgt mit r > 1:

/\‘I’ Y|If(at +b)|dt < ii(h)( )\ 19| p|2k=

[t/ >r k=0 j=

<M fi.
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. / Iy EEZ:?)L)I dt

[t]>r
15 2k ' '
< MY} ( ) ( ) Q2 / 0 (8)|dt
k=0 j=0 t>r
— M1+ (a4 by)2)h / (1) d.
[t]>r
Da ¥ € #(IR), existiert ein t,,,; > 1, so daff
My = / 0 (1) dt < c
4M(1 + (CL1 + bl) )
[t|>tmaz
Sei
- / (8|t + / 0 (1) dt.
|t\S1 mgtmax
Sei by € IR mit |by| < by. Da f stetig ist, existiert zu € ein §; > 0, so daf
(@) — f(bo)] < == 2M Vit [t — bo| < d1. (2.12)
Sei ¢ := min({ay, 52— 52—, b1 — [bol}).
Fiir (a,b) € IR? mit ||(a, b) —(0,b9)|]2 < 0 gilt dann |a| < §, also insbesondere
< min o (2.13)
¢ al’ 2tmaz .
und |b — bg| < ¢ und
[b] < b (2.14)

(letzteres wegen [b—by| <0 = —0 <b—by <5 = —0+by <b<I+by <o+ |by| = —-b<
d — by < &+ |bo| also insgesamt |b| < & + |bg| < by — |bo| + |bo| = b1).

Fiir [t < tier gilt (Emae > 1):

) ) 01
‘at+b_b0‘S‘af||tmaw|+‘b_bﬂ|< tl maw+5<_1+

2 max 2 2 max

< 6.

Damit folgt aus (2.12):
€

Flat +8) = ()] < 577~

(2.15)

Weiter gilt:

0= V2 (0) f (by) = / W(t)e-it0dt - [ (bo) = / T(4) £ (bo) dt.

R R
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Daraus folgt dann:

|G(a,0) = G(0,bo)] = [Wyf(a,b) -0

— | [ Bt +vie- [0

R R

_ /ﬁ(t)(f(at-i- b) — f(bo))dt

R

IN

/ T(t)(f(at +b) — f(bo))dt| + / T(t)(f(at +b) — f(bo))dt|.

t<tmaz t>tmaz

Abschétzung der beiden letzten Terme:

Aus (2.15) folgt:

/ T)(flat+b) - fbo))de| < == (/|Wmﬁ

oM,
t|Stmam ‘t|Stmaw
19
< U (1) |dt thw (1) |dt
< o | [ el [ e
t|<1 It|<tmas
19 19
= M = —.
oM, ' T 2

Aus der Rechnung am Anfang des Beweises folgt:

[ vou@ sy - sena < [ polesnis [ e
t>tmaz [t|>tmaz [t>tmaz
< M@+ (@ + b)) / (1) d
[t|>tmae
= 2M(1+ (a1 + b)?)" M,

< 2M(1+ (ay +by)?)" ¢

4M(1 + ((Ll + bl)Q)h

£
5
Damit folgt insgesamt:
|G(a,b) — G(0,b)| < €.
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Damit ist G stetig in (0,b0). Da by € IR mit |by| < by beliebig war, ist G stetig auf
{(0,b)|[b] < b1}. Da by > 0 frei wiihlbar ist, ist damit G stetig auf {0} x IR und damit auf
ganz IR?.

O

Lemma 2.7.11. Ist f € €'(R) und f' € L2 (IR) mit ly € Ny, so daf

so ist auch f € L2 (IR) mit W € L*(R).

ey € L7 (R),

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir ¢ € R : f(¢t) — f(0) = f'(¢(¢)) -t mit 0 <
IC(t)| < [t|. Also gilt:

1 < 1
1+~ 14((t)?
und daher:
‘ 0 o, ‘ HEOR;
(1 + t2)lz+1 - (1 + t2)l2+1 (1 + t2)lz+1
< WO ‘ f(¢®)) t
(14t T+ |1+t

Da iy € L¥(IR), folgt damit herer € LO(R).

U
Ist f' € L=(IR) und ¥ € .#(IR) mit ¥(0) = 0¥ (0) = 0, so 1aRt sich die Wavelettransfor-
mation sogar stetig differenzierbar auf ganz IR? fortsetzen:
Satz 2.7.12. Seﬁ fe %i(]R) mit f' € LY (IR), lo € Ny, so daff ﬁ € L*(IR). Sei
U e Z(IR) mit ¥(0) = 0¥(0) = 0. Dann ist die Abbildung

G]R,Q—)]R, (G,b)l—> W\Iif(aab) aa#o
' ’ ’ 0 ,a=20

aus €*(IR?) und es gilt 0, Wy f(0,b) = 0,Wy f(0,b) = 0 fiir alle b € R.

Beweis: Sei 0 < |a| < |a1], a1 € Ry, by € R. Es gilt:

0= VErE(0)f(00) = [

R

(t)e-it0dt - f (bo) = / T(t) £ (bo)dt.

R

Daraus folgt:

= (Gla,bo) = G(0,1o)) = 1( [T fat+toya - [ ‘I’(t)f(bo)dt)

R
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_ ! / T(t)(f(at + bo) — f(bo))dt (2.16)

a
R

Da f € ¥'(IR), existiert nach dem Mittelwertsatz ein (((at + by), by) € IR mit

[at+b0,b0] y at+b() S bo
¢((at +bo), bo) € { [bo, at + o] , at + by > by’ (2.17)

so daf

flat +bo) — f(bo) = f'(C((at + by), by))(at + by — by) = atf'({((at + by), by)).
Aus (2.16) folgt damit:

(6o, bo) ~ G(0, b)) = / £T(t) /(¢ ((at + bo), bo) . (2.18)

Nach Voraussetzung existiert ein My > 0, so dak |f'| < My(1 +id*)" und aus (2.17) folgt:
|C((at + bo), bo)| < max(|at + bol, [bo|) < max([allt] + [bo, [bo|) = [al[t] + [bol,
also gilt:

My (1 +[¢((at + bo), bo)|*)™
My (1 + (|allt] + [bo])?)"

la 2k
l 2k oy i
>3 () (2 ) ot

k=0 j=0

|f(¢((at + bo), bo))]

und damit gilt:

‘tﬁ(t)‘f’(C((at-ﬁ-bo),bo)N < MQZZ ( l]z ) ( 2]k ) |a"j‘b0‘2k_j‘t|j+1‘\ll(t)|

lo 2k
l 2k ; it
< MzZZ( h ) < ; >|a1|]|bo\2’“ 31| (£)(2.19)

Aus (2.17) folgt zusétzlich, daf

il_I)%C((a,t + b()), b()) = b().

Dann folgt aus (2.18) mit dem Satz von Lebesgue (Majorante ergibt sich aus (2.19), da
id"¥ € L'(IR) Vn € IN) und Lemma 2.6.2:

lim £ (G(a, bo) — G(0,by)) = / 1T (8) f(bo ) dit

a—0
R
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= Flb) / (1dW) (£)e- 0t

R

= [(b)Z(AD)(0) = —if' (b)0 (0) =0,

(80(0) = 0 nach Voraussetzung).

Damit ist G in (0, by) partiell nach a differenzierbar und 9,G(0,b9) = 0. Da an by keine
weiteren Voraussetzungen gemacht wurden, ist G auf {0} xR partiell nach a differenzierbar
und 0,G(0,b) = 0Vb € IR. Nach Satz 2.7.9 (wegen Lemma 2.7.11 ist auch f € L2 (IR)) ist
G| wyonsr= Waf € € ((IR\{0}) xR). Also ist G auf IR? partiell nach a differenzierbar.

Ferner folgt aus Satz 2.7.9, dak fiir a # 0 gilt:

8.G(a,b) = 9, Wi f(a,b) = / £ () f'(at + b)dt = Wigy) f'(a,b).

R

Da mit ¥ € .#(IR) auch id¥ € . (IR) und @(0) = i0¥(0) = 0 (Lemma 2.6.2) und nach
Voraussetzung f’ € L3 (IR), folgt aus Satz 2.7.10, daf

(a,b)H@aG(a,b):{ 0 a=0

stetig ist, d.h. 0,G ist stetig auf IR?.

Da G(0,b) = 0Vb € IR, ist G in (0,b) € IR? partiell nach b differenzierbar und 9,G(0, b) =
0Vb € IR. Da nach Satz 2.7.9 G‘(IR\{O})X]R: Wi f € € (R\ {0}) xIR) (s.0.), ist G auf IR?
partiell nach b differenzierbar, und es gilt fiir a # 0:

0Gl(a, b) = QW3 f(a, b) = / T(t) f'(at + b)dt = Wi f'(a, b).

R

Dann folgt wieder wie oben aus Satz 2.7.10, dafs

0yG(a,b) = Wi f'(a,b) ,a#0

(a,b)'_)abG(aab):{ 0 ,a=0

stetig ist, d.h. 9,G ist stetig auf IR* und aus der Rechnung folgt, dak 9,Wy f(0,b) =
OyWy f(0,b) = 0 fiir alle b € TR.

Insgesamt wurde also gezeigt, dak G auf IR? nach a und b partiell differenzierbar ist und
die partiellen Ableitungen stetig sind. Damit ist G € €*(IR?).

0
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2.8 Hilfssatze tiber unendliche Produkte

Die nachfolgenden Aussagen iiber unendliche Produkte inklusive Beweisen sind z.B. in [22]
zu finden.

Lemma 2.8.1. Sei uy € C, k € IN. Dann gilt fiir alle N € IN :

N
S II 1—F|UH

[ +uw) -1

N

H(l + |ug|) < exp (Z |uk|> )

k=1

Beweis: Die erste Ungleichung folgt durch vollstindige Induktion nach N :
Fir N =1 gilt die Behauptung trivialerweise.

N—-N+1:
Die Behauptung gelte fiir N. Sie ist zu zeigen fiir N + 1 :

N+1 N
[JO+w) -1 = [J]O +u)(@ +unsa) =1
k=1 k=1

= ([T +w) - 1) (I+unir) + (1 +uyg) —1

k=1
N

< H(l + |ugl) — 1) (14 Junt1]) + [un+]
k=1

N+1

= (14 ux]) = (1 + [uns1]) + [uni]
k=1
N+1

= (1 + [ux]) -

k=1

Fiir z > 0 gilt: exp(z) = Z wk— 1 + z. Daher gilt:

H(l + |ugl) < Hexp(|uk|) = exp (Z |uk|) )

k=1

Lemma 2.8.2. Firu > 0 gilt: 1 — u < exp(—u). Firu € [0, 5[ gilt: exp(u) — 1 < 2u.
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Beweis: Fiir u > 0 gilt:

wexp(u ”i% i utt [(k+1) = ki% ki%

k=0 k:O

o

= 14 uexp(u Z
k=

=1>(1—-u)exp(u) & (1 —u) < exp(—u)

uk
-7 = &
k p

Sei jetzt u € [0,3[, = 1 —u > 1. Dann folgt aus der eben bewiesenen Ungleichung
(1 —u)exp(u) < 1:
()< — =141 - <142
ex = —
PRI =14 1— U
Also gilt: exp(u) — 1 < 2u.
[
o0
Lemma 2.8.3. Es sei 0 < u, < 1, Yn € IN. Dann konvergiert [[ (1 — ug) genau dann,
. k=1
wenn Y, uy konvergiert.
k=1

Beweis: Sei

P, .=

s

(1 —wuy), neIN.

ES
Il
—

Es gilt (da 0 < 1—wu, <1firn € IN): 0 < P,y; < P, fiir n € IN. Damit existiert
lim,,_, P,.

o
Sei > uy konvergent. Dann existiert zu ¢ mit 0 < € < i ein m € IN, so dak fiir allen € IN

k=1
mit n > m gilt:

Mit Lemma 2.8.1 und Lemma 2.8.2 folgt dann fiir alle n > m :

P, -
-l = ol -a]=m T 0o

< Pm( ﬁ (1+uk)—1) <P, (exp( i uk>—1>

< P,(exp(e) — 1) < 2P,
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Also gilt
—2eP, < P, — P, < 2P,

und damit P, > P,,(1 — 2¢) > £=. Dann gilt:

P,
limPn27m>0,

n—oo

o0
also ist [] (1 — u,) konvergent. Weiter gilt mit Lemma 2.8.2:

n=1

P, = H(l —uy) < Hexp(—uk) = exp (— Zuk> :

k=1

n

Wenn also > up — oo fiir n — oo, so gilt : P, — 0 fiir n — oo, also ist das Produkt in
k=1

diesem Fall nicht konvergent.

O



Kapitel 3

Die Momentanfrequenz eines Signals

In diesem Kapitel werden Signale f € L*(IR) betrachtet. Fiir f € L?(IR) ist eine Darstel-
lung der Form

f=>_ Ay cos(p)
P

gesucht, wobei
A, € L*(IR)
o € Hy(R)
fir k=1,..,n, n € IN. Fiir kK = 1,..,n werde bezeichnet :
fr = Ag cos(pg): Komponente von f,
Ay . Amplitude der Komponente fj,
r: Phase der Komponente f,wobei dann mit
@), die Momentanfrequenz der Komponente fj, definiert wird.

Es soll dabei gelten:

1. Die Darstellung ist eindeutig.

2. Die Darstellung erlaubt eine Aussage iiber das Zeit-Frequenz-Verhalten des Signals:
Die Wavelettransformation jeder Komponente f, = Ay cos(¢y) stellt eine sinnvolle
Zerlegung der Wavelettransformation des Signals dar. Dies soll erst spiter in Kapitel
5 préazisiert werden.

Um fiir Punkt 2) eine genauere Definition zu finden, ist es zunéchst hilfreich, den Spezialfall
zu untersuchen, in dem das Signal in nur eine Komponente zerlegt wird. Selbst dann bleibt
das Problem der Eindeutigkeit der Darstellung f = A; cos(y;). Fiir diesen Fall existiert
ein Verfahren, das eine solche eindeutige Darstellung erlaubt. Das Verfahren basiert auf
der Hilberttransformation. Jedoch liefert dieses nicht immer eine (physikalisch) sinnvolle
Zerlegung des Signals in Amplitude und Phase (bzw. Momentanfrequenz).

47
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3.1 Die Hilberttransformation und das analytische Si-
gnal

Definition 3.1.1. Fiir c € C\ {0} sei

arccos (RfT('C)) , Im(c) >0

21 — arccos (Re(c)) , Im(c) <0

l¢|

arg(c) :=

das Argument der komplexen Zahl ¢ (= arg(c) € [0, 27[).

Idee (als Ursprung gelten die beiden Artikel von Gabor [10] und Ville [25], siehe auch
[21]):

1. Man geht von einem reellwertigen Signal f € L?(IR) auf ein komplexwertiges Signal
F (€ L*(IR)) iiber, fiir das Re(F') = f gilt. Dann kann man definieren:

Ay = |F|
o1 = arg(F)
(A1 und ¢} sind dann durch F eindeutig bestimmt).

2. Da man fiir reine Cosinus-Schwingungen der Form « cos(wid + £) mit «,8,w reelle
Konstanten, «,5>0, A; = a und ¢; = wid + 8 erwartet, sollte also in diesem Fall fiir
f = acos(wid + B) gelten: F = ae@i4t8) = o cos(wid + B) + i sin(wid + 3).

Um also auf das komplexwertige Signal F' zu kommen, sucht man eine lineare Abbildung
2 fiir die gilt:
H(acos(wid + B)) = asin(wid + B), (3.1)

wobei hier a,w und S reelle Konstanten sind mit o > 0,w>0. Dann definiert man F' durch
F = (id+i52)(f).
Aus (3.1) folgt bereits:

A (vsin(wid)) = (o cos(wid — g)) = asin(wid — g) = —acos(wid)

Aufgrund der Fourierumkehrformel 14Rt sich ein reellwertiges f € L'(IR) mit felL (R)
auch in folgender Form schreiben (s. z.B. [3]):

f= [ (a(y) cos(yid) + b(y) sin(yid))dy,

0\8
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wobei
o0

/ F(z) cos(zid)dz,

—00
o

b = %/f(ac)sin(xid)dx.

—oQ

1
T

Durch diese Darstellung ist f durch reine Cosinus- und Sinusschwingungen dargestellt. Es
soll aber gelten . (cos(yid)) = sin(yid), 4 (sin(yid)) = — cos(yid). Daher definiert man
jetzt die Abbildung S fiir f € L'(IR) mit f € L'(IR) durch:

H(f) = [ (a(y)sin(yid) — b(y) cos(yid))dy.

0\8

Betrachte dann f + i72(f) :

f+if = [ (aly)cos(yid) + b(y) sin(yid))dy

0\8

+ /(a(y)z sin(yid) — b(y)i cos(yid))dy

I
0\8

o0

a(y)eiyid Z Zyldd / _ ’Lb zyiddy’
/f( ) cos(zid)dx —

0
o0
/ f(z)sin(zid)d
—0oQ
o

R P 5

-0

a—1b =

N |~
=l|~

—_

Demnach gilt:

f+i7(f \/j/ )eddy = 2 —/ Yeddy = 2. F71(1 ,oof
0 \/_0 osl)

Wegen der Eindeutigkeit der Fourier-Darstellung folgt insbesondere:

[\)

-~

F(f+id () =2 o ], (3:2)
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also gilt

~

F(H(f)) = —isgn(:) - f
oder dquivalent dazu

H(f) = —iF (sgn() - Z(f))-
Es ergibt sich die klassische Hilberttransformation:

Definition 3.1.2. Die Abbildung 5% = —i.% ~! o (sgn(-) - #) heikt Hilberttransformation.
Sie ist definiert auf L?(IR) (mit Bild in L*(IR)). ¢ ist auch fiir £ € %', (siehe Def.

2.4.5) definiert durch < @, #¢ >:= —i < sgn(-) - F7(p)(1 — x), FE > fir p € Z(IR),

wobei x € Z(IR) mit supp (x) C B%E(O), X‘[J = 1,0 < x <1 und € > 0 so, da

U:(0) Nsupp (F(§)) = @ (da & € S, ist {0} & supp (F()))-
Bemerkung 3.1.3. Behauptung: J#(£) ist wohldefiniert:

1. sgn(-) - Z 1 (¢)(1 — x) definiert eine Funktion aus . (IR):
1-x € CR(R), [1-x| <1 = F7(p)(1-x) € L(R). Da (1-x)(t) = 0Vt € B (0),
ist damit auch sgn(-) - Z'(p)(1 — x) € Z(R) .

2. ¢ ist unabhéngig von der Wahl von ¢ und x:
Seien &1, €9 so gewahlt, dak U., (0) Nsupp (F(£)) = <, U.,(0) Nsupp (F(§)) = 2.
Ferner seien x1, x2 € Z(IR) so, dak 0 < x; <1, supp (x1) C B%SI(O), )<1|[_e_1 q=1
0< X2 < ]-7 supp (X?) C B%EQ(O)J XQ‘[_ETZ %2]: 1. Sei (E81 > €2, =
X1 = X2 + x3 mit supp (x3) C B%EI(O), < |xs| <1, xs(t) =0Vt € B%Q(O). Dann

gilt 1 — x1 = (1 — x2) — x3 und sgn(+) - x3 € Z(IR). Damit gilt:

<sgn(-) - F )1 —x1), Z(€) > = <sgn(-)-Z (o)1 —x2) — x3), Z(€) >
= <sgn(’)-Z o)1 —xa), Z(£) >
— <sgn(-) - FH(p)xs, Z(£) >
= <sgn(-)-Z )1 - x2), Z(£) >,

wobei letzteres folgt, da supp (x3) C Be,(0) und supp (Z(£)) N B, (0) = @. Damit
folgt aber, dak die Definition von (&) unabhéngig von der Wahl von ¢ und y ist.

’

~— o~ — ~—r

Beispiel 3.1.4. cos(wid), sin(wid) sind fiir w > 0 aus % . Man kann daher die Hilbert-
transformation bestimmen: Seien x und & geméf Definition 3.1.2 gewéhlt, (B > ¢ > 0.
Sei ¢ € Z(IR) beliebig,

<, H(cos(wid)) > = —% < sgn(-) - y—l(w)(l _ X),f(ei“’id + 6—iwid) >

= 2 (<sn()-F ()1~ x), 0 >

+ <sgn() - F )1 =), 0.0 >)
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—
hi
S
E
|
hi
S
€
N

(1= ) =1
"), 80> — < F ), 60 >)

[\9|s.[\3|s.[\9|®.
—~
VAN

—— (< F M), F(e¥) > — < F p), F(e ™) >)
1
2 (

Analog folgt: 7 (sin(wid)) = — cos(wid).

<, e > — < e S) =< @, sin(wid) >

Lemma 3.1.5. 2 ist linear und fiir reelles f reell.

Beweis: Die Linearitit von 77 folgt direkt aus der Definition.

Sei f e LA(IR)®{f € Ll(]R)‘fE LY(IR)} reell. Dann gilt f = f und mit den Rechenregeln
aus Lemma 2.6.2:

H(f) = i () F) = iF (sen() - ) = i (sen() - 7 (f)
= iZ((-sen()- )Y) = —iZ " (sen() - )
= Hf).

Also ist F(f) reell.

Sei jetzt £ €
Definition 3.1.2):

" 10y mit & = & (vgl. Def. 2.4.5). Dann gilt fiir ¢ € #(IR) (mit x gemék

<@ HE)> = <@, H()>=<—isgn() F@)(1-x),E>
= < —iF(sgn(’) - F(p)(1 —x)), >
= <iZF (sgn() - Z(p)(1-%)),&>
= <iZ sgn(-)- (FHe)'(1—x)), &>
= <iZF((sgn(-) - (F ) - ))V) £ >
= <iZ(—sgn(-)- F (o)1 —X)),&
= —i<sgn()- F(p)(1 - x), € >=< go,%@) >

W

‘\%

Also ist F(€) reell.
0

Definition 3.1.6. Es sei S := id + i (Definitionsbereich von S ist gleich dem Definiti-
onsbereich von J#). S(f) heikt analytisches Signal von f.

Wegen Lemma 3.1.5 und der Definition folgt (siehe auch (3.2)):
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Lemma 3.1.7. S ist linear. Fiir reelles f (€D(S)) gilt: Re(S(f)) = f. Fiir f € L*(IR)
gilt: Z(5(f)) = Z(f) +sgn- Z(f) =2 Lol - F(f)-

Man definiert mit Hilfe der Hilberttransformation bzw. der Abbildung S eine eindeutige
Darstellung von f der Form f = A; cos(¢1) durch:

Ar = |S(f)]
pr = arg(S(f))-

Im Folgenden sind bei Signalen der Form A cos(¢p), bzw. Ae® A und ¢ reellwertige Funk-
tionen.

Beispiel 3.1.8. Betrachte fiir w; > ws > 0 das Signal

[ = (1 + cos (wl — Cd2id>> oS (w1 ;ind)
et id) cos (w1 ; w2 id)

. 1 — — W] — Wy, 1 W1 — Wy +wy +w
= cos(wl—Fled)—i—icos(w1 w22 L 21d)-1—§cos< ! 22 L 2)

1 1
= 3 cos(wiid) + 3 cos(wsid) + cos <w1 —;wQ id) ,

dann folgt mit Beispiel 3.1.4:

S(f) — _elw11d+_ezw21d+e

lez’—“’lngid + lei—”g“’lid
2 2

1 g% id 4ot

.wI;ind))
— 57 (1 L cos (w1 ; ind))

Darstellung und Interpretation:

S(f) = iS5 2id (1 + cos <w1 ; ind)) :

dh: Ay = [S(f)] =1+ cos (£522id) , 1 = LF2id.
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2. Alternativ kann f als Mehrkomponentensignal interpretiert werden:
3
S(f)= ZAkew’“
k=1
mit A1 = A3 = %, A2 = 1, Y1 = LL)Qid, Y3 = wlid, Yo = %1(1

Fiir die Interpretation als physikalische Frequenzen mufs man daher die folgenden zwei
Fille unterscheiden:

1. wi,wy liegen dicht beieinander, d.h. wy, ws, “5%2 liegen dicht beieinander. Akustisch

handelt es sich hierbei um eine sogenannte ,Schwebung®, d.h. eine Grundfrequenz
“1792 mit modulierender Amplitude (1 + cos(“452)) (w; — w; ist in diesem Fall
klein im Vergleich zu %, d.h. die Amplitude variiert wesentlich langsamer als die
Grundfrequenz).

2. wy ,grok“, wsy klein“. Dann ist ¥3¥2 oroR” gegeniiber wy und ,klein” gegeniiber
b)) b bh 2 bh bb

w;. Physikalisch (bzw. akustisch) entspricht dies drei ,eigenstindigen“ Frequenzen,
1

niamlich wy, ¥32 ) mit den jeweiligen Amplituden %, 1,1,
B} J g 2 2

Der zweite Fall begriindet die Notwendigkeit der Einfiihrung der Wavelettransformation
zur Trennung einzelner unabhéngiger Frequenzen, also der Komponenten. Die Hilberttrans-
formation alleine ist nicht in der Lage, diese Komponenten zu erkennen. Daraus erkennt
man aber jetzt eine weitere Problematik, ndmlich das Problem, ab wann man von mehre-
ren Komponenten sprechen muf (man beachte z.B. die Formulierungen ,,grof“ und ,klein®).
Dies wird aber erst spiter in Kapitel 5 untersucht.

Das folgende Beispiel (aus [5]) verdeutlicht ein weiteres Problem bei der Zuordnung der
Momentanfrequenz durch das analytische Signal. Obwohl das Spektrum des analytischen
Signals nicht negativ ist (s. Lemma 3.1.7), kann die Momentanfrequenz negativ werden:

Beispiel 3.1.9. Sei f = A; cos(wid) + Ay cos(weid) mit Ay, Ay, wi,ws € IR;. Dann folgt
mit Beispiel 3.1.4: ' .
S(f) :Alewlld-i-AQew?ld.

Fiir die Amplitude A = |S(f)]| gilt:

|S(f)|2 — S(f)S(f) Z.(Aleiw.lid + Ageiw%id)(Alé_iwlid + A2e—iw2id)
A% + A1A2ez(w1—w2)ld + A1A2€z(w2—w1)1d + A%
A3 + A5+ 241 Ay cos((wr — wo)id). (3.3)

Fiir die Ableitung der Phase des analytischen Signals betrachte:

S(f) = (Ae™)' = A'e"® + iy Ae™.
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Daher gilt:
S(f) _ Ae¥ +ip'Ae’ A
S~ Aer At
und damit folgt:
f9(f)')
"=1TIm (
7 S(F)

(A, A’ sind reell). Weiter gilt:
S(f)l = iwlAlei“’lid + inggeiw2id.

S _ S(f) (f)) _ é(wlAleiwlid 4 wp Apeir i) (Apeminid | g, minid)

.

(
= E(w A +(JJ1A Agez(wl w2)id +(,(J2A A2€ iwi—w»)id +(AJ2A2)

Daraus folgt mit (3.3):

Im (i((fc)),) N 22 (w1 AT + wpAj + Ay Agwy cos((wr — wa)id) + Ay Agws cos((wi — we)id))

1
= (wlA + w1A2 —+ 2A1A2(A)1 COS((UJ1 — WQ)ld) + wlA wlA%

2A2
Fwa A? + wo A2 + 2A; Agws cos((wy — wo)id) + wy A3 — we AY)
1
= 9 A2 (W1A2 + LUQAZ + A (wl — Ldg) Ag(wl — (,(JQ)) (34)
1 1A% — A2
= 5(&)1‘{‘&)2)4‘5 A2 2(0.)1—(.02).

Sei A} < Ay, wy > wy. Fiir ty, := 2”’”“ mit k € 7 gilt nach (3.3): A(ty)? = A2+ A2—-2A, A,
und daher folgt (beachte vorletzte | Glelchung in (3.4)):

P = (e + )4+ 43 = 24140) + (42 — A0 — )

1
—_ 72142 (tk) (20}114% + 2(4)214% — 2&)1A1A2 —_ 2w2A1A2)
1
= AQ( )(Al (wlAl - WQAQ) AQ(W1A1 — w2A2))
_ (A1 — Ag)(wi1A; — woAy)
A(te)? '
Da A; — Ay <0, ist fiir wiA; — wyAy > 0, also w; > “’i‘—‘;‘?

gO’(tk) < 0.

D.h. obwohl das Spektrum von S(f) nicht negativ ist (Z(S(f)) = A10w, + A2d,,), kann
die Momentanfrequenz iiber das analytische Signal negativ werden.
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Der folgende Satz ,verallgemeinert” Beispiel 3.1.8 (dort ist A ¢ L?(IR), aber supp (A) C
[—w,w] mit w = «fez)
Satz 3.1.10. Sei A € L2(IR) mit supp (A) C [~w,w], w > 0. Dann gilt:

H (A cos(wid)) = Asin(wid)

Beweis: Da supp (A(- — w)) C [0, 2w] gilt:

H(Ae) = —iF M (sgn()A(- — w)) = —iF A — w)) = —ide™,
Wegen supp (A(- 4+ w)) C [—2w, 0] gilt:

H(Ae™) = —iF 7 (sgn()A(- +w)) = iF T (A(- +w)) = ide™™1.
Daraus folgt:

H(Acos(wid)) = =(H(Ae™) + H#(Ae™1)) = %(_iAeiwid + i Ae i)

L
2
= —§iA(e“’“d — 7™y = Agin(wid).

Allgemeiner gilt Bedrosians Theorem (s. [20], [2]):

~

Satz 3.1.11. Seien f,g € L*(IR) N L*(IR), so daf f-g € L*(IR), f(\) = 0 fir |\ >
w, g(A) =0 fir |\ < w fir ein w > 0. Dann gilt:

H(f-g)=[-Hg)

Als direkte Folgerung von Satz 3.1.10 und Satz 3.1.11 ergibt sich:
Korollar 3.1.12. Sei A € L*(IR) mit supp (A) C [~w,w], w > 0. Dann gilt:

S(A cos(wid)) = Ae™d

~

Seien f,g € L'(R) N L*(IR), so dap f - g € L*(R), f(a) = 0 fir |a| > w, §(a) = 0 fir
la| < w fiir ein w > 0. Dann gilt:

S(f-9)=1r-59).
Aufgrund des Korollars 3.1.12 gilt fiir f = A cos(wid), A € L2(IR) mit supp (4) C [~w, w],

w > 0: A1:A7901:L«Jid.

Da sich in diesem Fall die Spektren von A und cos(wid) nicht iiberlappen (spec (A4) C
[—w, w], spec (cos(wid)) = {-w,w}) und das positive Spektrum von (cos(wid) oberhalb dem
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von A liegt, sollte eine Zuordnung einer (physikalischen) Momentanfrequenz und Amplitude
genau zu diesem Resultat fithren. In diesem Fall spricht man von reiner Amplitudenmodu-
lation bei fester Tréigerfrequenz (Rundfunk iiber Mittelwelle basiert hierauf).

-~

Der zweite Teil des Korollars besagt, da fiir f, g € L'(IR)NL?(IR) mit f-g € L*(IR), f(\) =
0 fiir |A| > w, g(A) = 0 fiir |A| < w fiir ein w > 0, gilt:

Ar = |flIS(g)l

pr = arg(S(9)),

d.h. der Frequenzanteil ¢, von f - g wird ausschlieflich durch die hochfrequente Funktion
g gebildet. Die Amplitude A; kann jedoch noch zusétzlich zu |f| durch die hochfrequente
Funktion g beeinfluit werden.

Im folgenden sollen Bedingungen angegeben werden, unter denen bei dem Produkt A cos(¢p)
die Aussage A; = A, o1 = ¢ gilt (4 € L*(RR)).

Lemma 3.1.13. Sei FF : R — C mit F € L*(R), f := Re(F). Dann gilt: S(f) =

~

F+ 21 (m — ooy - 1/7\) . Weiter gilt folgende Abschdtzung:

2

0
1) = Flle < 2lem- Pla=2 | [ PRt |

Fiir F mit ﬁhioo o= 0 gilt also S(f) = F.

Beweis: Re(F)=3i(F+F), F=Z"1(F)= (F)V (s. Lemma 2.6.2). Daraus folgt mit
Lemma 3.1.7:

S(f) = 2 o[- f
= 1]0,00[-(1?1—{—F)

(1—oo0r - F)Y = 1j_aoo;- Flls  (Plancherel)
< Q-so0r - F)(=)ll2 + [[1)-co0 - Ff2

1S(f) = Fll2

2

0
2 |11 oo Fll2 =2 / FP(t)dt

Die letzte Aussage ergibt sich als Folgerung.
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Korollar 3.1.14. Es sei f = Acos(p) € L*(IR) mit A € L*(IR), und (Aei‘p)/\‘]_oo o= 0-
Dann gilt:

S(f) = Ae™,
und damit Ay = |Al, p1 = ¢+ Fsgn(A)(sgn(A)—1). Im Fallvon A > 0 ist Ay = A, o1 = .

Beweis: Obiges Lemma mit F = Ae'.

O

Satz 3.1.15. Es sei f = Acos(y) € L*(R) mit A € L*(IR), A habe Triger in [—w,w] und

f(ew)‘]—oo,w[: 0, so gilt: f(Aei‘p)|]_OO,0[: 0

Beweis: Da A kompakten Trager hat und eine temperierte Distribution darstellt (;1\ €
L*(R) = A € #'(IR)), gilt nach dem Satz von Paley-Wiener (vgl. 2.5.9), dak A € €°(IR).
S

Sei ¢ € .(IR) mit supp (1) C] — 0o, 0]. Wegen Theorem 2.4.7 und A € st P * (A)V
< (IR) und es gilt wegen Satz 2.5.10:
. 1 .
<, F(Ae¥) > = —— <), F(A)*x F(e'?) >
BEU) > = S U F() T ()

_ \/%_W<¢*(A‘)V,y(ew)> (%)

Da 1 Triiger in | — 0o, 0] und A Triiger in [—w, w] hat, hat % .Z (A)¥ Triger in ] — oo, 0] +
[—w,w] =] — oo, w]. Mit (*) folgt dann:

< F(Ae®) >= o < x F(A), F () >= 0,

V2T
da ﬂ(ew)h_m W= 0 nach Voraussetzung (vgl. 2.4.5). Also gilt < ¢, F (Ae*) >= 0 V1) mit
supp (¢) C] — 00, 0[. Damit folgt: # (Ae*)|__ (= 0.

0

Korollar 3.1.16. Sei f = Acos(p) € L2(IR) mit A € L2(IR) und supp (4) C [~w,w], w >
0 und f(ei‘p)h_ o= 0> dann gilt: S(f) = Ae*. Im Fall von A >0 ist Ay = A, o1 = .

Beweis: Folgerung aus Satz 3.1.15 und Korollar 3.1.14.

]
Bemerkung. Hieraus folgt also: Besitzt f € L?(IR) eine Darstellung der Form f =
Acos(p) mit supp (A) C [~w,w], w > 0 mit f(ew)h_oo o= 0 und A > 0, so gewinnt
man mit Hilfe der Abbildung S (also mit Hilfe der Hilberttransformation) wieder A und
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. Besteht das Signal aus nur einer Komponente (wie bereits erwahnt, 148t sich dies mit
der Hilberttransformation nicht feststellen), entspricht die Aufteilung auch der physika-
lischen Vorstellung (Amplitude im niedrigen Frequenzbereich, Phasenanteil €’ im hohen
Frequenzbereich). Aus diesem Grund wird die Abbildung S, also die Hilberttransformation,
auch in allgemeinen Situationen zur Bestimmung von Amplitude und Momentanfrequenz
benutzt.

3.2 Analytisches Signal und analytische Funktionen

Der Begriff des analytischen Signals ist nicht zuféllig gewdhlt, denn es besteht ein en-
ger Zusammenhang zwischen den analytischen Signalen und der in der oberen komplexen
Halbebene analytischen Funktionen. Dies soll in diesem Abschnitt untersucht werden (siehe
auch [25]).

S(f) € L'(R) mit 5(f) € L'(IR) besitzt die Darstellung S(f) = \/LQ_WTS/(f\)(t)eiﬁddt
0

(beachte Lemma 3.1.7). Da dann S(f) € % (R), ist auch S(f) € L*(IR) : Denn aus
S(f) € L*(R) folgt, dak {x € R|S(f)(z) > 1} kompakt ist und daraus folgt:

/ S(f)2(a)ds = / 1S(F) () de + / () () dz

{S(A(@)|>1} {Is(A)(x)l<1}
< [ sweas [ sn@l <o
{US(f)(=z)[=1} {S(f)(=z)[<1}

Ist nur S(f) € L?(IR) vorausgesetzt, dann definiert die Abbildung

—_—

F:M—C, 2z~ S(f)(t)e"dt, = {z € C|Im(z) > 0},

3~
S

eine in M holomorphe Funktion. Dies folgt z.B. durch die Darstellung

]. /\
F(z) = F(z+1iy) = /S(f) cos(wt)e Wdt + z—/ (t) sin(zt)e "dt
7T

= g(x +1iy) +ih(z + iy
wodurch man erkennt, daf S/(f\)eﬁdz € L'([0,00]) fiir 2 € M, ferner die partiellen Ablei-

tungen g, gy, ha, hy existieren, und es gilt:

gz(x +1y) = /sm (tx)te™ tyS (f)(t)dt
0

E\H
3
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1 o
gz +iy) = ——— [ cos(tz)te” tyS (f)(t)dt
]
oo~ L[ t
ho(w +iy) = \/2_%/(; s(tz)te-S(f) () dt
hy(z +iy) = —— [ sin(tz)te” tyS (f)(#)dt,
o[

fiir z =z + iy € M (siehe Satz 2.2.2). Also sind die Cauchyschen Differentialgleichungen
(gz = hy, gy = —hy) erfiillt, wodurch folgt, daf f in M holomorph ist.

Bemerkung. Bei der Laplace-Transformation betrachtet man Funktionen der Form ¢ €
L°([0, 00]) mit |g| < Ke®, K,c € R, K > 0. Dann ist die Funktion

Z —/ _tzdt

holomorph in W, := {z € C|Re(z) > c} (s. z.B. [6]).

Lemma 3.2.1. Sei F: M, :={z € (D‘Im > c} — C eine holomorphe Funktion fir ein
c <0 mit F|]R€ LYR) und lim 57 |F(2)| = 0. Dann gilt F(t) =0 fiirt < 0.

Beweis: Betrachte folgenden Integrationsweg in M:

Imz

o<

ir

o<
=

T 0 Y, Rez
Da F'in M, holomorph ist, gilt V¢ € IR:

/ F(2)e " dz = 0.
70071072073
Daraus folgt:

T

/ Fs)e=itsds = — / Fz)etdz — / Fz)etdz — / Fl2)e=*ds

- 71 72 73
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T T

= —/F(r + is)e M) gs 4 /F(s + ir)e Mt g

0 -
r

+ / F(—r +is)e i) s

0
i /F(r +is)e*ds + e'" / F(s+ir)e "ds
0

=T

—e
+eitT/F(—r +is)e"ds.
0

Wegen der Voraussetzungen iiber F' gibt es zu ¢ > 0 ein 79 > 0, so dak |[F(z)| < ¢ fiir
|z| > 7. Damit gilt fiir r > 7o : |F(r+is)| < e, |F(s+ir)| <e, |F(—r+is)| <eVs € [-r,71].
Also gilt fiir t < 0,7 > r¢:

‘/ Ztsds < 5(/ etsds—l-e"/ds—i-/etsds)
0 - 0
= 6(2-/65tds+27°e")

0

1
= 2<€(|t|

= (i(l— B +re').

St|0+7'e "

1

Es gibt r; > 7, so dal re!” < 1 fiir £ < 0 und 7 > 7. Dann gilt fiir 7 > 7y :
[ —its 1
‘ F(s)e ds‘ < 2e(y +1). (3.5)
Da e > 0 beliebig war, folgt aus (3.5) mit r — oo fiir ¢t < 0:
Pt) = / F(s)ei*ds = 0.

Korollar 3.2.2. Sei F' eine in M,, c < 0, holomorphe Funktion mit F‘]R: Ae® € L'(IR),
A€ I*(R), A > 0, ¢ reellwertig und lim ,_, 5 |F(2)| = 0. Falls f := Re(F|]R) =
Acos(g), so gilt: 1S(f)] = A, arg(S(/)) = o, also S(J) = P,
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Beweis: Folgt aus Lemma 3.2.1 und Korollar 3.1.14.
O

Ist also ein Signal f € L?*(IR) Realteil einer in M, (¢ < 0) holomorphen Funktion F' mit
obigen Voraussetzungen, so stimmt das analytische Signal S(f) mit I auf IR iiberein. Dies
erklart die Bezeichnung ,analytisches Signal“.

Bemerkung. Ist F'in M, holomorph (¢ < 0) und gilt zusétzlich, dak lim , , .57 |F'(2)] =

0 und F| € L'(R), (F|,)" € L'(IR), so lékt sich F auf der ganzen Halbebene M durch
die Fouriertransformierte von F'|g darstellen.

Beweis: Betrachte folgenden Integrationsweg in C fiir b > 0:

|

mz y,
ib

s Y
! 0 v I Rez
Da F holomorph in M., gilt fiir w € IR:
T b
0 = / F(z)e—z’zwdz — /F —ztwdt + /F r 4+ Zt z(r+it)wdt
7Y007Y107Y2073 —r 0

+ / F(t +ib)e”tHidgy 4

T

F(—r +it)e r+iw gy

s—

Daraus folgt:

r b
/ F(t +ib)e”Hiblogy = / F(t)e ™ dt + / F(r +it)e™e " dt
- 0

-

b
—/F(—r + it)e™ e dL.
0
Die gleiche Rechnung mit Betrdgen unter den Integralen ergibt dann, daf F(- + ib), F(- +
ib)e~+®) ¢ L1(IR) (betrachte in der Gleichung den Grenzwert fiir r — oo und beachte,

dak lim, . .77 |F(2)| = 0, wodurch die hinteren beiden Integrale der rechten Seite der
Gleichung fiir 7 — oo verschwinden). Ebenfalls folgt hieraus:

R

1 N 1
( (+2b |]R = \/—2_7T/F(t+'bb)€ tdt:\/—2_7r€
R
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= \/12_7Te_b‘“ / F(t)e‘it‘“dt = e_b‘*’(F|IR)A(w). (3.6)

R

Nach Lemma 3.2.1 ist (F\R)’\h_oo o= 0- Da (Flr)" € L}(R) folgt aus (3.6) fiir b > 0, daR

(F(-+ ib)|]R)/\ € L'(IR). Aus der Fourier-Umkehrformel in L'(IR) folgt daher fiir x € R
und b > 0 mit (3.6):

F(zx +ib) = (F(-+1b) | )" (w)e™ dw

s- §l-
3 3

Tz é\g

) 1
(F ‘ e_b“’e“"xdw =

m—}-zb)w
R 2 (F ‘ R dw.

.:1
0\8

Also gilt:

o0

Fz) = \/% / (Flp) @) do,  Tm(z)>0. (%)

0

Bemerkung. (*) entspricht der Laplace-Umkehrformel, wobei dort holomorphe Funk-
tionen auf Re(z) > ¢, ¢ € IR betrachtet werden (anstelle der Ebene Im(z) > 0) (zur
Laplacetransformation siehe [6]).

3.3 Hardyraum, Innere Funktionen und Blaschke Pro-
dukt

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion eines Beispiels, das zeigt, daf es aufler dem
trivialen Fall e*'4, w > 0, Funktionen der Form € mit .# (e*) ‘]700 o= 0 gibt. Hierfiir wer-
den spezielle Funktionen aus dem Hardyraum benutzt. Da die reine Definition der Hardy-
Raume fiir deren Versténdnis allein nicht ausreichend ist, soll im Folgenden eine genaue

Herleitung der Hardyrdume erfolgen, die sich an den Ausfithrungen von [13] orientieren
(siehe auch [17]).

Bezeichnung 3.3.1. Im Folgenden sei D, := {z € C||z| <r}, r €]0,00[, D := D;.
Satz 3.3.2. Seie >0, f: Dyy. — C holomorph. Dann gilt fir 0 <r <1 und 6 € [0,27] :

/f ) et /f (0 - 1,

mitC, IR — C, t—

1— re”
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Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel (Satz 2.2.8) gilt:

10 zt
= dt
f(re®) 27r7, C— re’” = omi /f ew
|C| 1

1

_ / flet)y— L gr= L / FE)CL(0 — 1)t

1 —rei@ 2
0

0

Lemma 3.3.3. Sei f : D — C harmonisch. f ist genau dann analytisch (also holomorph),
wenn die Funktionen f. : [0,21] — C, § — f(re), 0 < r < 1, nur nicht negative
Fourierkoeffizienten besitzen.

Beweis: Da f harmonisch ist, ist nach Korollar 2.1.6 f € (D) und damit f, €
L?([0,27]). Ist f holomorph, so ist f als Potenzreihe darstellbar, d.h.:

f= Zakld (ag)ken, C €

= ]c ’le E :CL r ezkld

Also besitzt f, nur nicht negative Fourierkoeffizienten.

Gelte jetzt umgekehrt, dafs f, nur nicht negative Fourierkoeffizienten besitzt. Sei f =
u + 1w mit u,v : D — IR. Nach Lemma 2.1.4 sind u und v ebenfalls harmonisch und nach
Korollar 2.1.5 jeweils Realteil einer holomorphen Funktion, d.h. es existieren g,h: D — C
holomorph mit v = g + g, v = h + h. Da g und h holomorph sind, existieren (c)ren, C

C, (di)ren, C C mit
g=> cid*, h=>"dsid".
k=0 k=0
Damit gilt:

fro= Jre™) = g(re™) + g(re™) +i(h(re™) + h(re™))

o0

— E:c Zkld—i—E:CTEZkld—i-ZE:dT@Zkld—i-ZE:dkrezkld
k=0
o0

— E:CTW“ﬂd

k=—00
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wobei
cr + ’idk, o k>0
Ek = Co+C_0+_i(dk+dk), k=0
c kg +id g, k<0

fiir k € 7Z. Da fiir Funktionen aus L?([0, 27]) die Fourierkoeffizienten eindeutig sind (Satz
2.1.8), folgt also:
fr(k) =Gr*, ke 7z

Da f, nur nicht negative Fourierkoeffizienten besitzt, folgt ¢, = 0 fiir £ € 7ZZ mit k < 0.
Also gilt
o
') = (o + idy) (re™) + 2 + idy = (g + ih)(re"™) + T + idy,
k=0

und damit gilt f = g + ih + ¢ + idy auf D. Da g und h holomorph sind, ist damit auch f
holomorph.

[
Satz 3.3.4. Seie >0, u: Dy.. — C harmonisch. Dann gilt fir 0 <r <1, 6 € [0,2n] :
o
u(re?) = % / w(e)P, (0 — t)dt
0
mit P, : [0,21] = R, § = ot = Co(0) + C,(0) — 1 (C, aus Satz 3.3.2). P,

(0 <r < 1) bezeichnet man als Poisson-Kern.

Beweis: Es gilt:

1 1 1—re ™ +1—re?
GO+ GO) -1 = 1 — ret + 1—rei 1= 1—r(e?® ++ei0) T2 L
L—r(e® +e ) +1—-1+7r(? +e ) —12
1— r(ei® + e—19) + 72
1—172

= = P,,- .
1 — 27 cos(f) + r? ()

Ferner gilt:

C,(0) = Zr e'*?  (geometrische Reihe).

1— rew

Da v harmonisch ist und damit nach Lemma 2.1.4 auch Re(u) und Im(u), existieren nach
Korollar 2.1.5 holomorphe Funktionen f,¢g : D1y, = R mit u = f + f +i(g + g). Dann
folgt mit Lemma 3.3.3 fir 0 <r <1, 6 € [0,27] :

e 00
e 9) — ZTkaeika, g(rew) — Zrkdkeikg, e, di € C, k € INy.
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Mit f, == (r — f(re®)), g, := (r — g(re?)), 0 < r < 1+¢ folgt fiir die Fourierkoeffizienten
von f, und g,:

. k >
{rck k>0, r<1

0 k<0,

N rkd, k>0,
g(k) = { o rog T<L

Da f und g auf D;,. harmonisch sind (= f,, g, € L*([0,27]), 0 < r < 1 +¢) und das
Skalarprodukt stetig ist, folgt fiir die Fourierkoeffizienten von f; und g¢;:

A _ Cr ]{IEO,
hulk) = {0 k<0,
~ _ dk kZOa
(k) = {0 k< 0.

Es gilt:
/f(eit)mdt = < f1ilCr(0 = id) >12(0,0m)

o0 o0
= <D e e > oan
k=0

=0

_ 1560 'L'k:id —17id

= E chke J |e J >L2([0,27r])
k,j=0 2mdy,—;

= 27cy

Damit gilt auch:

2T
/ f(e*)C,.(0 — t)dt = 2mcy.
0

Analog folgt:

2

/g(e’t)C’ (0 — t)dt = 2mdy, / — t)dt = 2nd.

0

o

Ferner gilt:
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Daraus folgt nun insgesamt mit Satz 3.3.2:

oo [P @—nd = o [+ FE@NC 6 - 1)~ Clo -1 — Ve
o [ (6 + @M (C0— 1) - T —1) - s
= o / (FEC0— 1)+ FETT— D~ F(e*)

+FE)C(0 — 1) + TN T 0 — 1) — Fe) ) dt
% (9(e")Cr(0 — 1) + g(e") T B — 1) — g™
+9(eMC, (0 — 1) + 9(eMC, (0 — 1) — gle™) ) dt
= fre?)+co—co+G + f(re?) — ¢
+g(re’’) + do — do + do + g(rei?) — dy
= wu(re”).

+

Lemma 3.3.5. Fir P, 0<r <1, und 0 € IR gilt:

1 o) =Te (1223),

1—ret?

2. P.(0) >0, P, ist stetig und 27— periodisch,

4. Fiir § €)0, 7 gilt: Po(0) < jprsotsrr fiir 6 < [0] <.

1—2r cos(d

5. Die Abbildung D > re® — P,(0) ist harmonisch.

Bewelis:

1. Nach Satz 3.3.4 gilt:
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2—1+re’ 1+ re®
= Re[——— | =R ).
e( 1 —ret ) e(l—rew)

2 0<(1-r)P=1-2r 412 52 <14r

= 2rcos(f) < 2r|cos(f)| < 2r <1472 also 1 — 2rcos(f) +r%> 0

1—r?

1—2rcos(f) + 12 —

Die Stetigkeit von P, und die 27 —Periodizitit folgt direkt aus der Definition von P,.

= P,.(0)

3. Betrachte & : D — C, z — 1==. Dann ist h holomorph in D (z # 1Vz € D) und mit
1. und der Cauchyschen Integralformel (Satz 2.2.8) folgt dann:

2 2 2

1 1 1+ ret? 1 [1+re?
0 0 0
L f e 1 [ R
= — [ e 4o | =Re | — / LY
Re 27ri/ (re )7‘629 Re 271 ¢ ¢
0 [¢l=r
= Re(h(0)) = 1.

4. Fiir 0 < § < 0| < 7 gilt: cos() < cos(d), = 1—2rcos() +r* > 1—2rcos(8) +7%, =
B 1—r? < 1—r?
~ 1—2rcos(f) +72 = 1 —2rcos(8) +r2’

F.(6)

5. Betrachte die holomorphe Abbildung h aus 3. Nach 1. gilt fiir z = re®® € D :
P.(6) = Re(h(z)). Nach Korollar 2.1.5 ist damit D > re? ~ P,(f) als Realteil
einer holomorphen Funktion harmonisch.

O

In Satz 3.3.4 wurde gezeigt, wie sich eine harmonische Funktion in Dy, fiir ¢ > 0 durch sei-
ne Werte auf dem Rand von D durch die Poisson-Kerne P, darstellen l&ft. Eine Erweiterung
ist folgendes Theorem, das zeigt, wie man eine harmonische Funktion in D konstruieren
kann, wenn man die Funktionswerte auf dem Rand von D durch eine LP([0, 27])-Funktion
vorgibt.

Theorem 3.3.6. Sei f € LP([0,27]) mit 1 < p < oo und f 27-periodisch. Definiere
2T
FiD=C, ref s zi/f(t)P,(o—t)dt —f«P(6) (0<r<1,0€TR)
m
0

Dann ist fharmonisch in D und die Funktionen f, : [0,27] — C, 0 — f(?“ew) konvergieren
in LP([0,27]) gegen f fir r gegen 1. Ist f stetig, so konvergieren die f, gleichmdflig gegen
f.
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Bewelis:
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1. Sei f zunéchst stetig und sei € > 0. Da f dann auf [0, 27] (bzw. [—7, 7]) gleichméfkig
stetig ist, existiert > 0, so daf

Da

lft—s)— f(t)| <e Vte[-mmn], s€]—44[

IimP.(A) =0 fird <0 <m
r 1

nach Lemma 3.3.5 (2.) und (4.), existiert ro, 0 < 79 < 1, so dak fiir # mit |6| € [0, 7|

gilt:

P.(0) <e V¥r € [ryl].

Dann gilt fiir r € [rg, 1] mit Satz 3.3.5 (3.),(2.) und wegen der 2w-Periodizitit fiir

6 € 0,27 :

£+ (6) = f(0)]

2w ;%
2 P
= s~ Flpion < (;ﬂ / <<2|foo+1>e>pd9) — (SE(Clf e+ Do)

IN

IN

—/f 0 — t)dt — 1(0)

—/f — 4P, dt——/f
%/U(@—t)—f ——/|f )

= / 10-0 = FOP 0

[=mm\[-4

—/|f — 1) — f(6) P (t)t

4

1

L. / 2Hf||oodt+6/PT(t)dt
-4

2m
[_71—57]\[_656]

% (a/Qfoodt—i-s/Pr(t)dt)

- ()

o (4] o+ 27) = (2] f]lo + e

0

fO) P (t)dt

1
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= (2l +1)e
Also folgt die L?([0, 27])-Konvergenz der Funktionen f, fiir stetiges f.

2. Sei jetzt f € LP([0,2n]) beliebig. Da %.(IR) dicht in LP(IR) liegt, existiert ein ¢ €
%.(IR) mit
1@ = f-1p2nlly <e.

Sei ¢ die 2m-periodische Fortsetzung von <,5|[0 on]’ Dann gilt:

|l — f]

Nach obiger Rechnung existiert ein 7y €]0, 1], so dak fiir 7 € [r¢, 1] gilt:

p0.2n] < E-

o * P — ¢||p0,2n <.

Sei im Folgenden r € [ry, 1[. Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung (Satz 2.2.4, gilt

analog fiir || - ||, 0,2¢)) und Lemma 2.2.7 folgt:
I1fr = fllpjozmy = [If % Br = fllp,jo,2n]
< Nf* B — o Pllpjogn + 1l * Pr — ©llpjo2n + ¢ — fllpo.2n
< 2|[f = ellpo2m|| Prll10,27) + 2¢
< 4e

Hieraus folgt die LP([0, 27|)-Konvergenz der Funktionen f, fiir beliebiges f € LP([0, 2x]).

3. Gleichméfkige Konvergenz der f,.’s im Falle eines stetigen f:
In 1. wurde bereits fiir 7 € [r, 1| und @ € [0, 27] fiir stetiges f gezeigt:

1 (0) = FO) < 2[[flloc + Ve

Daraus folgt die gleichméfige Konvergenz.

4. f ist harmonisch:
Betrachte die Abbildung h : D + C aus Lemma 3.3.5 (5.). Es gilt fiir z = re?? € D
und ¢ € [0,27] : P.(0 —t) = Re(h(re'®?)) = Re(h(ze™™)). Daher ist auch (re —
P.(0 — t) harmonisch. Im Folgenden bezeichnen 0JP,(0 — t) und & P,.(6 — t) die
partiellen Ableitungen der Abbildung ((z + iy) = ri®® — P.(0 — t)) fiir j = 0,1,2.
Damit gilt also:
AP.(6 — ) = 0. (3.7)

Sei nun 0 < 1y < 1, M, := D,, x [0, 27]. M,, ist kompakt. Die Abbildungen M,, —
C, (re”,t) — 8IP,(0 —t), (re”,t) — 0] P, (0 —t) sind stetig auf M,,, j = 0,1,2, also
existiert ein C,, € IR; mit

01P,(0 — t)| < Cry, |0IP(0—1)| < Cyy  fiir (re”,t) € M,

70"
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Also gilt fiir (re?) € D,,:
|f-0iP(0—)| < Culfl€L(0.27]), j=0,1,2,
[f-o)P 0= < Clfl€ LN(0,27)), j=0,1,2
(aus der Holder-Ungleichung folgt L”E[O, 2r]) C L'([0,27]) mit g := 1gon)-
Nach Satz 2.2.2 ist damit ((:v, y) — f(z+ zy)) € ¢?(IR?) und

<
<

2T
oifa+in) = o [ £OHP6- v
0

2w
ofa+in) = o [ FOOIP6 -t
0

fir j =1,2, (z +1iy) € D,,, insbesondere also:
Af:v+zy /f t)AP. (0 —t)dt =0

wegen (3.7), also ist f harmonisch in D,,. Da 0 < ry < 1 beliebig war, ist also f
harmonisch in D.

U
Definition 3.3.7. Sei f € LP([0,27]). Dann heifit die (harmonische) Funktion

~ ) 1
Fipoc, reZQHQ—/f(t)PT(O—t)dt (0<r<1,0cm)
T

das Poisson-Integral von f.

Theorem 3.3.8. FEs sei f eine komplexwertige harmonische Funktion in D und
foi= Frei).

Dann gilt:

1. Ist 1 < p < oo, dann ist f das Poisson-Integral einer LP([0,27])-Funktion genau
dann, wenn die Funktionen f, beschrinkt beziiglich der LP([0,27])-Norm sind.

2. f ist das Poisson-Integral einer integrierbaren Funktion auf [0, 27| genau dann, wenn
die Funktionen f,. fiir r gegen 1 in der L'([0,27])-Norm konvergieren.

3. f ist das Poisson-Integral einer stetigen Funktion auf [0,27] genau dann, wenn die
Funktionen f,. fir r gegen 1 gleichmdf$ig konvergieren.
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Bewelis:

1. Sei f das Poisson-Integral einer LP-Funktion. Also existiert ein g € L”([0, 27]) mit

27

F(re'®) = % /g(t)Pr(O _fdt, 0<r<1,0€[02n].

0

Nach Theorem 3.3.6 konvergiert f, fiir r — 1 gegen g in L*([0, 27]) fiir 1 < p < o0.
Dann gilt insbesondere, daf || f.||p,0,2,) beschrankt ist.
Fiir p = oo folgt mit Lemma 3.3.5, 3.:

27

9lloc .
06 < 5 / (01ROt < 9= [ P00yt = gl P00} = g

0

also || frlloo < /19||c0, d-h. die f, sind in der L*°([0, 27])-Norm beschrankt.
Gelte jetzt umgekehrt, daf die f, in der LP([0,2x])-Norm beschriankt sind, d.h. es
existiert ein C'> 0 mit [|f,|[, < CV0 <7 <1, baw. ||§f|[, <1, fiir 1 <p < c0. Da
nach Satz 2.3.5 L?([0, 27]) = (L%([0,2n]))" fiir 1 < p < 0o mit >+2 =1, L>([0, 271]) =

(L*([0,27]))', gilt dann mit

{&f:]0 <r <1} c {f € (L0, 2n)))'|||f|| < 1} =: By. Sei (rn)new eine Folge in
10, 1[mit lim,,_, 7, = 1. Nach Korollar 2.3.4 hat dann die Folge (é fr. Jnen einen Hau-
fungspunkt in B, bzgl. der schwach-+-Topologie, d.h. es gibt eine Teilfolge (74, )ken
(mit limg_y00 n, = 1) und ein h € B, C LP([0, 27]) mit

Jim / f(ra,e")g(t)dt = lim / fr, (8) / h(t)g(t)dt (3.8)

fiir alle g € L7([0, 27]) (Lemma 2.3.2).
Sei jetzt 0 < r < 1, ¢ > 0 beliebig. Wegen (3.8) gibt es ein ky € IN, so daf fiir alle
k > ko gilt: 7,, > 7 und (P, € L([0, 27]))

%/frnk P, —tdt——/ —tdt<5

Da f in D, insbesondere gleichmiiRig stetig ist, gibt es ein k; € IN, so dak fiir alle
k > ki gilt: r,, > 7 und

|f(7"ei0) — f(rrnkew)‘ <

| ™
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Da f(rp,id) harmonisch in Dy, fiir 6 < - folgt aus Satz 3.3.4:
T

27
1

o / Frn e Po(0 — )t = f(rrn, ).
0

Damit gilt dann fiir £ > max(ko, k1):

2
0

i —/f(rnkeit)Pr(e —t)dt — % / h(t)P.(0 — t)dt

< |f(rew) - f(rrnkew)| + g

<5+5
—4+ - =c.
2 2

Da € > 0 beliebig war, gilt also:

2w

Frei?) = % / )P0 — 1), 0 € [0,27]

also ist f das Poisson-Integral von h € LP([0,27]). Aus dem ersten Teil folgt dann

aber zusitzlich, daf f, = f(re%d) gegen h in LP([0,27]) konvergiert (also nicht nur
die Teilfolge in der schwach-*-Topologie).

2. Sei f das Poisson-Integral einer L' ([0, 27])-Funktion, d.h. es gibt ein g € L'([0, 27]),
so dak

2

Frei®) = % /g(t)PT(H _Hdt, 0<r<1,0¢02n].
0

Nach Theorem 3.3.6 konvergiert f, fiir » — 1 gegen g in L'([0, 27]).
Es gelte jetzt: f, konvergiert gegen h in L'([0,27]). Dann folgt mit identischer Rech-
nung wie in 1. fiir f, anstelle der Teilfolge (f(rn,€"))ken, daB
2w
- 1
Flre?) = o / )P0 — t)dt, 8 € [0,27],
s
0

also dak f das Poisson-Integral von A ist.
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3. Ist f das Poisson-Integral einer stetigen Funktion, so folgt die gleichméfige Konver-
genz der f, direkt aus Theorem 3.3.6.
Konvergieren andererseits die f, gleichméfig gegen eine Funktion A : [0,27] — C,
so folgt aus der gleichméfigen Konvergenz, daf h stetig ist. Ferner gilt (mit Lemma

3.3.5):

2 1 27
1
1 / Fore PO — Bdt — — [ W) (0 — 1)t
2 2

0 0

2
1

2

1 .
< [ £(re™) = hlloe / (0 — )dt
27
0
= || f(re") — hl|ow — 0, fiir r 71

wegen der gleichméfigen Konvergenz. Dann folgt wiederum mit identischer Rechnung
wie in 1. mit f, anstelle der f,, , daf

2w
1

Flre®) = o / BP0 — t)dt, 8 € [0,27],

also dak f das Poisson-Integral von A ist.
U

Korollar 3.3.9. Es set 1 < p < oo. Die Menge Hr = {f :D — (D|f harmonisch,
|| f(re")||p0,20) ist beschrinkt fiir 0 < r < 1} ist isomorph zu LP([0, 27]).

Beweis:

1. Sei f € H?. Nach Theorem 3.3.8 existiert ein h € L?([0, 27]), so dak f das Poisson-
Integral von h ist. Aus dem Beweis von Theorem 3.3.8 oder aus Theorem 3.3.6 folgt,
daR f(re") — hin LP([0, 27]) fiir r 7 1. Daher ist folgende Abbildung wohldefiniert:

j: H? — LP([0,2)), f — lim /. (3.9)

und es gilt fir 0 < r < 1:

flre?) = — / ) OPO — 1)t (3.10)
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2. j ist injektiv:
Sei f € HP gegeben mit j(f) = 0. Aus 1. folgt, dak f das Poisson-Integral von j(f)
ist und wegen (3.10) f = 0. Da j linear ist, ist damit j injektiv.

3. 7 ist surjektiv:
Ist g € LP([0,27]) gegeben, so wird nach Theorem 3.3.6 eine harmonische Funktion
f durch

2w
. 1
10
= — t)P.(0 — t)dt
fre) = 5= [ aopio -1
0
definiert, so dak f das Poisson-Integral von g ist. Nach dem Beweis von Theorem
3.3.8, 1. folgt daraus, dak ||f(re"®)||,0,2r beschrinkt ist fiir 0 < r < 1 und daR die

f(red) gegen g in LP([0,2x]) fiir r 7 1 konvergieren, also ist f € H? und j(f) = g.

Aus 1. bis 3. folgt, dak H? isomorph zu LP([0, 27]) ist.

]
Korollar 3.3.10. Es sei 1 < p < co. Sei H? := {f : D — C| supg, 1 ||f(re"™)||p, 0,27 <
oo, f ist holomorph}. Dann ist H? isomorph zu einem Untervektorraum von LP([0,27]).
Der Isomorphismus ist durch j|Hp aus (3.9) gegeben.

Beweis: Wegen Lemma 2.1.4 ist H? C H? und HP _ist ein Vektorraum, also ist H? ein
Untervektorraum von H?. Wegen Korollar 3.3.9 ist j : H? — LP([0, 27]) ein Isomorphismus.
Dann definiert j| v €inen Isomorphismus von H? nach j(H?), das ein Untervektorraum
von LP([0,27]) ist.

O

Korollar 3.3.11. Seil < p < oc. HP ist ein Banachraum mit folgender Norm: Fir f € Hr
set

1£llgs = 13 pgo2m = T [1£ (re™) ]y, oz

Beweis: Wegen Korollar 3.3.9 ist HP? ein Vektorraum, der isomorph zu L?([0, 27]) ist,

wobei der Isomorphismus durch j gegeben ist. Daher ist die Definition der Norm fiir f € H?
durch ||f||5 = [l7(f)|p, 0,27 sinnvoll. Da f(re®d) — j(f) in LP([0, 27]), gilt insbesondere

[ f(re™ )| |po,2m) = |17(f ) po2n fir v 71, also

15 (f)

’le)

p,[0,27] — ll/I(n ||f(Te p,[0,27]

Hp ist also ein normierter Vektorraum mit der genannten Norm, die die im Satz beschrie-
benen Eigenschaften hat. Da j(H?) = LP([0,2x]), ||f||7 = H]( ) Ip,f0,2.) und LP([0, 27])

ein Banachraum ist, ist damit auch HP? ein Banachraum (mit der gegebenen Norm).

0
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Satz 3.3.12. Es sei (fx)ren C Hp (fir 1 < p < o) Cauchy-Folge, dann existiert f € Hr
mit f, — f in HP, j(fx) — j(f) in LP([0,27]) (Aussage von Korollar 8.3.11) und fy
konvergiert gleichmdfSig gegen f auf kompakten Mengen aus D.

Beweis: Wegen Satz 3.3.11 ist nur noch die gleichméfige Konvergenz auf kompakten
Mengen aus D zu zeigen. Sei dazu K C D kompakt, € > 0. Dann gibt es 7y €]0, 1] mit
K C D,,. Sei z € Dy, z=re?, r € [0,ro]. Wegen j(fr) — j5(f) in LP([0,27]), gibt es ein
ko € IN, so dafs

5 (fe) = 3(Dllpoem <& Yk = ko.

Ferner gilt:

1—r? 1—r? 1-7r)(1+7r) 147
PO = p <ot =) 24
1—2rcos(f) +r 1-2r+r 1-r1-7r) 1-r
2 2
<

1—7'_1—7'0

fir alle r €]0, ro[. Damit gilt:

||

2
g02r] < 11 Vr €0, rol.

Dann gilt fiir £ > ko mit Satz 3.3.4, Korollar 3.3.9 (3.10) und der Holder-Ungleichung (Satz
2.2.3) mit
¢ = 1% ,1<p<oo :
1 ,D =00

2w

12~ 1) = |5 [i@R6-0i- o [in0P6- i

o= [ 130 =501 P(0 — 1

<

< ||](fk) - ](f) p,[0,27r]||Pr(9 - id)||q,[0,2ﬂ
2

< 1_ TOE.

Also konvergiert f; gleichmifig gegen f auf D,,, also insbesondere auf K.
]

Satz 3.3.13. Es sei 1 < p < oo. H? ist ein Banachraum mit folgender Norm: Fiir f € HP
set

[ e == 1]5(f)

pioae) = B [1£(re™) lpjon)
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Beweis: Da H? C H? (mit identischer Norm) ist wegen Satz 3.3.11 nur noch zu zeigen,
daf H? in HP abgeschlossen ist. Sei dazu eine Folge (fx)rew C HP gegeben. Wegen Satz

3.3.11 folgt, dak fr gegen f in Hr konvergiert. Es bleibt zu zeigen: f ist holomorph.

Da f, € H?, k € IN, ist f; holomorph. Wegen Lemma 3.3.3 besitzt f;(re") nur nicht
negative Fourierkoeffizienten (0 < r < 1), und nach dem Beweis des Lemmas gibt es
(F)ieny C C, k € IN mit

00
fk(Teiid) — Z cfrlei“d.
=0

Da f € HP, ist f harmonisch (damit ist insbesondere f(reid) € €>([0,2x]), 0 < r < 1,
und deshalb f(red) € L?([0,27])), deshalb gibt es (d})gez C € (0 <7 < 1) mit

f(,reiid) — Z d?};eikid'

kEX

Sei ¢ > 0. Wegen j(fr) — j(f) in LP(]0,2x]) gibt es ein kg € IN, so dab |[j(f) —

J(fe)|lpo,2m < €Vk € IN, k > ko. Aus der Definition des Isomorphismus j folgt fiir 0 < r < 1
aus dem Beweis zu Korollar 3.3.9 (siehe (3.10)):
] 2
f(reiid) = o /j(f)(t)Pr(id —t)dt = j(f) * P,
0
und
] 2
fr(r™) = o /j(fk)Pr(id —t)dt = j(fx) * Pr.

0
Dann gilt (mit der Holder-Ungleichung und Lemma 2.2.7 und Lemma 3.3.5) fiir k > kg, 0 <
r<1, €7 und
g = p%l , 1<p<oo :
1 ,D =00

27
r _ 7id alid _ it\ —ilt
G = (I | = 5 | [ Hree
0
2T 2T
1 ) ) 1 ) .
< o [ 15ret) = ftrelat+ o | [ Atretsear
0 0
= Hf(reiid) - fk(reiid” 1,[0,27] + ‘<fk(’reiid)‘6ilid>L2([0’2wD
< If(re™) = filre™ )| lp o2l 1L]]g o,2m + cfr!"

1G () = §(fe) * Prllpyjo2m + cfr!t
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k

p,[0,27r]||Pr| |1,[0,27r] + cfr'” <2 +¢ .

< 2[5(f) = 5(fx)

Da & > 0 beliebig und ¢f = 0 fiir [ € 7ZZ mit | < 0, ist also dir'' =0 fiir | € 7ZZ mit | < 0.
Das bedeutet, daf f nur nicht negative Fourierkoeffizienten besitzt. Nach Lemma 3.3.3 ist
damit f holomorph.

O

Korollar 3.3.14. Es sei (fx)ren eine Folge in HP (fir 1 < p < o0), fir die (j(fi))ken
Cauchy-Folge beziiglich der L?([0,2n])-Norm ist. Dann existiert f € HP mit f, — f in HP,
J(fx) = J(f) in LP(]0,27]) (Aussage von Satz 3.3.13) und f konvergiert auf kompakten
Mengen aus D gleichmdf$ig gegen f.

Beweis: Im Beweis zu Satz 3.3.13 wurde gezeigt, daf eine Folge (fi)rew aus HP, fiir die
(7 (fx))kew Cauchy-Folge beziiglich der LP([0, 27])-Norm ist, gegen ein f in H? konvergiert

(und daf j(fx) — j(f) in LP([0,27])). Da H? C HP, folgt die gleichméfige Konvergenz auf
kompakten Mengen in D aus Korollar 3.3.12.

O

Korollar 3.3.15. Sei 1 < p < oc. j(f) mit f € HP hat nur nicht negative Fourierkoeffizi-
enten, also gilt: f(j(f))‘ = 0.

]_0070[

Beweis: Da f € HP? insbesondere holomorph ist, folgt die Behauptung direkt aus Lemma
3.3.3 (wegen der stetigen Abhéngigkeit der Fourierkoeffizienten) und Lemma 2.5.13.

O

Korollar 3.3.15 ist das Analogon von Lemma 3.2.1. Dort wurde gezeigt, daf in der oberen
komplexen Halbebene holomorphe Funktionen ein nicht negatives Spektrum besitzen. Das
obige Korollar zeigt nun, daf die zu einer holomorphen Funktion in D isomorphe Funktion
aus LP([0,27]) (geméf Korollar 3.3.10) ein nicht negatives Spektrum besitzt. Daher sucht
man Funktionen f € H®, fiir die |j(f)| = 1 gilt, denn diese Funktionen besitzen wegen
obigen Korollars die geforderte Eigenschaft, daf sie ein nicht negatives Spektrum besitzen.
Ist also f € H*® mit j(f) = €%, so gilt automatisch f(ei‘p)h_oo,o[: 0. Im Folgenden soll
deshalb untersucht werden, ob es Funktionen aus H* gibt, fiir die j(f) betragsméaRig gleich
Eins ist.

Definition 3.3.16. Eine Funktion g € H*® mit |j(g)| = 1 heilt innere Funktion.

Lemma 3.3.17. Sei (a)neny € D und

Mn:: Dlal_n\’ Ozn#(]
C, o, =0
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(D C M,) und b, : M, — C,

Qn Qp—=Z2
2 4 Janll-anzr U0 70
z, Q, =

Dann st fiir k € IN
k

k
By : ﬂMn—HD, zHan(z)
n=1 n=1

holomorph in Dy4., mit e > 0 so, daff e < inflgngk{ﬁhn #0} =1, falls {ﬁ‘an #*
0,1 <n <k} #0, andernfalls kann e beliebig gewdhit werden. Ferner ist By(D) C D
und |By(2)| = 1 fiir |z| = 1. Also ist By eine innere Funktion mit By (e%?) € ([0, 27]).

Beweis: Falls {ﬁ‘ak #0,1 <n <k} =0 s0ist By = id* und dafiir folgen die
Behauptungen des Lemmas sofort. Sei also {ﬁ|an #0,1<n<k}#0.

Dann ist infls”sk{m%‘an #0} > 1(a, € D,1 <n<k).Iste < infls”sk{ﬁ‘an #0}—1,
so ist zay, # 1Vz € ngk, n = 1,.., k. Damit ist jedes b, im endlichen Produkt Bj eine
holomorphe Funktion auf D, ., . Ein endliches Produkt holomorpher Funktionen ist wieder
holomorph. Fiir z = re?, 0 <r < 1, § € [0, 27] gilt:

0 an) (refz'e . a—n)
0

oy, — 2| = (ré
= r? —re?a, — re a, + |a,|?

= 12— 2rRe(em,) + |an|?
und

1—apz)> = (1 —are)(1 — ayre ™)
= 1—reéa, —re o, + 12| ay|?

1 — 2rRe(e"ay) + r%|an|?.

Weiter gilt: 72 < 1, a2 < 1, = 72(1 — |on/?) < 1 — ||}, = r? —r?an)? < 1 — |af?,
= 72 + |a,? < 1+ r?a,|?. Daher gilt:
r? — 2rRe(e?ay,) + |an |2
1 — 2rRe(e"ay,) + 72|, |2

<1,

also gilt
lan = 2| __Z| <1
|1 — @,z|

und daher |By(z)| < 1. Ferner ist |Bg(2)| = 1 fiir |2| =1, da |b,(2)| =1 fiir [2| =1

o, oy — 2 _|an\ |2 — g _ |2Z — Zay,| _\1—2an|_

1l —Tnz|  on| 1=z~ 1 —tmzl  [1—zaw|
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Definition 3.3.18. Sei (a)penw € D und

Tt o, £0
m@:{ylnazo.

Dann heiftt -
B:D — D, zHan(z)

n=1

Blaschke Produkt, sofern das Produkt konvergiert.
Satz 3.3.19. Sei (ay)nenw C D\ {0}. Das Blaschke Produkt

= ap oy — 2 had
kO —
k=1 K k k=1

o0
konvergiert gleichmafig auf kompakten Teilmengen von D genau dann, wenn [[ |ok| kon-
k=1

[e.e]

vergiert, was aquivalent damit ist, dafi > (1 — |ag|) konvergiert. In diesem Fall definiert
k=1

das Produkt eine Funktion B € H*® mit |j(B)| = 1, also eine innere Funktion

Beweis: Es sei up := (1 — |oy|) fiir & € IN. Dann gilt: 0 < u, < 1. Nach Satz 2.8.3

konvergiert
[T —ue) =TT el
k=1

k=1
genau dann, wenn

o0 o0

> ue = (1 lx])

k=1 k=1

konvergiert. Es sei

k=1

o0
Sei nun [] b gleichméfig konvergent auf kompakten Mengen aus D. Dann konvergiert das

k=1

unendliche Produkt insbesondere fiir z = 0, also konvergiert [] bx(0) = [] |/, also auch
k=1 k=1

> (1 = |agl) (s.0.).

k=1

Gelte jetzt umgekehrt, daf > (1 — |ak|) konvergiert. Daraus folgt insbesondere
k=1

lim || = 1. (3.11)

n—oo
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Aus Lemma 3.3.17 folgt, dak zu jedem m € IN ein §,, > 0 existiert, so daf [] by holomorph
k=n

in Dy4s,, ist fiir alle n € IN mit n < m. Fiir m,n € IN gilt:

1B (™) = Bu(e™)|

2w
1 % %
Lot = 5= | 1Bn(e) ~ Bale)ds
0

= o [ (Bule] 4 1B, = 2Re(BL B (") dt

Wegen Lemma 3.3.17 gilt fiir k € IN : | By (ed)| = 1, = By(efd) = m Da g—’: = I b
k=n+1

holomorph in D, 4, ist (siche Lemma 3.3.17), gilt mit der Cauchyschen Integralformel (Satz

2.2.8):
, .7 By (e®)
20027 = o 2—2Re B (e dt
0
2

1 By, (e?) ie'
= 2—-2Re| — | =—F—5—-dt
“\ 2mi / B, (e') et

||Bm(ez’id) o Bn(ez’id)

B L[ Ba(O)1
= 27 2Re ﬁ/ B.(0) ¢
[¢]=1

= 2-2Re (g:gg;) =2(1— ﬁ |ak|).

k=n+1

o0 o0

Aus der Konvergenz von [] |ax| (da (1 —]|ak|) konvergiert, s.o.) folgt nun, daf zu jedem
k=1 k=1

€ > 0 ein ny € IN existiert, so daf

m
1-— H logl| <e  VYm,n >ng
k=n+1
m m m

(nach Lemma 2.8.1 gilt ‘1 — I lexll=| I] Q—ug)—1|< JI (T+ug) —1

k=n+1 k=n+1 k=n+1

m o0
<exp( Y, |ug]) —1<exp( Y. (1 —|axl|)) —1). Also gilt fiir m,n > ng, m > n:
k=n+1 k=n+1

1B (™) = Bu(e") 2 0.2m) < 2¢-
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Da j(B,) = B,(e"?) (B, ist holomorph in D, 5, , nach Satz 3.3.4 ist B, (¢?) damit Poisson-
Integral von B,) ist (j(By))nen eine Cauchy-Folge in L?([0,27]). Nach Korollar 3.3.14
existiert B € H? mit B, — B in H?, j(B,) — j(B) in L*([0,27]) und B, konvergiert
gleichmékig gegen B auf kompakten Mengen aus D. Damit gilt insbesondere B(ay) = 0
fiir alle k£ € IN, da bg(oy) = 0, k € IN.

Da j(B,) — j(B) in L*([0, 27]), existiert eine Teilfolge (ng)renw C IN mit j(B,,) konvergiert
punktweise fast iiberall gegen j(B). Da |j(B,,)| = |Bn, (¢%4)| = 1 (Lemma 3.3.17), gilt also
j(B)| = 1 fast iiberall. Damit ist j(B) € L*°(IR) und daher B € H* nach Korollar 3.3.9.
Da B € H? (s.0.), ist B holomorph in D und daher ist wegen H® C H> und Korollar
3.3.10 B € H*.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dak das unendliche Produkt konvergiert und aufer fiir z =
o, k € IN keine weiteren Nullstellen in D besitzt. Sei K C D kompakt, r €]0, 1] so, dak
K C D,. Wegen (3.11) gibt es ein ky € IN, so dal |ax| > r Vk > kq. Sei z € K, dann ist
bi(z) # OVk > ko, ferner ist |ay||z| < 7, weshalb 1 < |1 —agz| + |agz| < |1 —axz|+r, und
deshalb |1 —agz| > 1 —r > 0. Dann gilt fiir k > kg :

1 |ak|2—a_kz) 1
1—b(z) = 1+—(1— “ME) 2
£ (2) | | 1— 2 ||
_ . 1 (l—oz_kz—|%|2+oz_kz>_ 1
| | 1— a2 ||
o] 1 (A +foe)(— o)) 11— oy <1+|ak|_1>
|| o] 1 — a2 |cu | lak|  \1— oz '
Damit gilt:
(1—foul) (2
1-b < —1].
1 n(e) < S (2

[e.e]
Sei e >0, s0 daB € (% — 1) < 1. Da kz_:l(l — |ag|) konvergent ist, existiert daher ng € IN
so dafs fiir alle m,n € IN mit m > n > nyq gilt:

Z(l — |ou|) < e.

k=n
Mit m,n > max{ko,no} gilt dann mit Lemma 2.8.1 (mit uy := bx(z) — 1) und obiger
Abschétzung fiir |1 — bg(z)| und Lemma 2.8.2:

,ﬁbk(z)_l < Iﬁ(1+|1—bk(z)\)—1 gexp<§\1—bk(z)|>_1
< oo (S -len? (12 1)) -z (£ (12, 1)) -

9%
r

DN |

(2 1) <
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Daraus folgt nun

Vm,n > max{ko,no}, m,n € IN.

[\JlP—‘

[0

Das bedeutet aber, daf das unendliche Produkt in D, nur die die Nullstellen o € D, besit-

zen kann, fiir die [] bx(«) = 0. Dies sind insbesondere nur endlich viele. Damit konvergiert

k=1
das unendliche Produkt in D,, also auch in K. Insgesamt folgt damit, dal das unendliche
Produkt in D konvergiert und genau die oy, k € IN, als Nullstellen hat.

O

Bemerkung 3.3.20. Es gilt:

1. Es gibt innere Funktionen, die keine Blaschke Produkte sind: Betrachte z.B.

f:D\{1} = ¢, zHexp(itz>.

z

Da 1—z #0 fiir z € D, ist f holomorph in D. Fiir 6 €]0, 27| gilt:
. 1+ e . (1+€?)(1 — e7%)

X — )| = |ex .
PA\1T e Pla—ey(1—ew)

exp <1+2isin(0) — 1)‘ — |exp <.1 in;(()i)(g))‘ 1

1—2cos(f) +1
Also ist f(efd) € L*°([0,27]). Damit ist f € H*® mit |j(f)| = 1, also eine innere
Funktion.
Da exp(z) # 0Vz € C, besitzt f keine Nullstelle in D. Damit kann f auf D aber kein
(endliches oder unendliches) Blaschke Produkt sein (nach Definition des Blaschke
Produkts und Theorem 3.3.19 hat ein Blaschke Produkt immer Nullstellen in D).

()] =

2. Mit By := id¥, k € IN, erhilt man Blaschke Produkte mit
](Bk) — Bk(eiid) — (eiid)k — ez’kid,
also die einfachsten Funktionen aus L?([0, 27]) mit nicht negativem Spektrum.

3. Mit den folgenden Bezeichnungen B, := { By = H b, : D — D|k € IN, By endliches

Blaschke Produkt} , B, := {B : D — D|B 1st unendliches Blaschke Produkt} ,
I-={f:D— D‘f ist innere Funktion} hat man folgende Inklusionen:

{4k € N} . j(B.) gj(Bu) gj(f) gj(H‘”)
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(beachte 1.). Dies soll nochmals verdeutlichen, daf in j(H®) nicht nur die trivialen
Funktionen ¢ liegen, die betragsmifig gleich Eins sind. Ist f endliches Blaschke
Produkt oder unendliches Blaschke Produkt, so ist j(f) ebenfalls betragsmafig gleich
Eins (und obige Rechnungen liefern ein Konstruktionsprinzip). Jedoch gibt es noch
mehr Funktionen f € H® mit [j(f)| = 1, die kein (endliches oder unendliches)
Blaschke Produkt sind (1. liefert ein Beispiel fiir eine solche Funktion). Allgemein
gilt fiir innere Funktionen:

Lemma 3.3.21. Ist g innere Funktion und w > 0, so ezistiert ¢ : [0,2n] — IR mit
j(g9) = € und mit p, = ¢ + wid gilt: supp (F(e"¥*)) C [w, o0[).

Beweis: Folgt direkt aus der Definition innerer Funktionen und Lemma 3.3.15.

Lemma 3.3.22. Ist g innere Funktion und o € C, |a| < 1, dann ist

ebenfalls eine innere Funktion.

Beweis: Da g eine innere Funktion ist, ist ¢ holomorph in D und wegen ||j(9)||c0 = 1,
gilt mit Satz 3.3.4 und Lemma 3.3.5 fiir r € [0, 1], 6 € [0, 27] :

1,[0,27] = 1.

27
o1 [ -
g(re?)| < %/U(Q)IPT(H — t)dt = |15 (9)[oc,fo,201 | P>
0

Also ist |g(2)| < 1Vz € D. Zuséitzlich folgt damit: |@g(z)| < |a] < 1Vz € D, also ist g,
holomorph in D. Sei jetzt z € C mit |z| = 1 und |g(z)| = 1. Dann gilt: 1 = |g(2)]> =

9(2)g(z). Daraus folgt:

11 —ag(2)| = |g(2)9(2) — ag(2)| = 9(2)ll9(2) — @l = |g(z) — a,

9(z) —a| _

= ‘l—ag(z)

Da |g(z)| = 1 fiir fast alle z € C mit |z| = 1, ist also |g(2)| = 1 fiir fast alle z € C mit
|z| = 1. Daraus folgt insgesamt, dak g, eine innere Funktion ist.

0



84 KAPITEL 3. DIE MOMENTANFREQUENZ EINES SIGNALS

3.4 Integraldarstellung der Hilberttransformation

Satz 3.4.1. Sei f € L*(IR). Dann gilt (siche auch [24]):

_1 f(t) 2
H(f) = ;lllén\l‘o / id—tdt in L*(IR).
R)\Jid—4,id+4]

Beweis: Betrachte fir0<d < 1:

1
95 = g - hAN-00

Es gilt: g5 € L'(IR) N L?(IR). Weiter gilt fiir y # 0:

1 1 —iyx
F(95)(y) = Von 1[*%,%]\[*6,6](37)56 Ydx
R
1 1
1 / 1 2 / sin(zy)
— _/_(e—zzy €my)d$_— —’L/ Y dz
2T T s T
) )
ly| 5
2
=~ iseaty [
T z
lylo

sup{/ s1n(:v)dx‘1 Intervall, I C [0,00[} =: K < o0.

T

I
Daher gilt:
2
|- F (g5)| < \/jK V0 <§ <1, (3.12)
™
ferner
i 7 (00) 1) = = 2isenty) - T = =iy Tsenty) (5.13)
61{‘% g5)(y) = 7rzsgny 5 = 1 2sgny. .

Also folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue), dak .Z(f) - % (gs)
in L?(R) gegen —i\/Fsgn(-) - Z(f) konvergiert.

Da .Z(f), Z(g5) € L*(R) und .Z(f)-Z (g95) € L>(R), ist nach Lemma 2.5.5 f*g; € L?(IR),
und es gﬂt in L2(IR) (1[z76,w+6](t) = 1[,5,5] (t — 31‘)) .

1 t 1 t

= lim / SOy = Loy G

T 1>6\0 id—t T 1>6\0 id—t
R\ [id—9,id+4] [id—},id+3]\[id—d,id-+d]
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1 f(®)
= mdiy [ lenines (- i
R
1 f()
- 1 ]_ 11 -
™ 1>1619yo - -aa (14 = D5l

= — lim /f g5ld—t

T 1>6\0
= L tim (feg) =2 lim FUF(f *g5))
- ;1>161§0f*g’5 BEEEHY. Jx90
© /2 iy g :
-V:ﬁ&ﬂ () F(95))

Vig lim Z(f)- F(g5) = —iF “(sgn() - Z(F))

1>6\,0

Bei (%) wurde Lemma 2.5.5 benutzt.

Satz 3.4.2. Fulls f € L'(IR) mit f € L*(R), so gilt fir v € R

ff(f)(x)=1 lim / / (t)tdt.

T 1>6\0 T —
R\]z—d,z+4[
Beweis: Fir0<d<1 (= ;> 1) gilt:
1 1 11
t ~
- / Mdt = = S / (v) Ztydydt
T Tz —t T T =121
[l‘—%,m—f—%]\]x—(s,z—{—[s[ [l‘—%,z—f—%]\]z—d,m-}-(s[ -
3 ity
1 ~ 1
= — — dtd
2T / (y)ﬂ / -1 4
- [z— 5,z+6]\zc 8,z+4]
(o]
et ]
2T
—00 [—5>5]\]—8,0]

wobei das Vertauschen der Integrale durch den Satz von Fubini (unter Zuhilfenahme des
Satzes von Tonelli) erlaubt ist. Betrachte jetzt fiir z € IR :

6zty

t

dt.

QJIIR%R,?J'—)J?(?J)GM /
[~ 3,31\ 6,0]
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Es gilt fiir y # 0:

~
0'1\ ofe

1
§
P in(ut
g5(y) = 207 e [ WD gp — 95 Fy)evsgn(
g
4

Daraus folgt wie im Beweis des vorhergehenden Satzes fir 1 > § > 0: |gs| < 2K |f| und
damit g5 € L*(IR), da nach Voraussetzung f € L'(IR). Also folgt nach dem Satz iiber die
majorisierte Konvergenz (mit Majorante 2K|f|), dak die folgenden Grenzwerte existieren,
und es gilt:

1 t 1
lim — / I(t) dt = lim — / 0, dt
r—t 1>6\,0 T r—t
R\]z—d,z+4[ m—g,m—}- \]z—d8,2+4[

= ————= lim [ gs(y

s \/27r 1>5\0
= ———/f eVinsgn(y)dy

= —iF (sgn-f(f))( ) = H(f)(x).

Also gilt:

%ﬂ(f)(x):l lim / f(t)d:_hm / ffE—T

T 1>6\0 rx—t ™ 1>6\,0
R\]z—0,5+9] —6,40]

3.5 Wayvelettransformation und analytisches Signal

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Zusammenhang des analytischen Signals mit der
Wavelettransformation. Ein wichtiger Zusammenhang 14t sich tiber die Morletrekonstruk-
tionsformel herstellen. Diese ermoglicht es, ein Signal aus seiner Wavelettransformation zu
rekonstruieren. Die Besonderheit dabei ist, dak dabei nur ein Integral iiber den a-Parameter
der Wavelettransformation berechnet wird (es wird kein Doppelintegral wie in Theorem
2.7.5 benotigt). Danach werden Rekonstruktionsformeln fiir das analytische Signal herge-
leitet. Am Ende des Abschnitts wird der Zusammenhang von der Momentanfrequenz aus
dem analytischen Signal mit dem Spektrum des Signals (bzw. des analytischen Signals)
untersucht.

Der folgende Satz liefert die sogenannte Morlet-Rekonstruktionsformel (siehe |7]).
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Satz 3.5.1. Es sei ¥ € L*(IR) mzt 5 € L'(R), f € L'Y(IR) N L*(IR) mit f e L'(R). Dann
Walldh) ¢ LY(R), und es gilt:

[id|
C/W\I’fatdamth \/_/

lal

st

Beweis: Fiir a # 0 gilt mit dem Satz von Plancherel (und Satz 2.6.2):

. 1

= o ‘<f| at>2 <A|\Tl(aid)e“id>mm
- /f b) T (ab)ettdb

Damit folgt unter Zuhilfenahme der Sétze von Tonelli und Fubini mit der Fourierumkehr-
formel in L'(IR) (Satz 2.5.4):

ztbdb_ /f ztb/ ‘ ‘ d db = = / ztb/ a’b)d db

1 eith 1 [ Wif(a,t)
= — dbda = — | =224
c/ / |a| e o
R
]

Satz 3.5.2. Es sei ¥ € L*(IR) mzt 5 € L'(R), f € L'(IR) N L*(IR) mit f € L'(R). Dann
M € L'(IR), und es gilt:

1 [ Wif(a,?) . [0
_E/WTda, c._\/%/ dt.

f) =

st

Beweis: Fiir b # 0 gilt:

Damit folgt wie oben:
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~

:zc'/f “b/ ddb— //f D@D )y -

W f( a,t
= — | A%y
z'C”/ a “
R

U
Korollar 3.5.3. Sei f € L'(IR) N L*(R) mit f € L'(R), ¥ € L*(R) mit £ € L'(R). C
und C' seien wie oben definiert mit C = C". Es gilt:
, = 1 W\I’jf(at /W\I,fat
t) = = YIS
s =iy & g [FpRe g
. /W\I,f a, t
Falls f reellwertiq ist, so gilt:
e[ 2 [
f(t) = Re C/ " da |,
0
2 [ Wiflat)
= Im|[ = LR
H(f)(1) m C/ - da
0
Beweis: (x) folgt direkt aus den Sétzen 3.5.1 und 3.5.2.
U

Bemerkung. Zur Rekonstruktion von f und zur Bestimmung von 2 ( f) geniigt es (wenn
f und ¥ die Voraussetzungen des obigen Korollars erfiillen), die Wavelettransformation
fiir positive a zu bestimmen, ferner liefert die Integraldarstellung im Korollar direkt das
analytische Signal.

Es gilt:

Falls C = C" nicht erfiillt ist, dafiir aber eine andere Bedingung, kann man immer noch
eine dhnliche Aussage wie in obigem Korollar machen:
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Korollar 3.5.4. Es gelten die Voraussetzungen aus den obigen Satzen. Sei f reellwertig
und es gelte W = V. Dann sind C und C' reell, und es gilt:

) = %Re (/W‘I’J;(at)da)
H)E) = %Im (/Wda).

Beweis: Es gilt zunédchst (Satz 2.6.2):

Z1(0) = Z(T) = Z(¥) = Z7(0).

Also ist .Z () reell, d.h. U ist reell. Daraus folgt:
C=v2 / —=dt = V2 / i —2dt =C.

Analog folgt C' = C". Weiter folgt fiir reelles f:

Wil = |/f (% )%_hﬂ/f V(5
Daraus folgt nun:
éRe<7W$];(a,t)da) _ /W\I,fat /ngat
0
_ /Wwfat /W@f
_ /W\I,fat /W\I,fat

_ W\I’f(a’t) —
= C]R A

) db= Wi (a0

Die Aussage fiir 72(f)(t) folgt vollig analog.



90 KAPITEL 3. DIE MOMENTANFREQUENZ EINES SIGNALS

Lemma 3.5.5. Es gilt:
Z(sgn) = \/70HW(1d)

1 ) 1
< ¢, CHW(E) >:= (ISI\I‘% go(t);dt
R\]-94,0]

mit

fir o € Z(IR) (CHW — Cauchy-Hauptwert).

Beweis: Sei ¢ € #(IR). Dann gilt mit Satz 2.6.2 und Satz 3.4.2:

<, F lsgn) > = <. F 7 p),sgn >= /9 t)sgn(t)dt

V2rF " (sgn - FH(9)(0) = V2rF " (sgn - F(FHF T (9))))(0)
= V2 (F T ()(0) = V2 (F H(F (97)(0)
= V2 (pV)(0) = \/_1251{,0 / @dt

™ —1
R\]-4,0[

- \f?{% dt <<p,i\[0HW(ld)
0

Bemerkung 3.5.6. Betrachte ¥ := LCHW () +6 (€ '(IR)). Nach Definition 2.7.1 ist
die Wavelettransformation mit ¥, fiir ¢ € #(IR) definiert. Es gilt mit Lemma 3.5.5 und
Lemma 2.5.13:

T, = ﬁ(%CHW(%)—i—(S):ﬁ \/Li\/ECHW(%)—HS)
- \/%36‘(34“1(%11)) T \/—(Sgn() +1) = \/%'1[0,00[

(als Distribution in .#'(IR)). Fiir ¢ € #(IR) folgt dann aus der Definition der Wave-
lettransformation fiir (a,b) € (IR'\ {0}) X IR und Satz 2.6.2 und Lemma 3.1.7:

—

W, ela,b) = < (aid+b), Vg >= < ¢(aid + b), ¥p) >
= < F(F Yp(aid +b))), ¥y > =< F(F(¢(aid + b))), ¥ >

= < Z(p(ad + b)), Z(T) > = ) “ibid () >

(1d
%/ eiatl [0,00[(t)dt

2
|a

< A(id) _ibiq 2 Lo > =
= — — |]€é “a , T —"
|a| \a V2m (0,00
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= \/27/ )€™ 1o oo (at)dt = \/_/ 0,00[(t) B (£) €™ dt
= 27 ([o,w[f(w))(b)=5(<p)(b)-

Ist also ¢ € Z(IR), so entspricht das analytische Signal von ¢ in b € IR der Wavelettrans-
formation von ¢ mit dem Wavelet ¥y = LtCHW (&) + 6 in (a,b) € (IR\ {0]) x IR fiir
a € IR\ {0} beliebig. Da hier bei festem b € IR die Wavelettransformation fiir jedes
a € IR\ {0} gleich ist, erzielt man mit diesem Wavelet keine Frequenzauflosung. Aber auch
die Zeitauflosung ist vergleichsweise schlecht (CHW auf IR\| — 4, d] fiir § > 0 verhilt sich
wie %, fallt also auRerhalb einer Umgebung der Null relativ schwach). Aber dieses Beispiel
zeigt, dak man die Wavelettransformation als Verallgemeinerung des analytischen Signals
interpretieren kann (die Verallgemeinerung ergibt sich durch die Wahl des Wavelets).

Der folgende Satz zeigt, dafs es einen Zusammenhang zwischen der Momentanfrequenz bzgl.
des analytischen Signals und dem Spektrum des Signals (d.h. des analytischen Signals) gibt
(siehe auch [5], [19],]23] und [18] fiir den Vergleich mit anderen Zeit-Frequenz-Verfahren).

Satz 3.5.7. Sei f € L*(IR), f # 0, S(f) = Ae®” mit A,p € €' (R). Sei weiter idf e
L*(IR). Dann gilt:

[ulfePas ] p@suoka
Of|f(w)l2dw B f 1S(f)(t)|2dt

Beweis: Da idf € L(IR), gilt mit Satz 2.6.2: Z(df) = iidf € L%(IR). Damit ist 9f €
L*(IR). Daher ist auch S(0f) € L*(IR), und es gilt:

S(0f) = 277 (LpeZ (0f)) = 207 " (Ljo,0fid f)

~

= 2(=0)idF " (1p,001f) = S(f),
also ist dS(f) € L*(IR). Damit gilt:

L(R) > (@S(£))S(f) = S(Has(f) . ,
= (A€ +ig' Ae?) Ae™ — Aei(A'e™ — ! A7)
AA + i A? — AA' + il A = 24 A? = 200 |S(f) |

~

Damit folgt aus dem Satz von Plancherel und Satz 2.6.2 (mit Z#(S(f)) = 2 - 1jg,c0f):

/ (S (1)t
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Da
/ S0t = / F(S()Pw)dw = 4 / 10.00((60) Fl@) L sef(e0) F (@) s
= 4 / Flw)Pdw,
gilt also

o)

fulfPas [ p@)suoLa

—0oQ

~

OT Felds [ IS(@)d |

O

Lemma 3.5.8. Seien ¢,¢ € #(IR) mit supp (¢) C] — 00, 0], supp (¢) C] — 00,0]. Dann
ist supp (¢ * 1) C] — 00, 0].

Beweis: Sei z €]0, co[. Da supp (¢) C| — o0, 0] gilt:
0
o) = [ pla -t = [ otz - vl
R —0o0
Fiir z €]0, 00[ und ¢t €] — 00, 0[ ist z —t > 0, also ist p(x —t) = 0Vt €] — 00, 0], d.h. es gilt
@ *x1(z) = 0. Also gilt
supp (g * 1) CJ — 00, 0].
]

Lemma 3.5.9. Seien @1, 0y Funktionen mit Ae*t € LY(IR), Ae*? € L?(IR), A > 0 und
supp (Z (e1)) C [0, oo[, supp (F (Ae*?)) C [0, 00[. Dann gilt:

supp (f(Aei(‘“*‘”))) C [0, o0l
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Beweis: Sei ¢ € Z(IR) mit supp (¢) C] — o0, 0]. Es gilt:

< 0, F(ADH9)) S 3, Aci#1ei#? >— / B(t)A()ei® O eiet) . (3.14)

R

Es gilt:
supp (F ' (§e"#!)) C] — 00, 0]. (3.15)

Sei dazu ¢ € #(IR) mit supp (¢) C [0, 00[. Dann gilt mit Satz 2.5.5:

<GFHRE) > = < FTH(), e >=< F () F (), € >

1 . 1 )
= — < F (" *9),e" >=—— <V xop, F(e) >.

V2o V2

Da nach Voraussetzung supp (¢) C [0, o], ist supp (¢V) C]—o0, 0]. Da zusétzlich supp () C
] — 00, 0], ist nach Lemma 3.5.8 supp (¥ x¢) C]—oc, 0], und wegen supp (-Z (e*1)) C [0, oo,
ist daher

. 1 .
< (, FHpe) >= — <V x @, F () >= 0.

V2r
Also ist supp (F 1 ($e#1)) C] — 00, 0], d.h. damit wurde (3.15) gezeigt.
Da @e** € L*(IR), Ae*** € L?(IR), gilt mit dem Satz von Plancherel und Satz 2.6.2 und
(3.14):

< @, F(AePrter)) 5 = B(t)e™ 1@ A(t)e™2 D dt

P(t)e D A(t)e—iv2() dt

FL(Ge ) (1).F -1 (Aew) (1) dt

FH(@e ) (). F (Ae') (t)dt = 0,

I
B B B B

da nach (3.15) supp (Z ' (%e*#')) C] — oo, 0] und nach Voraussetzung supp (.Z (A4e#?)) C
[0, co[. Daraus folgt supp (. (Aei(#1+¢2))) = 0.

U
Satz 3.5.10. Sei p € €' (IR) mit ¢’ € L% (IR) und supp (F (e*?)) C [0, 00[. Dann gilt:

¢ > 0.
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Beweis: Betrachte h; := sinc (jid) = 22(jid) fiir j € IR,.
Es gilt fiir x # 0 :

1 3 .
1 ; 1 1 4,1 e¥f—e™ 2 sin(x) 2 .
tg-—l 1 - zwtdt:__ itz :7:\/j :\/i .
(1-1,0) (=) \/ﬂ/e \/2_7rixe ‘_1 iz P —sinc (x)
Z1

Daher gilt mit Satz 2.6.2:

~ 1 id 1 /7 id 1 [m
h':_,y sinc —> :—_\/j]__ <—> :—,\/j]__".
17 ( )<] iV 2 [-1,1] ] iV 2 [=3.4]

Damit hat i/z\] Trager in [—j, j]. Da #(h}) = \/LZ—WE] * l/z; (Satz 2.5.5), hat . (h?) Triger in

supp (Z (h})) € [=15,15]. (3.16)

Weiter gilt fiir t € IR :
i) < 1, vVt € R, (3.17)
hi(@t)] < (ﬁ)l t #0. (3.18)

Annahme: ¢'(ty) < 0 fiir ein ¢, € IR.
Sei AjJ = hé( — to).
Da ¢’ nach Voraussetzung stetig ist, gibt es ein ¢ > 0, ¢ < 1, so dak fiir m := @ <0
gilt:

O'(t)<m <0 VteUlt). (3.19)
Wihle j € INg so, daf % <e,(=j>1).Dasinc(t) > 0fiirt € [-1,1], gibt es ein ¢y € Ry
mit 1 .

A% (t) = W3t — to) =sinc (j(t — t0))" > ¢ Vte[to— }’t‘) + ;].

Daraus folgt mit (3.19) ([to — 1,20 + 3] C U.(to)):
J J

t0+Jl- t0+]l. l l
Imc2 2mlc?
/ (1) A2, (1)dt < / medt = 270 = Imcg (< 0). (3.20)
: j j
to—]l. to—]l.

Da ¢’ € L2 (IR), gibt es ein K € IR, K > 1, und ein [; € IN mit

g0/
‘(1 +id?)lo | —
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Mit Lemma 2.7.8 folgt fiir ¢ > 1:

lo 2n !

l 2n _ @
"(t+t <§ °>§< )tkt%kitntt
@'+ 1) < n:()(n a [£[*[#o] (1+1d%)io (t + o)

=
g

k
lo 2n
( lO > ( 2n ) |t|k|t0‘2nfk
n k
k=0

2n > |t|2n|t0‘2n7k . lk

IN

2
- S - S
= 1= 1

b Y < kY () (e

n=0

sl
< KL+ (L[t = Kt

mit K := K(1+ (1 + [t])2)%.
Wihle [ € IN so, daf [ > 2l + 1. Dann gilt mit (3.18) und a € {1,2} (= lpaa — 1 < —1) :

/ G0 A2 ()t = / /(¢ + to) 2 (0) e

R\Jto— 5 to+ [ R\]—- 7,5
= f2oe  9Ke T
< ke [ Ger= e
- g J
RyLY 1

2K@ ‘t‘Z(loa—l)—f—l
g2 2(loa—1)+1

Qj—(v—a 1 2(l0a*l)+1
T 2R3 —1) +1) (5)

2}’—(‘/—0( 1 2lpa+1
N 2(1 = lpa) — 1 (;)

o0

1
J

2K2 1) %t
< ——+—— | = . 3.21
- 2(1—250)—1<J') (3.21)
Wihle nun j > % so grof, daf
2K2 1) .
— | = . 3.22
20— 20g) — 1 <J> < Il (322)

Dann gilt (wegen (3.20) und (3.21) mit o = 1 ist ¢'A3, € L'(IR)) mit (3.20),(3.21) und
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(3.22):
t0+%
/wm@wwt= /wwma@ﬁ+ / o (1) A2 (1)t
to—1 R\Jto— 1 ,to+1]

N e
R\Jto—.to+1(
~ 2|mc} N 2K2 (1)2’0 1
j 2(0—2lp) — 1 \j j

J
2l mic _ |mlcd

j i
Setze wy := lj. Betrachte jetzt fi, := Re (A;e’“0idt*¢)) "k € INo. Aus (3.17) und (3.18)
folgt, dak A;; € L*(IR) N €' (IR). Damit ist fx € L*(IR). Weiter gilt (Satz 2.6.2):

< < 0. (3.23)

F (A;,699) = F(4;,)(id — wo) = F (L (id — 1)) (id — wo) = (i?;e—itoid) (id — wp).

Nach (3.16) hat i% Tréger in [—17, 1] = [—wo, wo]. Damit gilt also:
supp (33 (Aj,leiwoid)) C [0, 2w). (3.24)

Nach Lemma 3.1.13 ist daher .
S(fo) = Ajue'.

Da ¢ € €'(IR) und supp (Z (e"?)) C [0, 00[ und wegen (3.24) gilt nach Lemma 3.5.9:
supp (F (A;,e"“014T9))) C [0, ool.
Daraus folgt wiederum mit Lemma 3.5.9, daf auch
supp (F (A" “0idteF9))) [0, oo]
und daher folgt schlieflich induktiv fiir £ € IN :
supp (F (A; " “01dTk2))y [0, o0l
Dann folgt wieder aus Lemma 3.1.13, dak
S(fy) = A eiwoidtke), (3.25)

Nach (3.24) hat .#(A;,) € L?(IR) kompakten Tréger. Daher ist id# (4;;) € L*(IR)NL*(IR)
und es folgt aus Satz 2.5.2, daR A;; = FH(F(4;)) = F(F(4,,))" € ¢ (R) und

a(Aj’lei(woid‘Fk(P)) — A"j’lei(woid-i-k‘#’) + Z.(Ldo + k(p’)Aj’lei(woid-l—k(P) c 2 (]R,)
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(wegen (3.21) mit @ = 2 und (3.17) ist ¢'A4;; € L*(IR)).
Dann ist auch Re(0A,,e/“0id+k9)) = 9 f, € L%(IR), d.h.

idf, = —i.F(0f) € L*(R).
Damit erfiillt fj, die Voraussetzungen von Satz 3.5.7 mit S(fx) = A, pr := woid + k¢
(siehe (3.25)), also gilt:

J | Fulw) P
/ (OIS P()dt = / () (8 dt >0, (3.26)
R R .Of‘fk(w”?dw
Daraus folgt mit (3.23):
0 < / SIS P (1)t = / (1) A2, (1)dt
= wy / A% (t)dt + k / @' (t) A2 (t)dt (3.27)

R R
m|c

< wollAjlls —k

Da k beliebig ist, kann man wegen %ﬁ > 0 k so grof withlen, daf wol|A;,|[3 — k'"gﬁ <0
(z.B. k > %@}ﬁ) Daraus ergibt sich aber eine Widerspruch zu (3.27). Daher kann die
m CO

Annahme nicht richtig sein, es kann also kein ¢y, € IR geben, so dak ¢'(¢y) < 0 gilt.

]
Korollar 3.5.11. Ist ¢ € €(IR) mit ¢ € L2 (IR) und supp (F (¢*?)) C [wi,wa], wo >
wy > 0, so gilt:

w; < ¢ < wa.

Beweis: Betrachte ¢, := ¢ —w;id. Mit Satz 2.6.2 folgt: Z (') = Z (e")(id + w;), also
gilt: .

supp (Z (€"%')) C [0,wa — wy].
Nach Satz 3.5.10 gilt: ¢} > 0, also ¢’ = ¢} +w; > w;.

Betrachte @, := woid—¢. Mit Satz 2.6.2 folgt: .Z (e#?)) = F (e e = F (ei%2) (id—w,) =
Z(e%)V(id — wq). Da supp (F (")) C [wi, wa], ist supp (F(e"¥)Y) C [—wa, —wi], also gilt:
supp (& (€'?)) C [0,wy — wi].

Nach Satz 3.5.10 gilt: 0 < ¢}, = wy — ¢, also ¢’ < ws. Insgesamt folgt also

wy < 90’ < ws.
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3.6 Ae” mit nicht rein positivem Spektrum

Wie in Korollar 3.1.14 gezeigt, ergibt sich fiir ein Signal A cos(y) mit (Aei“’)/\h_oo o= 0
fir das analytische Signal: S(Acos(¢)) = Ae®. Jetzt soll untersucht werden, unter wel-
chen Bedingungen die Aussage iiber das analytische Signal angendhert richtig bleibt, wenn
(Aei‘p)/\‘]ioo o= 0 nicht mehr gilt.

Satz 3.6.1. Es seien Vdie Voraussetzungen aus Korollar 3.5.4 fir f = Acos(p) und gege-
benen U erfillt (¥ = V) und es gelte C = C'. Dann gilt:

Wy (Ae*?)(a, 1d)d ) .

a

S(f) = Ae® + (

Beweis: Es gilt zunichst fiir g € L'(IR) N L*(IR):

Wigla,t) = |a\/ <t_b) db_%!
:|M/ C_%M_%! (5

Weiter gilt mit Satz 3.5.2 fiir ¢ € IR:

) da

> da = Wi g(—a,t)

ICHF)E) = iCH(Acos())(t) = / W“j(ACOZ(W)(“ D,
1 [ WAER)(a,t) 1 [ Wi(Ae#)(a, 1)
= 5 da+§/ a da

)da

DO | =

da + —
a

[
[

a

0 .

Wi (Ae)(a,t) 1 / Wi (Ae¥)(a,t
1
2

/° Wi (Ae™)(a 1)

a

da+—

l\Dl»—l

o0
/W\I*, (Ae™%)(a,t)
+

= B1+B2+B3+B4-

Mit Satz 3.5.1 gilt:

CAsin(p)(t) = 2—1/
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_ l Wi (Ae)(a,t) da — l W, (Ae *)(a, ) i
21 a 21 a
1) . 0 .
* 1p * P
— l / W\II(Ae )((1,, t) da — l W\Il(Ae )(CL, t) da
21 a 21 a
0
00 0
1 * A z<p 1 *( A —ip
1 Wi (Ae ™) (a t)da—l-—, / Wi (Ae )(a,t)da
2z 21 a

0

=: (Dl D2 D3 + D4)

Da B; = D; und B, = Dy, folgt:

iC'H(f)(t) = D1+ By+ Bs+ Dy= (D1 — Dy — D3+ Dy) + By + Bs + Dy + D3

0 .
* ip
- iCAsin((p)(t)—i-l/W‘I’(Aea )(a’t)da—l-%

[ We(Ae#)(a, 1)

da
2 a
0 oo
1 *( Aet® 1 *(Ap—ip
_}__/W\IJ( € )(a7t)da+_/W‘I/( € )(a”t)da
2 a 2 a
oo )
§(Ac’ ; (A7
— icasin(p)@) + [ Vi - )(@) 4o o [ Wil & J@t)

Wi (Ae™)(a,t

= CAsin(p)(t) +

/
/

Wi (Ae™)(a,t

= iCAsin(gp)(t)—l—/

—0o0

a

)da—i-

—00

a

= CAsin(p)(t) + 22’Im(]o Wy (Ae®)(a.1) da).

Damit folgt insgesamt:

SWHE) = F@) +i2(f)()

Wegen C' = C' folgt die Behauptung.
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0

Bemerkung. Ist A € L2(IR) symmetrisch mit supp (h) C [—6, 8], dann hat ¥ := he~2id

die Eigenschaften ¥ € L?(IR), ¥ = ¥. Da ¥ € ¥=(IR), ¥(0) = 0, ist = € L'(IR) und da
R 0 -

supp (V) C [0,26] gilt [ @dt = 0. Geeignete h sind z.B. inverse Fouriertransformationen

von B-Splines (symmetrisch um Null).

In Lemma 3.1.13 wurde gezeigt, daf fiir eine L? -Funktion F : IR — C mit f = Re(F) gilt

0 3
IS = Plla < 21y 0Pl =2 | [ PP |

was zeigt, daf S(f) mit F um so besser iibereinstimmt (in L2(IR)), je kleiner der Anteil der
negativen Frequenzen im Spektrum von F' ist. Zur Abschéitzung dient der folgende Satz,
der auf einem Satz aus [14] basiert.

Satz 3.6.2. Sei k € IN und A € Gf(R), ¢ € F*"'(IR) mit sup, ;< ||07¢||lc < K. Es
gebe ty € R, so daff ¢'(z) > t,Vz € R. Es sei M :={t € R||¢/(z) — t| > 1Vz e R}({t €
R|t < ¢, — 1} C M) . Dann gilt firte M :

AV = — /A z)e! @) el < C(k) sup |||@7A|]¢" —t| 7] _,
ey o= —=| [ 4w < 0 sup ||l 1 ¥

R

also

(Ae)NH)| < C(A) |t —ty|7F, fiirt <t —1
mit C(A) = C (k) supg<ck 1107 Alloo, C (k) eine nur von k, K und supp (A) abhingige Kon-
stante. Existiert zusdtzlich to € R mit ¢'(z) < toVa € IR, so gilt

(A9)NB)| < C(A)E — to| %, fiir t > to + 1

Beweis: Beweis durch Induktion nach £ € IN:
k=20:
Da A kompakten Trager hat, folgt:

1

. 1 1
— A(z)eP@) =) grl < / Al|sodt = ——||A||so|supp (A)| =: C(0)||A]|so-
[ 4) <= | Mlldt = =14l lsupp (4)] = CO)]14]

R supp (A)
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k—1—k:
Die Behauptung gelte fiir alle j < k — 1,5 € IN. Sei 4 € €*(R), ¢ € €*"}(R),t € M
fest. Es sei A; := %t. Dann gilt:
. -1 )
(o)1) g — / A, (2) (¢ () —t)eiPe—12) g A (2)ei@)~15) g
. 2 1 )
V2r iv2r )

7o | A

wobei sich letzteres durch partielle Integration ergibt.
€ €F1(IR), ¢ € €¥(IR), also kann die Induktionsbehauptung angewendet werden. Es
gilt also:

— /Al(a:)ei(“’(m)_m)dx < C(k - 1) sup || (97A |- |’ \ )Hoo
R 76J+1A1
Behauptung:
0™ Aull@' =t <Y em(D)|0'Al
1=0
fiir m € Ny, 0 <m < k (¢(l) > 0 Konstanten, 0 < [ < m, nur abhéngig von m).

Beweis durch vollstindige Induktion nach m < k:
m = 0:

P -0l = | 2 (¢ - 0] = Al

¢ =t
m—1—m:

Die Behauptung gelte fiir alle 7 < m — 1.
A:Al'(gpl_t)7:>

oA = (
50

0

<. 3

) &A™ (' — 1)

SWMS

<. 3

) 8jA18m+1_jQ0 + 8mA1(<p' — t)

.
Il

Da [|0'¢||s < K (1 <1< m+1), folgt:

._.

A — 1] < ( )|87A1 K + ™A

3

< ( )Zc] (DIO'Al|l" —t| - K + |0™ A

1.V.

3&
,_.c:

= (D10 A] - [ — 7 A (%mqum(m)

0 P J

o~
Il
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< D emD@Al (em(m) =1).

Damit ergibt sich:

J+1
(AN] = Ck=1) sup |3 IFAl -1 =™ ol =74
J=
J+1
< Clk—1) sup. ZCJ-H Y [10°A] - L' — 817
Sup
B j P
- 1(321:2% ) Gt -1

< C(k)sup ||[7 Al - [ —t|*]|
J<k

Wegen |||07A] - |¢ — ||| < |[07Alloo| (¢ — t)7]|oo folgen die weiteren Abschiitzungen.
Die Aussage beziiglich ¢, folgt vollig analog.

0

Wenn also A und ¢ hinreichend oft differenzierbar sind und ¢’ > t;, so fillt (Ae*)"
unterhalb von ¢; (bis auf eine Konstante) wie id ™.

Aus dem Beweis des Satzes erkennt man aber schon, daf die Konstanten sehr grof werden,
so daf man hier eher eine qualitative Aussage erhalt.

Der Satz erklart aber trotzdem die Aussage, daf das analytische Signal bei Signalen der
folgenden Form die erwartete Amplitude und Frequenz liefert. Dabei soll das Signal von
der Gestalt f = Acos(p) sein mit den Bedingungen: ,relative Schwankung von A ist klein
gegeniiber der von ¢, d.h.

AI

4

(Definiertheit und Differenzierbarkeit vorausgesetzt), und ¢’ weicht nur unwesentlich von
einer (nicht zu niedrigen) ,Hauptfrequenz* ab, was im wesentlichen der Eigenschaft ent-
spricht, die ¢’ in Satz 3.6.2 erfiillen muf (wenn die Bedingung mit ¢, erfiillt ist). Dann
gilt:

<< ||

S(f) ~ Ae®.

Diese (auch in der Literatur) unprézise Formulierung der Eigenschaften von f sind im Satz
3.6.2 prazisiert. Der Satz zeigt dann, daf das Spektrum von f unterhalb von ¢; (unterhalb
des Bereiches, in dem sich ¢’ bewegt), stark abfillt, und zwar um so stérker, je glatter
¢ und A sind. Insbesondere folgt, dak je grofer ¢, ist, desto kleiner ist der Anteil von
negativen Frequenzen im Spektrum von Ae®. Lemma 3.1.13 zeigt aber gerade, dak je
niedriger der Anteil von negativen Frequenzen im Spektrum von Ae® ist, desto besser
stimmt das analytische Signal von f = Acos(yp) mit Ae™ iiberein.



Kapitel 4

Rekonstruktion auf L (IR) und LZ,(IR)

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Verallgemeinerung der Morlet - Rekonstruktions-
formel aus Abschnitt 3.5. Die urspriingliche Morlet-Formel wurde dort fiir Funktionen aus
L'(IR)NL*(IR) mit Fouriertransformation aus L' (IR) bewiesen. Gleichzeitig werden Rekon-
struktionsformeln fiir das analytische Signal angegeben und Méglichkeiten der Erweiterung
des analytischen Signals angegeben (das analytische Signal ist bisher nur fiir Funktionen
aus L*(IR) und .#” , und fiir Funktionen aus L'(IR) mit Fouriertransformation aus L'(IR)
definiert).

4.1 Morlet-Rekonstruktionsformel und analytisches Si-
gnal fiir schwach wachsende Funktionen mit Spek-
trum aufterhalb der Null

In diesem Abschnitt wird die Morlet-Rekonstruktionsformel fiir schwach wachsende Funk-
tionen bewiesen, deren Spektrum auferhalb der Null liegt. Fiir den Beweis werden einige
Lemmata technischer Natur benotigt, die den eigentlichen Beweis verkiirzen. Bei der L2—
Morlet-Rekonstruktionsformel wird iiber den Skalierungsparameter a integriert. Dies ist
analog bei der Erweiterung der Fall, daher beschiftigt sich ein Lemma mit der Integrier-
barkeit der dort auftretenden Funktionen, da dort jetzt Produkte mit schwach wachsenden
Funktionen auftreten, so dak die Integrierbarkeit nicht trivialerweise erfiillt ist. Ein weiteres
Lemma beschéftigt sich mit der Stetigkeit der auftretenden Rekonstruktionsformel.

Der Beweis der urspriinglichen Morlet-Rekonstruktionsformel basierte im wesentlichen dar-
auf, daf

7
/ |(§‘b) da = const Vbe R

gilt. Fiir die Verallgemeinerung wird diese Eigenschaft ebenfalls wieder ausgenutzt, jedoch
benétigt man zusitzlich Aussagen iiber das Verhalten des Integrals (in Abhéngigkeit von
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b), wenn nicht iiber ganz IR sondern nur iiber ein beschrinktes Intervall integriert wird.
Die Aussagen, die sich dafiir ableiten lassen, sind in dem nach anschliefender Bezeichnung
folgenden Lemma zusammengefafst:

Bezeichnung 4.1.1. Fiir ag,a; € IR mit 0 < ay < a; sei

I(ag, a1) = { [~ar,a1)\] - ao, aol, ag # 0

[—(1,1, al], Qg = 0.

~

Lemma 4.1.2. Sei ¥ € (IR) mit supp (V) C [s1,82], s2 > 51 > 0. Seir >0, a; := 2
und ag € IR mit 0 < ag < ay. Dann sind die Funktionen

T
Xao :IR— IR , b— V27 / |(§|b)da,

I(ao ,al)

al] =<
— U(ab
Xaoo :IR—= R | b|—>v27r/ (a)da,
ao

a

k A
aus €*°(IR). Die k—ten Ableitungen (k € INg) von Xags Xao Sind durch /2w (‘:—i) [id*~ ok w ||,
beschrinkt (also sind insbesondere Xy, Xao € €5 (IR)). Ferner gilt:

Xo =0 fir be]—ﬂ,s—l[
a; a

xXo=C fir beR\|—rr|

mit

C = \/%/E(G)da

lal
(wie in Satz 3.5.1) und fiir 0 < ag < ** gilt:

Xao (0) = Xo(b) fiir b €] —r, 7],
S1 S1

Xao(b) =C firbe[—oe, 2N\ =7l

Fiir 0 < ag < °* ist Xag = Xao * 1[0,00[-

Beweis: Sei I,, := [—a1,a;1], kK € INy beliebig. Betrachte

Y iy g € 1, \ {0},

0 fiira=0.

fil, xR =R, (a,b)+—>{
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~

Da ¥ € (R) und supp (¥) C [s1, s2], 51 > 0, ist f(a,-) € €°(R) Va € I,,, und es gilt:

8I’;f(a, b) = %ak\p(ab) fur a € ‘lal \ {0}:
0 fiir a = 0.
Da supp (‘/I}) C [s1, 2], s1 > 0, gilt:

[%, %] fiir b>0,
supp (a — f(a,b)) C { —%2, 2] fiir b <0,

und f(-,b) = 0 fiir b = 0. Daher ist die Abbildung (a — f(a,b)) € L'([—a1,a1]) Vb € R. Sei
I, € R ein beliebiges beschréinktes Intervall, M, € IR so, dak o] < M, Vb € [,. Aufgrund
des Mittelwertsatzes gilt dann fiir b € IR :
T(ab) = 0T (ab) — 0*F(0) = (O T (idb))(¢)(a — 0)
= abd*1T(Ch)
mit ( € [—|al, |a|]. Daher gilt fiir a € I,, b€ I :
9% £(a, b)) < [al*al|b][| "8 |oo < [af*My[|0" |
Dadurch gilt fiir b € I:
051 ()] < [id[FM[[0F1 0| € L' ([=a1, an)).
Nach Satz 2.2.2 sind damit xg,, Xa, € €°(L) und fiir die Ableitung gilt auf I :

lal lal

0 Xao = V21 / —8’“ U (aid)da, 0" xa, = V2 /—(‘3’C (aid)da. (4.1)
I(

a0,a1)

Da I, (bis auf die Beschrénktheit) beliebig war, sind Xa,, Xa, € €°°(IR) und (4.1) gilt auf
ganz IR.

Xao und alle Ableitungen sind beschréinkt:
Da 9*¥(0) = 0, Vk € INg (supp (¥) C [s1, so], 51 > 0), ist 0 x4,(0) = 0VE € IN,.
Fir b € R\ {0}, £ € N, gilt:

a1lb]

V2 =
Xao V2 / Wak )d = b—kﬂ— ak_lﬁk\ll(a)da, (42)
I(ao|b|,a1b]) aolb|
(U(a) = 0Va < 01). Da 9*T Triiger in [sq, s5] hat, ist 9 xq, (b) = 0 fiir 0 < |b] < oL Tst

[b] > 2L, so folgt aus (4.2):

a0 <vor (2 [l o= var (2 i)



106 KAPITEL 4. REKONSTRUKTION AUF L%, (IR) UND L2, (RR)

Also gilt insgesamt:
Fxae(b) =0 fiir be] — 22 2L, (4.3)

a1’ a
k ~
und 0% x| < V27 (‘;—i) |[id*~ 1R W||, fiir k € IN,.

Sei jetzt |b| > 7. Dann ist a,|b| > a7 = 22r = s5. Da daher [sy, 53] C [0, a1 [b[] und U Triger
in [s1, so] hat, folgt:

a1|b$ o0
27 = / fiir 0] > 7.
0
Ist ap > 0 und r < [b| < 2 so gilt: [—aq1|b], a1|b]] D [—air, arr] = [—%27, 22r] = [—s9, 59)]
und | —ay b, ao|b|[C] —ao 2L, ao—[ |—s1, s1[, also I(ag|b|, a1]b]) D [— 32,32]\] s1, 1. Daher
gilt:
Xao(b) = V21 fiir r < |b| < —
Qo
I(ao|bl,a1b])

(wiederum weil supp (¥) C [s1, s2]).
Ist 0 < ag < 2 und 2t <[] <7, so gilt: aglb| < apr < 27 = s;. Daher gilt:

a1|b|7 al\b\/\
/ da = Xo(b)-
ao|b|

Da x4 (b) = 0 V[b] < 2t (mit (4.3)), ist also Xao(b) = Xo(b) Vb €] — 1, 7].
Da U(ab) =0 fiir > 0 und b < 0, ist Xao(b) = 0 fiir b < 0. Ist b > 0, so gilt wegen (4.2):

Xao (b) =

_ T 5 ab)
Xao(b) = V2m / (a =2 / da = Xao(b)-
ao agb
Daraus folgt: Xay = Xao - Ljo,00[ 0 < @p < .
]

Lemma 4.1.3. Sei f € L3 (IR), so daf$ ein | € INy existiert mit W € L*(IR). Ferner

sei U e L (IR). Dann ist fir ¢ € Z(IR) und ay > ag > 0 die Funktion

F:I(ap,a1) x RxIR =R, (a,bt)+— %g@(b)ﬁ (t;b) (@)

aus L'(I(ag,a;) x R x R).
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Beweis: Betrachte zunéachst

G I(aga) x Rx R, (a,b1) > —

mgp(b)@(t)f(at +b).

Mit Lemma 2.7.8 mit g = f fiir a € I(ag,a1), b € R, t € IR gilt:

G(a,b,t) = sgn(a nz;;( ) ( >b2" J(p(b)ﬂﬁ(]ﬁ)ﬂ*ﬁ(ﬁ%—b).

Es sei:
On; = id* g fiir0<n<I,0<j<2n,
U, = idV  fiir 0< 5 <2l
¢ = id7t fiir0<j <2l

Da ¢, ¥ € (IR), sind ¢ ; € L'(R),0<n <1, 0< 5 <2n, ¥; € L'(R), 0<j <2l Da
id’~ " stetig auf I(ag, ay) ist, ist ¢; € L*(I(ag,a1)), 0 < j < 2l. Daher folgt wegen (s.o0.)

ol <3 (1) (%) iemsimno L]

n=0 j=0
fiir (a,b,t) € I(ap,a;) x R x IR mit dem Satz von Tonelli, dak G € L'(I(ag,a;) x R x IR).

Mit Hilfe des ¢ —Diffeomorphismusses (%' —Funktion, deren Umkehrabbildung ebenfalls
eine ¥’ —Funktion ist)

N I(ag,a0) X R xR — TR, (a,b,4) > (a,b, - —0)
a

folgt aus dem Transformationssatz, daf
= |DetDA| G o A € L'(I(ag,a;) x R x R)
(IDetDA| = 157).
U
Lemma 4.1.4. Sei f € €' (R) mit f' € L% (R), I, € Ny so, daf (1+1d2)12 € L*(R), a; >

0, ¥ € .Z(IR) mit supp (V) C [s1, 52] So > 81 > 0. Dann ist die Funktion
( ‘ |W\I/f(a’ b)) € Ll([_alaa'l])
fiir alle b € R, und es gilt fiir 0 < ay < a; : Die Abbildungen

f(a,b)

* 9 "
Gao R%Rb'_)_ / WTd(L, HaOZR%R,bP—)E/iwfafa’b)

I(ao,al) ao
sind stetig (C' aus Lemma 4.1.2) und es gibt ein My € R, mit
|Gao(0)] < Mo(L+[b?)2, [Heo(b)] < 2Mo(1 + [b])"2
firb € R, also Guy, Hyy € L (IR).

da
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Beweis: Mit
. Wi fla,b) fiir a # 0,
G:R* - R, (a,b)l—>{ 0 fir 0 = 0.
folgt aus Satz 2.7.12, dak G € €' (IR?). Setze

G(a,b) .
h:IR> =R, (a,b)— o fira#0,
0 fira=0.

Da G € €'(IR?), ist h stetig differenzierbar auf (IR \ {0}) x IR. Aus dem Mittelwertsatz
folgt fir a #0:

G(a,b) _ Gla,b) — G(0,b) _ 8,G(((a),b)(a — 0)
lal lal lal

= sgn(a)0.G(C(a), b) = sgn(a)daWy f(((a), b) (4.4)

h(a,b) =

mit 0 < [{(a)] < |al.
Sei by € R, € > 0. Da G € €' (IR?) und 9,G(0, by) = 0 nach Satz 2.7.12, existiert ein § > 0,
so dafs

10.G (a,b)| = |0,G(a,b) — 3.G(0,by)| < (4.5)
fiir alle (a,b) € IR? mit ||(a, b) — (0,b9)||2 < 6.
Sei nun (a,b) € IR? mit ||(a,b) — (0,b0)||> = /a2 + (b— by)? < 6. Wegen (4.4) gilt dann
fiir ein (a) mit 0 < |((a)| < |a| :

h(a,) — h(0, )| = h(a, )] = |0.G(C(a), )] <&

wegen (4.5), da [|(¢(a),0) = (0,b0)[l2 = v/C(a)? + (b= bo)? < v/a? + (b~ bo)? = [|(a,b) —
(0, b0)]]2 < 6.

Damit ist h stetig in (0,by). Da an by keinerlei Voraussetzungen gemacht wurden und
h| (R\(0p)ww Stetig ist, ist h € % (IR?). Daher ist h(id,b) € L'([—ai,a;]) fiir b € IR und

a; > 0, d.h. wegen h(a,b — Wal(ab) g, a,b) € (R\ {0}) x R:
la]

%‘W\;ﬂa, D) € L' ((~a1, a1)).

(a—

Sei I, C IR ein beschriinktes Intervall. Da h € % (IR?), folgt mit Satz 2.2.1, dak fiir 0 <

ay < a, die Funktionen
ai
b— / h(a,b)da, bH/h(a,b)da
ag

ao;al)
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stetig auf I, sind. Da I, (bis auf die Beschrianktheit) beliebig war, folgt, daf diese Funk-
tionen auf ganz IR stetig sind. Weil fiir (a,b) € (IR \ {0}) x IR

; b
h(a, b) — W\I/f(a” )

|al
gilt, folgt, dakk G,,, H,, fiir 0 < ap < a; stetig auf IR sind.

Wegen (4.4) gilt fiir b € R, |a|] < a;, dak ein ((a) existiert mit 0 < |{(a)| < |a| < |a4|, so
dafs
|h(a,b)| = [0 W f(C(a), b)].

Aus Satz Satz 2.7.9 folgt dann (mit Lemma 2.7.11):

o, < MO+ ()| + )Y < MO+ (al + )"
- MZZ( ) (%) ate

_f
(1+id?)!2

(siche Lemma 2.7.8) mit M := supg<<g, 1 [id" ||, . Daher gilt:

(7]
)

/ h(a, b)da g_?\h(a,b)\da < Mii(

(ao,al)

n=0 j=0
< u la 2n 12 m bzn_j
<> () (7 )
n=0 j=0

= My(1+ (1+ b])*)"
mit M; = 2M max({1, |a;|?*2*}). Ist [b] > 1, so gilt:
(1+ (14 [B))*)" < (1+ (o] + [p)*)" = (1 +4[p*)" < 4™(1 + [o]*)".
Ist |b] < 1, so gilt:
1+ 1+ pD*)" < 1+ (1+1)%)"2 =52 <521+ [b*)".

Mit M, := 5”% folgt daher:

1 Wy f(a,b) 1 / N
da| = h(a,b)da| < My(1 + [b])".
C |a| a C (a” ) a — 0( +| ‘ )

I(ao,a1) I(ao,a1)
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Daher gilt fiir 0 < ap < a;:
|Gay| < Mo(1 +id?)%.

Vollig analog folgt
|Hayo| < 2Mo(1 +1d%)"

(also Ggg, Hoy € L, (IR), 0 < ag < ay).
U

~

Lemma 4.1.5. Sei ¢ € S(R), ¥ € (IR) mit supp (¥) C [s1,S2], S2 > s1 > 0 und
T, 1, Xagy Xag Wi€ in Lemma 4.1.2 (0 < ag < a1). Dann gilt:

Xao® — X0, Xao® — Xop in Z(R) fiir ag 0.

Beweis: Nach Lemma 4.1.2 sind Xgp, Xag € E5i0(IR) fiir 0 < ap < ay. Daher sind
Xao ¥, )E;OQD € y(]].:{) fur 0 S ag < aq-

Seie >0, k,a € Ny mit a < k.
Da ¢ € Z(R), existiert ein z. > 0, so dal

2"V p(z)| <e  V|z| >z, 0< < 0 (4.6)

Nach Lemma 4.1.2 gilt fiir j € INg und 0 < o < 2%

J
x| < V2 (—) i, (4.7)

Xao (b) = XO(b)a Vb € [—7“, T‘],

S1 81

Xalt) = CWe |22\ -

a()’ Qg

Xo(b) = CVbeR\|—r,r|

und daher x,,(b) = xo(b) Vb € [—5—1 5—1] , also:

ap’ ao

e (b) = Pxo(b)  Vbe [—ﬂ ﬂ}

0,0, Qo
Daher existiert zu z. ein a. > 0, (a. < %) (z.B. 0 < a. <min({}, % })), so dah
" Xap () — ¥ x0(b) =0 Vb€ [—a.,7.] (4.8)

fiir 0 < ap < a., 5 € INg. Mit Hilfe der Leibniz-Formel folgt daher fiir x € IR und
0<ay<a,:

|250% (Xaotp — X00)(z) = 270 ((Xao — X0)©) ()|
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’“Z ( ) " (Xao — X0) (@)D ()

i ( (; ) 0% (Xao — X0)(2)]|2*& ()|

j=0

IN

Aus (4.8) folgt fir 0 < j < v :
0% (Xao — X0)(®)] =0 fiir |z] < ..
Fiir |z| > z. folgt aus (4.6) und (4.7) fir 0 < j < v :

a—j R
7t~ X)W a0p(0) < 26/2r (%) a0

Also folgt insgesamt fiir 0 < gy < a., z € IR :

250" (ao — x00)(@)] < (2\/2_7T Z ( ° ) (—) \Iid“""la"“@\ll> e (19)

S1

Da zu jedem ¢ > 0 ein a. gefunden werden kann, so dak (4.9) fiir 0 < ag < a. gilt, bedeutet
dies, dafs

sup |250% (Xaotp — Xo) (z)] — 0 fiir ag \, 0.
Te

Da k € INg beliebig war (o € INg mit 0 < o < k), bedeutet das, daf

Xao® = Xo in Z(IR) fiir ag \, 0.

Da Xay = Lj0,00[Xao (0 < ag < a1) und X0 (b) = 0 fiir b € [-2-, 2] nach Lemma 4.1.2, folgt
auch
Xao® — Xow in Z(IR) fiir ag N\, 0.
U
Mit obigen Lemmata ldft sich nun die Morlet-Rekonstruktionsformel fiir differenzierbare
Funktionen verallgemeinern, deren Ableitung schwach wachsend ist und deren Spektrum

um Null verschwindet (sofern das Wavelet ¥ einige Bedingungen erfiillt), ferner 14£t sich
wieder das zugehdrige analytische Signal aus der Wavelettransformation gewinnen:

Satz 4.1.6. Sei f € €' (R) mit f' € L2 (IR), r > 0, so daf supp (f) € R\] = r, r[. Sei
U e Z(IR) mit supp (V) C [s1,82], s2 > s1 > 0. Dann gilt mit Gu,, Hs, wie in Lemma
415f’UJ’ 0<ay <a mita; = Sr_z :

_ o _ 1 [ Wif(aid) 2 [Wif(a,id)
f=6o=g [ S(f)—Ho—Cfia da
R

mit

CW/

!
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Beweis: Es seien

G:R-IR, b — /%‘ab)da, H:IR—>IR,b»—>2/Mda.
0

Fir a € R\ {0}, b € IR gilt (mit Satz 2.6.2 ):

1 S 1 - = A
Wy f(a,b) = Tal <Wup, f >= Tal < F ' Wap), [ >=<V(a)e?, f > .
Fiir |a| > a; = 2 ist supp ((I}(a)) C [—%2‘ fj‘] C [=2,2] = [-r,r]. Da supp (f) C

R\| — r,7[, gilt daher fiir |a| > |a4] :
Wy f(a,b) =0 VbeIR.

Daher gilt:

4 a — —— " Zda = 4.1
G o) a] da C al da = G, (4.10)
R 1(0,a1)

analog folgt H = Hy. Aus Lemma 4.1.4 folgt daher, dak G, H € L2 (R) C '(IR).

Sei p € Z(IR) beliebig, 0 < a9 < ay. Dann gilt (nach Lemma 4.1.4 sind G,,, H,, €
L% (IR) C .7'(R)):

<@, Gop > = /(p(b)é / % _<t;b)f(t)dtdadb
_ é / £() / % / E(?) o(b)dbdadt
_ é/ /%/ < ) _b)dbdadt

wobei die Vertauschung der Integrale wegen des Satzes von Fubini erlaubt ist (nach Lemma
4.1.3 gilt: ((a,b,t) — (b) 5 f(H)¥ (£2)) € L'(I(ag, a1) x R x IR)). Ferner gilt (beachte
Satz 2.6.2): .Z (¢) = .Z 1(p) und (beachte Satz von Plancherel und Satz 2.6.2):

LS

—(b—1t 5 3
/‘I’ ( ) p(=b)db = < Vuy, ¢ >r2m)=< F(Won), F 1(90) > L2(R)
R

a

= o / T (ab)e™ 71 () (b)db
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Dabher gilt mit x,, aus Lemma 4.1.2 (wiederum mittels Fubini, da ¢, ¥ € .Z(IR)):

< ,Gay > = %/f( / / ) ¢ 1) (b) dbdad

Kooy R
- C/f ) [ / 20) i -1 () () bt

- L / 1 Rr/ Yoo (0) () (0) ™ bt

- 2 / FDF 7 (oo P~ (0)) (D)t

_ L / FOF (e 7 () / F(xao? (@) (0 (D)

= <P (P (), >= g < XarZ (@), T >

(nach Lemma 4.1.2 ist x4, % *(¢) € L (R)).
Da f € ' (R) und x4,-Z ~'(¢) = x0Z () in .Z(IR) fiir ag \, 0 nach Lemma 4.1.5, gilt:

1 _ ~ 1 _ ~
lim <, Gop >= lim = < xao F Ye), f>= G < XZ ), f>. (4.11)
Nach Lemma 4.1.2 ist x,

Daraus folgt:

|1R\]_T’T[E C, daher ist ¢ := C'—xp € Z(IR) mit supp (¢) C [—r,7].
<x0Z 7 p)[> = <(C=QF 9, [>=C<F (@), [>-<(F o), [>
= C<F o), [>=C<o, f> (4.12)

(supp (¢) C [—r, 7], supp (f) C R\] — r,r[). Also wurde gezeigt (mit (4.11) und (4.12)):

hm <, gy >=< @, f >. (4.13)

ag

Analog folgt fiir ¢ € Z(IR) :

2 . ~
= < XaoZ @), >

< QO’H(LO >: C

Daraus und mit (4.12) folgt (nach Lemma 4.1.2 ist x4y = Xao1[0,00]):

2 -~ 2 -~
lim <o, H,y > = lim = < xaolZ o), f>= = < x0Z 1), f >
lim <, Hq lim = < Xag (¢), f o < Xo (@), f
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= = < XolpeZ '(p), F> (4.14)

~ 1 ~
= 5< XoZ (), f > +5 < xosgn(-)-Z '(p), f >

= <@, f>+i <, H(f) >=<¢,5(f) >,

da txo € F(R), supp (f) € R\] — 7], supp (&x0) € R\] — 2, 2[ 2 > 0 und
= 1 nach Lemma 4.1.2 (beachte die Definition der Hilberttransformation auf

6X0|]R\ —7‘,7‘[
yi{o}, sieche Def. 3.1.2).
Aus Lemma 4.1.4 folgt fiir 0 < ag < a; und ¢ € L(IR) :
1 Wy id
oo PRIl < (s fat e DR, @)
aO,Gl
/ Wl 0| < sl +fap eDm), (@16

(My € IR,). Dann folgt aus dem Satz von Lebesgue (Majorante in (4.15) und (4.16)):
1 Wy f(a,b)

li a = li b)— ———d
lim <, Ggg > Jim [ op(b) o %@
R I(ao,a1)
1 Wy b
= /@(b)a %da =< @aGO >,
R 1(0,a1)
lim < ¢, Hyy > = lim /Wq’f
ao™\0 00\0
2 (Wi fla,b
= /w(b)a/iw;( ) da =< @, Hy > .
R 0

Daraus folgt insgesamt (mit (4.10), (4.13), (4.14)):

<p,G>=<p,Gy > = h{r‘l <9, Goy >=< 0, f >
ao

<@, H>=<p,Hy> = h@ < @, Hyy >=< ¢, S(f) >
ag

fir ¢ € Z(R).

Da ¢ € Z(IR) beliebig war, folgt damit G = f und H = S(f) in .#'(IR). Da f,S(f) und
G, H (mit Lemma 4.1.4) stetige Funktionen sind, folgt die Behauptung.

0
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4.2 Das Wachstumsverhalten des analytischen Signals

fiir schwach wachsende Funktionen mit Spektrum
aufierhalb der Null

Fiir Funktionen, die aus L?(IR) sind, ist das analytische Signal wieder aus L?(IR). Es ist
daher von Interesse zu wissen, ob sich bei schwach wachsenden Funktionen (die die Voraus-
setzungen der obigen Sitze erfiillen) das Wachstumsverhalten der Funktion im analytischen
Signal wiederspiegelt. Aus Griinden der physikalischen Interpretation wéire es wiinschens-
wert, wenn das analytische Signal dasselbe Wachstumsverhalten aufweisen wiirde, wie das
zu untersuchende Signal. Das folgende Korollar zeigt, unter welchen Bedingungen eben dies
garantiert werden kann:

Korollar 4.2.1. Sei f € €*(R). f, f' seien aus L% (IR) mit | € Ny, so daf

f !

vy T ey

€ L*(IR).

~

FEs gebe einr > 0, so daf$ supp (f) C R\] — r,r[. Dann gilt:

S(f)
€ L*(IR).
(1 +id?)! ()
Beweis: Nach Satz 4.1.6 gilt S(f) = Hp (mit Hy wie in Lemma 4.1.4). Nach Lemma

3 o0 S o
4.1.4 gilt wegen m € L*(IR), daf (lﬁSQ)l = (1+(i£)2)l € L*(R).

0

In diesem Zusammenhang sind beschrinkte Funktionen von besonderem Interesse. Aus
physikalischer Sicht wiirde man hierbei eine beschrinkte Amplitude erwarten, also auch
ein beschrénktes analytisches Signal. Obiges Korollar gibt Bedingungen an, wann man das
erwarten kann. Daraus 1dft sich ein Satz ableiten, der die Beschrinktheit des analytischen
Signals fiir stetig differenzierbare Funktionen beweist, die sich im Unendlichen angendhert
wie Signale mit konstanter Frequenz verhalten (wobei diese konstante Frequenz fiir +oo
und —oo nicht gleich sein muf). Hierbei wird nicht mehr benétigt, dak das Spektrum der
Funktion um Null verschwindet, jedoch sind die Bedingungen gerade so, dak der Beweis
mit Hilfe obigen Korollars durchgefiihrt werden kann. Der folgende Satz zeigt zunéchst,
daf man Funktionen, die die oben beschriebene Gestalt haben, geeignet zerlegen kann, so
daf man im Anschlufs mittels obigen Korollars die Beschrianktheit des analytischen Signals
ableiten kann.

Satz 4.2.2. Seien t),t; € R, t; < ty, 6 > 0. Es gebe g1,9o € L'(R), g5 € €(IR), so
daf8 supp (g1) C] — oo, t1], supp (g2) C [ta,00[ und supp (g3) C [t1 — 6,12 + 0]. Gilt fiir
fe? (R)NL®(R) :

[ = hq cos(aid) + hg cos(Bid) + g3
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mit o, 5> 0 und
t1 id
hl :/gl(t)dt, h2 = /gg(t)dt,

id 2}

so besitzt f eine Darstellung f = £+ g mit € € €' (IR) N L™(IR), supp (§ (A) € R\] - %, 5]
und g € 6; (R) N L*(IR) mit supp (§) C [—r,r] fir einr € R mit 0 < r < 3 min({a, B})

Beweis: Sei0 <r < ;min({e,8}), x € (R) mit 0 < x < 1, X‘ =1 X|]R\]7M[

52

=0.
Es sei

~

g = 9710{ ), R
& = FH{1-x1)

Da f € L*(R) C Z'(IR) und x, (1 — x) € €*(R), gilt damit ¢, & € #'(IR). Es gilt:
E+9=F(1-0N+F ) =1, (4.17)

also braucht man nur noch die im Satz genannten Eigenschaften fiir éund g nachzuweisen.

Es gilt: 0hy = —g;. Daraus folgt (beachte Satz 2.6.2): —g; = % (0hy) = iidla, also gilt
idh; = igi. (4.18)

Analog folgt wegen Ohy = go, dafs idﬁ; = —igs.
Sei t € [—r, 7], so gilt: |[¢t| < r < 3min({a, f}). Damit gilt:

t—a| = |a—t|>]a-|t]|>a-—2=2
B - 2 2’
t+al = Jo— (=D 2la—l>a-5=7
- 2 2’
1 1 00
Analog folgt, daf |t — 8| > &, |t + 8| > £. Daher sind T e ﬂ,ldJrB € ¢>°([—rr))
und da supp (x) C [-r, 7], folgt daher 1nsgesamt, dak:
X X X X < 9m). (4.19)

id-—a’id+ea’id—g"id+
Weiter gilt mit (4.18):

XZ (hy cos(aid)) = %9 (e + hyem™eid) = guaad — a) + ki (id + @)

_ L X N d 1 X ~

= 2id—oz(1d a)hi(id — ) + sid+a (id + a)hy (id + @)
ol o x s 1 x _

= 2id_a(ldh1)(ld a)—i—2d+ (id/y) (id + )
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D PV X
- 2id—a(gl)(ld a)+2id+a

(g1)(id + o).

Da g; € L'(R), ist ||71]]00 < \/LZ—WHngl. Deshalb gilt wegen (4.19):

X-Z (hy cos(aid)) € L'(IR) N L*(IR).
Véllig analog folgt, dak x.Z (hy cos(Bid)) € L'(IR) N L*(IR).
Da g3 € ¥(IR) kompakten Tréiger hat, ist g3 € L?(IR). Daher ist g3 € L*(IR). Da x
kompakten Tréger hat, ist daher
x93 € L*(IR) N L*(IR).
Damit wurde insgesamt gezeigt, daf
Xf = x (Z (hy cos(aid)) + Z (hy cos(Bid)) + G3) € L' (IR) N L*(IR).

Dabher ist
1

V21

(Differenzierbarkeit folgt wegen der Ubereinstimmung mit einer Faltung mit einer Funktion
aus . (IR) und mit Satz 2.2.2).

Wegen (4.17), (4.20) und da f nach Voraussetzung aus ¢*(IR) N L*°(IR) folgt:

9=F (xf) = —=F1(x) * f € €}(R) N L}(R) (4.20)

§E=f—ge € (IR)NL¥(R).

Ferner gilt R R
F9)=xf, FE)=0-x)1

Da supp (x) C [—r,7] und X|[ = 1, folgt schlieflich:

7%7%]

supp (9) C [-7,7]

supp (§) € R\ - 5,

3t
]

Korollar 4.2.3. Sei f wie in Satz 4.2.2 mit den dort gegebenen Voraussetzungen, zusdtzlich
gelte g1, g2 € L*¥(IR). Dann ist S(f) € L*(R).

Beweis: Nach Satz 4.2.2 und dessen Beweis existieren £ € €1(IR)NL®(IR), g € G4 (R)N
L*(R) C %, (R) N L¥(R), x € #(R) mit supp (§) C [-r,7], supp (§) C R\] — 5, 5[ und
supp (x) C [—r, 7], so dak

g=Z7(xf), €=F((1-x7)
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~

Daher gilt: g = d(F (xf)) =
07 (x) € #(R) C L'(IR) und
Weiter gilt:

INF L)+ f) = \/%7(8?*1()()) * f. Da mit x auch
€ L*(IR), folgt mit Satz 2.2.5, dak dg € L*(IR).

\E‘H

df = 0(hy cos(aid) + hy cos(Bid) + g3)
= Ohy cos(aid) — ahy sin(aid) + Ohg cos(fid) — Bhy sin(Bid) + Jgs
= —g; cos(aid) — ahy sin(aid) + go cos(Bid) — Bhe sin(Fid) + dgs.
Da nach Voraussetzung g;, g2, h1, he € L®(IR) und g3 € €' (IR) kompakten Triger hat, ist
also 0f € L*(IR).

Da 0¢ = 0f —dg, ist damit 0 € L*(IR). Dann folgt aus Korollar 4.2.1, daf S(§) € L*°(IR).
Es gilt

~

9=xf. (4.21)

Dag € L?(IR), ist g € L?(IR) und wegen (4.21) hat g kompakten Tréiger, also ist g € L'(IR).
Damit ist auch 1. € L*(IR) und daher gilt:

S(9) =27 (1peod) € t(R) C L™(IR).
Wegen S(f) = S(€) + S(g), ist damit S(f) € L*(IR).
U

Bemerkung 4.2.4. Wenn f € L*°(IR) mit Spektrum auferhalb von Null bis auf diskrete
Stellen stetig differenzierbar ist, so kann man im allgemeinen nicht mehr gewé#hrleisten,
dak S(f) € L*(IR). Dies zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 4.2.5. Betrachte

sin(kid
f:= Z (k )

k=1

Es gilt: f ist 2mr—periodisch und auf dem Intervall |0, 27| gilt:

_7r—id
92

f

Damit ist f € L>(IR) und bis auf diskrete Stellen stetig differenzierbar (dort sogar unend-
lich oft stetig differenzierbar). Da

folgt:
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und daher nach Lemma 2.5.13 :

At
2 2k F
k=1

Py -

Damit ist f € %7, (IR) (es gibt eine Umgebung von Null, in der das Spektrum von f
verschwindet) und aus Definition 3.1.2 folgt (wiederum mit Lemma 2.5.13):

S(f)=27"" (Z %51@) -y %eikid Y Sin(:id) S cos(kkid).

k=1 k=1 k=1 k=1

Auf dem Intervall ]0, 27[ gilt daher:
m—id | e
S(f) = 5 +ln <2s1n(5)).

Damit ist S(f) € L?>(IR), aber nicht mehr aus L*(IR).

4.3 Morlet-Rekonstruktionsformeln fiir schwach wach-
sende Funktionen mit kompakten Spektrum um Null
und die Funktionen f

Bei der Verallgemeinerung der Morlet-Rekonstruktionsformel mittels der letzten Sétze wur-
de benoétigt, dak die zugrundeliegende Funktion ein um Null verschwindendes Spektrum
besitzt. Fiir Funktionen mit Spektrum um Null lassen sich auf die dort angewandte Weise
keine Aussagen machen (der zugehorige Integrand in der Integralformel zur Rekonstruk-
tion wére nur in Spezialfillen noch aus L'(IR)). Da man jede L% (IR)—Funktion in zwei
L% (IR)—Funktionen zerlegen kann, wobei die eine kompaktes Spektrum um Null besitzt
und die andere ein um Null verschwindendes Spektrum besitzt, fehlt als Komplettierung
der Untersuchung der Fall der Funktionen mit kompakten Spektrum (um Null). Fiir sol-
che Funktionen 14#t sich ebenfalls eine Morlet-Rekonstruktionsformel herleiten, aber nicht
mehr fiir die Funktion selbst, sondern fiir die a—te Ableitung (da die Funktion kompaktes
Spektrum besitzt, ist sie insbesondere unendlich oft differenzierbar nach Satz 2.5.9). Das
entsprechende « ergibt sich aus der Darstellbarkeit der Funktion durch

f=F"(x0%)

mit g € L*(IR) und x € Z(IR) (Lemma 4.3.3). Im Folgenden werden daher zunéchst Lem-
mata im Zusammenhang mit dieser Darstellbarkeit bewiesen. Diese sind wieder technischer
Natur und verkiirzen den Beweis fiir die danach folgende Morlet-Rekonstruktionsformel fiir
die a—te Ableitung.
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~

Lemma 4.3.1. Sei f € ' (R) mit supp (f) C [-r,r], 7 > 0. Sei x € Z(R) mit
supp (x) C [-r—=0,7+0],6>0,0<x <1 und x(t) =1Vt € [-r,r]. Es sei a € Ny und
g € L*®(IR) mit supp (9) C [-r — 6,7 + 0], so dafs

f=x0g.

Dann gilt:

a__aa d -\ j a .7 al i'—na—n —1(9a—j., .
7=y jzon:o(l) <j>(n)(04—n)!d] FTETOTX )

Beweis: Es gilt zunéchst fiir ¢ € #(IR) und b € € (IR) :

ox (id°h) = [ o(id — )oh(t)dt = / o(id — 1) (¢ — id) + id)° h(t)dt

R
@

plid—1) ( ‘;‘ ) (t — id)*7idih(t)dt

=0

( o ) (—1)oid) / (id — 1)°~7ip(id — 1) h(t)dt

I
N S D

(]

5\ J

.

e

= ( (])‘ ) (—1)*id (id* ) * .

J=0

Da Z71(0%) = (—1)*id*#'(g) (Satz 2.6.2) und F'(g) € €°(R), da g kompakten
Tréger hat (Satz 2.5.9), gilt also:

FH)+ FTHD) = (—)"F () * ([d°F 7 (g))

= e (§) CoiavaRs e g
- VR ((§ ) orieseie) (422

beachte Satz 2.6.2 und Lemma 2.5.5, denn da g € L*(IR) und kompakten Tréger hat, ist
insbesondere g € L?(IR), wie auch 0* 7x-g € L*(IR), 0 < j < o, da x € Z(IR).
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Weiter gilt fiir n, 5 € INy :

. i—n <
o (i) :{ G2 n)-old Z;j | (4.23)

(folgt induktiv wegen 8( |1d3 ”) = £0=n) " Jid/ "t = idi = (D)),

(—n) G- (n+1 I
Aus Satz 2.5.10 folgt

F(x0%) = FHF(FT(X)F(FTH0%)) = —=F (F(F () *F(0%))

= \/—2?9 Hx) * Z71(9%)).

Dann gilt (mit Satz 2.6.2, (4.22) und (4.23)):

0°f = *F () =0%(F '(x0%9) = =0"(F '(x) x F '(0°9))

= (e __O(j.“)u)jidffl(awx-g))

3 ij ) (ver (@70 9)

- (—1)012? (5) oy (5)ower ez

_ (_1)(1;(?) Jgn'aln) (Jfln) 4ingen Z - (Ty - g)

O

Korollar 4.3.2. Es sei a € INg und g € L*°(IR) mit supp (9) C [-r — 9,7+ 6], r > 0,6 >
0, x € L(R) mit x = x", supp (x) C [-r — 0,7+ 6], 0 < x <1, X|[_M]E 1. Dann gilt:

F= 7 (0 (e 9) € GER), F(0"X - 1poe9) € G5(R), 0< n < a,

und es gilt:

() = (-1 (4)o Z( ) o T 0 L)
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Beweis: Da supp (g) C [-r — 0,7 + 0], ist supp (x0%(1j0,00[9)) C [0,7 + 6]. Nach Satz
2.5.9 ist damit f = .Z 1 (x0° (1[000 9)) € €2 (IR). Genauso folgt, daB .# 1 (9" - 1jg,0019) €
€(R) fiir 0 < n < j. Da Z(f) = x0° (1j0,00(9) (und Tréiger in [0, 7 + 0] hat), folgt dann
aus Lemma 4.3.1, daft

aa<f>=<—1>a§aj( ) Z( ) )ldf I Ca N T}

J=0

O

Lemma 4.3.3. Sei f € .'(R) mit supp (f) C [-r,7], r > 0. Dann gibt es ein o € IN,
und ein g € L*°(IR) mit supp (g) € [-r—0,r+0], § > 0, so dap fir x € L (IR) mit x = x",
supp (x) C [-r =4, r+4], 0 < x <1, X‘ —— gilt:

f=x0"g.

Ist f reell , so lafit sich g so wdhlen, dafl gilt: g = (—1)“g.

Beweis: Nach Satz 2.4.8 gibt es ein a € INy und ein g € L*(IR), so daf
<G, f>=<30%> Vpe < (IR) mit supp (@) C [-r —d,7 +¢]. (4.24)
Da in (4.24) supp (@) C [-r — §,7 + 6] (und damit auch supp (0%¢) C [—r — §,r + 4]), gilt:
<E PG> = (1) <09 >= (1) <1l sriq,9 >
(—1)* < 0%Q, 1 i—r—sr489 >=< ©,0%(L}=r—s,+49) >,

man kann also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da® supp (¢9) C [—r —
5, r + 4.

Dann gilt mit (4.24) (supp (1 — x) C IR\ [-r, 7], supp (f) C [-rr]) fir p € Z(IR) :

<@, f> = <p(l—=x),f>+<oex,f>
= <), 0% >=< p, x0% >, (4.25)
da supp (¢x) C [-r = 6,7 + 0]
Also gilt: R
f=x0%g.

Ist f reell, so betrachte anstelle g die Funktion:

9:R-R, 20 (9(z) +(-1)%(-2))
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Dann gilt fir z € IR :
~ 1 1

9(=2) = 5(g9(=2) + (=1)°g(2)) = (-1)*5(9(z) + (=1)°g(~2)) = (=1)%g().

Also gilt §¥ = (—1)“g. Weiter gilt:

<, fV>=<ox, fV> = <px, fV>=<(ex)V, f>=<(¢x)V,0% >

(—1)*< d((ex)V), 9 > = (=1)*< (=1)2(0*(¢x)) ", g >
= <3%px),g" >. (4.26)

Da f reell ist, ist f = f und daher ?: F Y ) =) = V. also f = %(f+ fY) (mit
Satz 2.6.2). Damit gilt (beachte (4.25) und (4.26)):

~ 1 ~ —
<()07f> = §(<(p7f>+<90,fv>)

—1)° 1 _
= % < 0%(px), 9 > +3 < 0“(¢x), 9v >

1 _
= (11 (<0005 (o4 (-7 >)
= (=1)* <0%(¢x), g >=< px, 0% >=< ¢, x0%g > .

Also gilt fiir reelles f, dak ein g € L*°(IR) existiert mit g = (—1)*g und Tréger in [—r —
d,7 + d] und
f=x0%.

O

Satz 4.3.4. Sei f € .'(R) mit supp (f) C [-r,7], 7 > 0. Es sei o € INg und g € L(IR)
mit supp (9) € [-r — 6,7 + 6], 6 > 0, so daf8 fir x € L(IR) mit x = x", supp (x) C
[~r—6r+d,0<x<1, x|, =1 gilt:

f=Z 1(x0%)
(beachte Lemma 4.3.8). Es gilt fir ¥ € #(IR) mit supp (¥) C [s1, 59], 52 > 51 > 0 :

(al—> M) e L'(R) VbeRR

|ala®

und

goy 0 [ Waflaid) C%:wﬂ/@w

Co la|a® la|a®
R
Mit f:=F ' (x0*(1p,0019)) gilt:

~ (i) r Wi f(a, 1d
0/

C, |a|ac
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Ist f reell, so gilt

f = 2Re(f) und daher 8°f = 2Re(0*f) = 2Re ((l)a Wy /(a.id) da) .

Co la|a®
0

Beweis: Es gilt mit Satz 2.6.2 fiir (a,b) € (IR \ {0}) x RR:

Wy f(a,b) = | | < Uup, f>= |1| < F Y Tu), f >= ﬁ < F(Uay), f >
= < ¥(a)e”, F>=< Bla)e", x0" >
= (-1)* <3 (x¥(a-)e™), g >
= C0r () <o @) >
— o (1) () <o @ @eno e
= (1) (j‘)z(jL)a (ib)’ ™" < 0* I x0"W(a-)e™, g >

Also gilt:
W, f(a,b) = (=1)* . ( ? ) Z( > (ib)? /80‘ J E t)e®g(t)dt. (4.27)

Aus der Transformationsformel folgt fiir ¢ # 0, da ¥ € .(IR) und supp (¥) C [s1, 5], s1 >

0: o o o
n{l\] n(I} a+1—nd 8”‘1;
[ZRenl,,  [EII (1250,
|afoti=n ylati=n i |yt
R R R
Daraus folgt fiir 0 < j <, 0<n<j:

an O,t bt o on an
//|aaf (1)) ¥ (ah)e] |§+Rn |\ g(0)|dadt = /|a ()1~ ()t '| |a+§ g,

cja—n qa—1] |8n (y)|
19]loclid2 0% I 1 / ey <,

R

IN

da g € L*(IR) und x € .Z(R).
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Nach dem Satz von Tonelli gilt damit, dafs
C nU(at) |
((a, t) — aajx(t)mewtg(t)) € L'(R x R) (4.28)

fiir alle b € IR und aus dem Satz von Fubini folgt damit, daf

(ib)’ /80‘ J 8 at) Mg (t)dt = —a"(ib)’ ™" < O Ix"W(a-)e, g >

\ala“ " |ala

aus L'(IR) fiir alle b € IR. Da wegen obiger Rechnung fiir ¢ # 0 und b € IR :

W f(a, b) ° a N 1 . =
¥ — (1)« J n(:h\j—n a—j n ) b
o~ Y Z(j>znzo<n>|a\aa“ W< 0T @) >

J=0

ist also
( quf(a, b)
a— ——

|ala®

) € L'(R) VbeR.

Betrachte jetzt zunichst

=2 /|| dfurtG]R 0<n<a.
ala

Da supp (¥) C [s1, s3] mit s, > 0, ist Capn(0)=0,0<n<c.

Fiir ¢ # 0 folgt aus der Transformationsformel:

\/7/ ‘t| mta—n an{f!(y) dy

lylyen \t\ J ylyen

Also gilt fiir t € R \ {0} :
Can(t) = Con(l)t* ™. (4.29)

Behauptung: Es gilt fiir 0 <n < «:

Can(l) = — (4.30)

Beweis durch vollstéindige Induktion nach n :

Fiir n = 0 gilt:

= \/%/ Mdy =C,.
J yly®
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n—n+1<a (beachte ¥ € .#(IR) und supp (¥) C [s1, s3], s2 > 51 > 0) :

an—l—l‘ll
Ca,n+1(1) = \/_/

||an1

" (y)
‘y‘yafn
R

Il
5
2
Q

I
2

dy = (@ —n)Can(1)

LV, o o! _ ol = o
ST e T e T e

Damit ist (4.30) gezeigt. Mit (4.29) folgt damit insgesamt:

o e 2 Cy, t#0
V2r = (=m0 _
/ d { 0 t=0

Wegen (4.28) folgt nun aus dem Satz von Fubini fiir b € IR:

[ s [ ixwor R ey duia — / / TV s () g )

|ala® |ajae—
R R

(IR)

= ( p— \/ﬁ / 129y () g(t)e™dt

= @ —.n)! CoZ 1 (id* 0% 7 xg)(b)

= (=i

al

(a —n)!

Cad* " F (0% xg) ()

(da g kompakten Triiger hat und aus L*®(IR) ist, ist insbesondere g € L'(IR) N L*(IR) und
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FH0* T xg) € €2 (IR)). Daraus folgt nun fiir b € IR mit (4.27):

/Wﬁici 0) . _ (_DQi ( ?z ) nz]% ( 731 > (ib)i—

/ 0"~ (1) (at)e™ g (1) dtda

|a|aa
- QCZ@)%( Dt e
(i) E o )

= a0 () Z (1) g e s e

= (—1)*Co0*f(b),

mit Hilfe von Lemma (4.3.1).
Also gilt:

/W&Ef
|ala®

SeifirteR,0<n<a:

Da supp (¥) C IR, ist C/z/n(t) =0 fir t <0 und C/':n(t) = Cyp(t) fiir t > 0, also gilt:

—~——

Ca’n (t) = l[o,oo[Ca,n (t)

Daraus folgt aus (4.29) fiir ¢ # 0:

— |

a—n — 53 a—n
Ca,n(t) = 1[0,00[(t)0a,n(t) = l[o’w[(t)t C’a,n(l) = 1[0,00[(75) (Of — n)!t C,.
Wie eben folgt dann mittels Fubini:
i Fon(at) .. .
o— y ibt — a—j ibt
/ alas /8 at)e g(t)dtda // alaon dad“ 7 x(t)e™ g(t)dt
0 R 0
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Noa—n a! ax—mn a—j
= (—1)* " ——7Ca0* " F (0" X1 o 00(9)-

(o —n)!

Daraus folgt nun fiir b € IR mit (4.27) und mit Korollar 4.3.2:
[ Wif(a.b) NN EAYS

P ’ — 1\« J AV ()
i <1>Z(])Z(n><zb>
0

\a|aa /80‘ J at)e’btg( t)dtda

o\g

- e Z<?>Z< ) @

(=i)7"0” ”ﬁ '(0* 7 xg110,00) ()

= (=0)*Cad* f(b),

also

aaf_ (i)a /‘ lef(a, b)da

O, |a|a®
0

Fiir ¢ € #(IR) gilt mit Satz 2.6.2 (beachte x = xV):

<@, F 1 (x0(Lpeo9) > = <@, F 1 (x0(Lpo,0019)) > = < F 1), x0*(110,00[9) >
= < Z(9), x0*(1pee9) > =< Z (), x0*(1jp,0019) >
= < (F(p)" ,xaa( 0,00(9) >
= < f_l(w),xv(aa(l[o,oo@)v >
(_1)a < <g._l((p)’Xaa((l[o,oo[g)v) >

Da, wenn f reell ist, nach Lemma 4.3.3 g so gewéhlt werden kann, daf g = (—1)“g, folgt
schlielich:

<o f+f> = <0, F (X0 (Low9)) > + < ¢, Z1(x0° (1p0019)) >
= <.Z Y(p),x0(1 o,oo[g) > +(-1)* < Z ), x0* ((1jp,00[9)") >
= (-1)*<*(Z He)X), (Ljo,019) >
+ < 0F H©)X) =07 >
(-1)* < 0*(Z e)x), 9 >=< F '(px),0% >
<@, xFH(0%) >=< o, f>.
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Daher gilt also: B
f=1T+7F=2Re(f)

und damit mit obiger Rechnung:

0°f = 2Re(9°f) = 2Re ((i)a / Wy i(a,b) da> :

O

Der folgende Satz behandelt den Spezialfall @ = 1, also f: x0g und g erfiillt eine Zusatz-
bedingung. Dann gilt wieder die Rekonstruktionsformel direkt fiir f.

~

Satz 4.3.5. Sei f € ' (IR) mitsupp (f) C [—r,r],7 > 0. Es sei g € L°(IR) mit supp (g) €
[—r — 8,7+ 0], 0 >0, so dap fir x € L (IR) mit x = x", supp (x) C [-r — 6,7+ 4], 0 <
x <1, X‘[,M]E 1 gilt:

f=7""(x09).

Falls fiir g ein Cg > 0 und ein s > 0 existiert, so daf fiir ein 6 >0

l9(z)| < Cyla]* vz €] —6,0],

~

so gilt fir ¥ € #(IR) mit supp (¥) C [s1, S2], s2 > 51 >0

1 [ Wif(a,id)

d
9 o "
R

f

7OW$f(a, id)

a

1
— -1 —
0

mit

lal

C = \/%/ ‘i’(a)da.

Beweis: Es gilt mit Satz 2.6.2 fiir (a,b) € (R \ {0}) x R:

1 - 1 N ~
Wy f(a,b) = m < Wop, f>= m < y_l(qla,b):f >=— < FWap), f >

= <K E(a')eib', ‘]?>:< 6(af')eib': Xag >
= — <IxT(a)e™), g >
= — <ox¥(a)e®, g > — < axd(¥)(a)e™, g > — < ibx¥(a)e®, g > .
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Fiir ¢ # 0 gilt

~

/ 6 | |(a)da<oo.

|a| lal
Da x € Z(IR) und g € L*(IR), folgt mit dem Satz von Tonelli, dak fiir b € IR
1 =
((a,8) = max(t)‘lf(at) e”g(t)) € L'(RxIR),

((a,t) — ﬂZbX() (at)ethg(t)) € L'(R x IR).

Daher gilt mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir b € IR:

~

/|(11| < V(a)e, g >da = /M/ax )W (at)e® g(t)dtda

- [oxw / \p|(a|)d g

- QW/aX ”dt\/_/ P

= CF(oxa)0) (431)
und

/|}7| <ibx€(a-)eib',g> da = ib/ﬁ/x(t)g(at)ezbtg( )dtda
. o [ Blat)
- i E[ x()g(0) E[ o ot
ib bt

= Vo | X000 ‘“*ﬁ/ ol ¢

= bCZF (xg)®). (4.32)
Da fiir ¢ # 0 (beachte supp (¥) C]0, oo|):

0
[ E T(at) T(a)
da = 27‘(1[0700[@) da =V 2%1[0,00[(15) = 01[0700[(25),
0 R
folgt analog fiir b € IR:

/ <@g > da = OF 7 Oxalaa)O) (4.33)
0
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7 1 = .
/m < ibx¥(a)e®, g>da = bCF " (xglo,00()(b)- (4.34)
0

Fiir die Berechnung von [ ﬁ < ax@(g) (a)e™, g > da und [ ﬁ < ax@(@)(a-)eib',g > da
R 0
betrachte folgende Zwischenrechnungen:

Fiir ¢ # 0 gilt:

/ 00 (at)da = |17‘ / 10 (a)|da < oo, / 100 (at)da =
R R 0

Da [g(t)| < Cylt]® fiir s > 0 und [t| < 4, folgt:

T a)da < 0.

(4.35)

< C @I fir 0< |t <4,

x(®)!]g(?)

XOllo(®)l i < x®lg)l5 S 14>

Daid*~' € L'([-46,6]) fiir s > 0,ist |x%| € L'(IR). Daher ist <(a, t) — |X|(t)\8$( )| ‘gm ) €
LY(IR x IR) und mit (4.35) folgt daher aus dem Satz von Tonelli, daf ((a, t) — max(t)

8$(at) (t )) € L'(RxIR). Dann folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini (und wegen sgn(a)U (a)
T, da supp (¥) 0, oo|):

1

d
x(t)e® @dti/ (i/d\Il\)(a)da

R

x(t)e ’btggt)dt\/_zﬁ 1(id W) (0)

/ m<axa($)(a-)eib-,g>da = H[ X()eg HZ ) dadt
- / x(t)e™g / a)90 (at)dadt
- 7x<t>ewtg(t>% sgn () 0% (a)dadt
- zxu)e%(t) ey ]! sgn (a) 0% (a)da
/
/



132 KAPITEL 4. REKONSTRUKTION AUF L%, (IR) UND L2, (RR)

_ / ()thg()dt\/_z(ld\ll)()

R

Analog folgt (beachte supp (¥) CJ0, ool:

o0

1 = . ¥ =
/— < axd(V)(a-)e™, g >da = /X ePg /8\11 (at)dadt
a
R 0

0

Es wurde also gezeigt:

ﬁ < ax@(@)( e g > da = /% < ax@(@)(a-)eib',g > da = 0. (4.36)
0

Mit der Rechnung am Anfang des Beweises und (4.31), (4.32) und (4.36) folgt damit (mit
Satz 2.6.2):

/ Wil gy = —570x9) - 4077 ()

|al
= —ZF Y(0xg) +ZF ' (0(x9))
= F '(0xg + x0g — dxg) = F *(xI9)
f
und mit (4.33), (4.34) und (4.36) folgt (mit Satz 2.6.2):

lal

1 /W‘I,f a, ld = —F 7 (0x91[,0f) — 11dF ' (xg1[0,00])
0

= —ﬁ_l(axgl[o,oo[) + 9_1(5(X91[o,oo[))
= FH0xg10,00[ + XO(910,00]) — OXG1[0,00[)
F H(x0(91jp,00p)) = [
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Definition 4.3.6. Fiir f € L>(IR) sei der Operator T': L*(IR) — %€ (IR) definiert durch
id
s / F(t)dt.
0

Das folgende Korollar zeigt, wie sich aus einer bekannten Darstellung der Form f =
Z 1 (x0%) mit g € L*¥(IR) gemiR Lemma 4.3.3 fiir f mit kompakten Triger weitere
Darstellungen fiir f herleiten lassen.

~

Korollar 4.3.7. Fir f € #'(IR) mit supp (f) C [—r,r], 7 > 0 gebe es ein o € INy und ein
g € L>*(IR) mit
f=F"1(x0%)

fir x € Z(IR) mit supp (x) C [-r — d,r+ 4], 6 >0, X|[7TT]E 1. Dann gilt fir 8 € IN :

f=F (0P (TPg -1, 5,49)) -

Beweis: Sei ¢ € Z(IR). Dann gilt (beachte supp(x) C [~ — §,7 + 4], = ' (px) C
[—r — 0,7+ 6], | € INy) :

<o, X (TPg - 1 pspye) > = (1) <0 (0x), TP9 - 1-rsr g >

= (—1)et / " (o) (VTP (t) - 1y (t)dlt

e / 0+ (o) () TP g (1)t
(—1)*TF < 0°tP(px), TP g >

= (=1)* < 9*(px),0°(TPg) >= (-1)* < 9*(px), g >
= <@, x0% > .

Daraus folgt
FH (x0T (TPg - 1r_spi)) = FH(x0%) = .
Lemma 4.3.8. Es gilt fir f € L*(IR) und o, 5 € Ny mit f > « :

1. 9°f = 9PThf.

2. T(1pp,0olf) = Lo T(f)-
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Beweis:
1. OTf = f, = 0°TPf = f, also gilt:
0°f = 0°(0°TP(f)) = 9°(0°TP(f)) = 0°(T7*(f)).
2. Sei z € IR. Es gilt:

T(Lpp,0rf) () = / 1[o,m[(t)f(t)dt={ of = lpeo(@)T(f)(2),

also gﬂt T(l[o,oo[f) = 1[0’OO[T(f).

Die Vermutung liegt nahe, daf fiir die Funktion faus Satz 4.3.4 gilt, dak deren Spektrum
nicht negativ ist. Das soll im folgenden Lemma bewiesen werden:

Lemma 4.3.9. Sei f € '(IR) mit Spektrum in [—r,r], r > 0. Es gebe ein o € Ny und
ein g € L*(IR) mit

f=F"(x0")
fir x € Z(R) mit supp(x) C [-r — 6,r +46], 6 > 0, X‘[_M]E 1. Dann hat f =
FH(x0*(1j0,0009)) Spektrum in [0,7]. Ferner gilt fir ¢ € #(IR) mat supp (¢) C [0, col:

<o, f>=<op,f>.

Beweis: Betrachte x,,x_ € (IR), supp (x+) C [0, 00, supp (x—) Cloo,e], 0 <e < %
mit x4 + x- = 1. Sei ¢ € #(IR) mit supp (¢) C IR\ [0, r]. Dann gilt:

supp (px-) C ]—00,0],
supp (¢xy+) C ]r,o0l.

Daher gilt:

supp (0% (xpx+)) Clr,00,  supp (0%(xpx-)) C] — o0, 0[. (4.37)

~

Da supp (f) C [—r, 7], folgt mit (4.37):

<o f> = <pxp f>+<ox,f>
= < oX+:X0"(Lpp,00[9) > + < oX—, X0 (L[0,009) >
= (=1 < 0%(xX+)s Loog > +(=1)* < 0%(xX-) Ljo,0019 >
= (=1)* <0%(x¢x+), 9 >=< X¢X4,0% >
= <gx+ f>=0.
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Also gilt
supp (f) € [0, 7).
Sei jetzt ¢ € #(IR) mit supp () C [0, oo[. Dann ist supp (0*(¢x)) C [0, oo[ und daher:

<o, f> = <o x0(Lpwg) >
= (=1)* <9%(¥x), Lp,00[9 >
= (-1)* < 9%(¢x), 9>
= <, x0% >=< go,f> .

Bemerkung 4.3.10. Satz 4.3.4 zeigt, dak wenn f die Darstellungen
f=F 1(x10%) = F (x20%¢2)

fiir ein o € INy mit x1, X2, 91, g2 Wie in Lemma 4.3.3 besitzt, gilt:

0* (Z71 (x10*(1p,coi91))) = 0% (F 1 (x20%(10,00(92)) ) -

Nach Lemma 4. 3 9 haben x10%(1j 00[91) und x20%(1[0,00(92) kompakten Triger, weshalb die

I

Funktionen .Z ' (x10%(1jp,c0[g1 ) und ' (X20%(1j0,0092)) €*°(IR) - Funktionen sind (s.
Satz 2.5.9). Daher gilt also

F (x10*(Lppopg1)) = F ' (x20° (Lp,00[92)) + Pa

mit p, € I,_;. Die Funktion f (bei gegebenem y und g) ist also durch f bis auf ein
Polynom vom Grad o —1 eindeutig bestimmt. Insbesondere hat f nach Lemma 4.3.9 nicht

negatives Spektrum und < ¢, fv>:< ®, f> fiir Funktionen aus .#(IR) mit nicht negati-
vem Trager. Dies sind die wesentlichen Eigenschaften (bis auf Faktor 2) des analytischen
Signals. fbietet sich also als Kandidat fiir eine Erweiterung des analytischen Signals auf
Distributionen an, deren Trager die Null enthélt. Im Folgenden sollen aber erst noch weitere
Eigenschaften betrachtet werden.

Lemma 4.3.11. Sei f € .%'(R) mit supp (f) C [=r,7]\] = ro,7o[, 0 <70 <7, 7 € R und
f=F"(x0")

fir ein o € Ny und g € L>®(IR) und x € .#(IR) mit supp (x) C [-r — 6,7+ 6], § > 0 und
X|[—'r o= 1. Dann existiert fir 0 <e <o ein g € L>*(IR) mit

9

‘ [—rote,ro—e] )

so daf
f=7"(x0%9).
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Beweis: Sei xo € .7(IR) mit supp (xo) C [=7r0o+ 5,70 — 5], Xoh =1.Da [-ry+

—ro+5,m0o— 5[

=10 — 5] N ([=r,7]\] = ro,70[) = @ und X‘[_M]E 1, gilt fiir ¢ € L(IR) :

0 = <xop,f >=<xo0p, X0 >=< ¢, xox%g >
= < (JOaXOaag >,

d.h.:

X00%g =0 (in Z'(R)).
Dann gilt nach Korollar 2.4.11 fiir x € .(IR) mit supp (X) C]—ro+5, 70— 5|, >~<|[—ro+s ro—e] =
1: ’

5(/9 = %paa Pa € Iy—1. (438)
Setze

g =g pal[—r—d,r+5]-

Dann gilt fiir p € Z(IR) :

<@, F1(x0°9) > = < F Ho)x,0° > (4.39)
= < Z (o)x,0% > — < F (@)X, 0 (Palimr—s,r1a) > -

Da supp (x) C [-r — §,7 + 4], ist supp (0%(F *(¢)x)) C [-r — 6,7 + 4], also gilt:

< Z7H )X, 0 (Palimr26rt26) > = (=1)* <O*(F T (©)X): Palimr—brte) >
= (-1)* < 0(F H©)X)Pa >=< F (@)X, 0%Pa >
— O7

da p, € II,_1, und daher 9“p, = 0.
Also folgt aus (4.39):

<@, F '(x0%7) > = <F p)x, 0% >=< ¢, F (x0%) >
<, f>,

d.h.
=21 (x0°9).

Ferner gilt (beachte %him teroe] 1):

a‘ [—ro+e,ro—¢] = (%§)|[—ro+s,ro—s]
= (?9-?%)‘[ =0

—ro+e,ro—¢|

wegen (4.38) .
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~

Korollar 4.3.12. Sei f € #'(IR) mit supp (f) C [—r,r]\] = 70,70, 0 <710 <7, 7 € R und
f=7"x0")
fir ein o € Ny und g € L*(IR) und x € S(IR) mit supp (x) C [-r — 4,7 + 6], § >

0 und X|[_M]E 1. Fir 0 < e < ro und g € L*°(IR) aus Lemma 4.8.11 gilt mit [ :=
F 1 (x0*(1jo,0009))

-~

supp (f) Clro — &, 7 + 4.

Beweis: Nach Lemma 4.3.11 gilt fiir g : ﬁ‘[_rﬁs ro—e]= 0 und f = ZFH(x0°9). Sei
¢ € Z(IR) mit supp (¢) C IR\|ro — &, + 26]. Dann gibt es ¢, 1 € 7 (IR) mit @y + 1 =
¢, supp (o) C] — 00,79 — ¢] und supp (1) CJr + 4, 00[. Seien xo, x1 € €*(IR) mit

Supp (XO) C] ) 0[ ’ X0|]foo,75]E 1

supp (x1) € [=&,70] , X1, o= 1
und (xo + Xl)‘],s o= 1. Dann ist

1.

supp (Xo + x1) €] = 00,70], (X0 + x1)},

—00,ro—¢]

Da supp (o) C| — 00,79 — €], gilt o = Xo¥o + X1p0- Daher gilt:

<o, f> = <Xopo+ X100, X0 (Lo,00@) > + < 01, X0 (Lo,00(d) >
= (=1)* <9*(xx0%0)> Ljo,c0[g > +(—1)* < 0% (xX1%0), L[0,00[g > (4.40)
+ < X¥P1s aa(l[O,oo[g) >
Da supp (1) C]r + 9, 00[, supp (x) C [-r — 6,7 + 4], gilt:
p1x = 0. (4.41)
Ferner gilt:
supp (0“(xXo®0)) C ] —00,0],
supp (0 (xx1¢0)) C [—¢,7m0 —€].
Daher ist
< aa(XXO(PO)a 1[0,oo[§ > = 05 (442)
< 0*(xx1%0), lpo,cd > = 0,

(E‘ [—ro+5,ro—€]E 0)
Aus (4.40) folgt damit mit (4.41) und (4.42):

<90,f>=0,

~

und damit supp (f) Clro — e, 7 + 4]
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Korollar 4.3.13. Sei f € '(IR) mit supp (f) C [—r,7]\] — 7o, 70[, 0 < 79 < 7. Es gebe
ein o € Ny und g € L*(IR) mit

f=7"(x0%)
fir x € Z(IR) mit supp (x) C [-r—46,r+4],0 > 0, X|[—r = 1. Dann gilt mit g aus Lemma
4.8.11: ’

~ 1

Ji= 7 (0" (o) = 55(9)

Beweis: Aus Lemma 4.3.11 folgt fiir g : ’g“‘[img ro_q= 0 fiir 0 < & < 7o. Da {0} &

supp (f) ist S(f) gemék Definition 3.1.6 (bzw. Definition 3.1.2) definiert, d.h. mit x; €

¢*(IR), supp (x4) C [¢',00[, 0 < &’ < "=, X+|[gs',oo[5 1, und

X0 = X+ + X3
ist
S(f) = f+ F (sen(id)xo/)-
Damit gilt
S(f) =27 ' (x+ ), (4.43)
da wegen f: XOJ? folgt:

~

S(f) = f+ 9‘1(Sgn(id)2<of) )
= F (s +xDf+ 0 —xDS)
= F7'2xf) =277 (x+ ).

-~

Sei ¢ € Z(IR). Nach Korollar 4.3.12 gilt supp (f) C|ro + €,7 + 6] und daher (beachte
%5/ <7ro—¢, X+‘[7‘g—s,oo[5 1):

~

<o f> = <o, Z ) >=<F ), f >=< Z o), x+f >
= < ZF7'(0)x+, x0*(Lp,0[9) >
(=1)* < 0*(F (@) X+X) 1[o,00[0 > -

Da supp (x+) C [¢, 00], gilt auch supp (0%(F H(¢)x+Xx)) C [¢',00[. Da &’ > 0, folgt damit:
<@ f> = (1) <o(F(Ox4x),9 >
= <F X+, x0T >=<F ()x+, Z(f) >

= <07 (0D >=< 0. 35() >

wegen (4.3.13). Also gilt f = LS(f).
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4.4 Analytisches Signal und Hilberttransformation auf
L3(R)

In [1] wird eine Funktion g ¢ L?(IR) betrachtet, fiir die gy € L*(IR). Da im allgemeinen

H(9) nicht definiert ist (falls g & .7 (0}): wird dort zunéchst die Hilberttransformation
von (HT betrachtet, die dann als Grundlage fiir eine Funktion dient, die als Hilbert-

transformtaion fiir die Funktion g angesehen werden kann. In diesem Abschnitt wird diese

Idee aufgegriffen, um fiir f € L2 (IR) (C /(IR)) mit (1+ dz), € L*(R) fiir ein | € IN ein

verallgemeinertes analytisches Signal mit Hilfe von S zu definieren:

(1+ d2)l

Definition 4.4.1. Es sei f € L%,(R) und [ € IN, so daR € L?(IR). Dann sei fiir

ke Nmit k> 1:

(1+i d2

Se(f) = (1+id2)tS (ﬁ)

_ a2k -1 f
— 2(1 +id ) F (1[0,oo[f (7(1 —|—id2)k)> ,

H(f) = Q+id)r (W)

= —i(l+id*)kF ! (Sgn(id) 7 (ﬁ)) '

Satz 4.4.2. Es sei f € L, (IR) und | € IN, so dafs 7 € L*(IR). Dann gilt fir k € N

mitk >1:

(1+i d2

L Sk(f) € L3, (R), A4 (f) € L3, (R).

2. f+id(f) = Se(f)

3. Z(Su(f)) hat Triger in [0, oo[.

4. Fir ¢ € S(IR) mit supp (¢) C [0, oo[ gilt: (¢, F(Sk(f))) = (¢,2F(f)) -
5. Ist f reell, so gilt: Re(Sk(f)) = f, Im(Sk(f)) = H&(f).

6. Hat f Triger in [r1,79], 71 < 0 < 79, so hat F(Sk(f)) Trager in [0, rs).

Beweis: Sei f € L2, (R),l € IN, so daR
L*(IR) und es gilt:

(1+i d2)k €

it dz), € L*(IR). Dann ist fiir k > |
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1. Da fiir g € L2(IR) S(g) = 2% (1jp00Z (9)) € L2(IR) und %( ) = —iZ (sgn(id) -

Z(g9)) € L*(IR), ist damit S (sz)k

il € L2 und 250 € 12,

) € I2(IR) und %”( ) € L2(R). Also ist

(1+id?)*

. Sei ¢ € Z(IR). Es gilt:

<, f+iH(f) >
=< ¢, (1+id?)* (ﬁ + F! (sgn(id) - F (#)))

>
—< (1 +id?)ryp, Z (ﬂ (m) +sgn(id) - & ( T )) >

=< Z 1 ((1 +id)ky) . F (m) +sgn(id) - # (

=< Z7 (1 +id")*¢) ,2 Lo (m) ”

=< (1+id*)fp,2- 7! (1[0""’[9 (ﬁ)) g

=<, 2(1+id)FF ! (1[0,00[? (ﬁ)) >
= Sk(f),

also f + iJ4,(f) = Sk(f) (in obiger Rechnung macht die Multiplikation mit 1jg
Sinn, da die entsprechende Distribution eine Funktion aus L?(IR) ist).

)

Es gilt fiir ¢ € #(IR) nach Lemma 2.6.2 Z (0"¢) = (iid)"p, = id"p = (—i)"F (0" ).

Weiter gilt:
k
k .
1+id*)* = - ) id¥.
(1+id%) Z ( ; )1
7=0
Sei ¢ € Z(IR) mit supp (¢) C] — 00, 0]. Dann gilt:

<@, F(Sk(f) > = <@, S(f)>

= < @,2(1 +id2)k971 (1[0,00['9 (m ) >

)
= < (1+id)¢p, 2 (1[0,00[34‘ (%)) >

1+ 1id?)k

k PSR _
(5) ors oo i)
k T _ f
3 ( j ) (1) < Fig, 27 (1[0,oo[f (—(1 +id2)k)> >

J]=

f

I
.
=~ | Mar
o



4.4.

ANAL. SIGNAL UND HILBERTTRANSFORMATION AUF I2,(RR)

k

=0

= 0,
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k . .
_ Z ( j ) (_1)J\< 82J<Pa2 . 1[0,oo[<g~ (ﬁ) >J

-~

=0

da wenn ¢ Tréger in | — 0o, 0] hat, so auch 0" fiir alle n € IN. Damit folgt aber, daf
F(Sk(f)) Trager in [0, oo[ hat.

4. Sei ¢ € Z(IR) mit supp (¢) C [0, c0[. Dann gilt (siehe 3.):

5,2(1 +1id>)* .7 (11000 S
<@+ 57 (10w () ) >

<@, F(S(f)) > =

52(4) e (s k)

J=0

Hat ¢ Triiger in [0, oo[, so hat auch 9% ¢ Triger in [0, co[. Daher gilt:

<0%79,2 1o F (

Also gilt:

< 90’9(Sk(f)) >

f

_ / 0% o(t) 1o 00l (£). F (ﬁ) (t)dt

R

_ / P (1) F (ﬁ) (1)t

R

a1
<, y<(1+id2)k) >

k

() e (o)

Lk ; % f
RN f
Wk f
2 < (1+1id) f(w),7(1+id2)k >
N
2 < Z(p),(1+id) RENTAL >

2<ZF(p), f >

Dabher gilt: < ¢, Z(Sk(f)) >=< ¢,2Z7(f) > .
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5. Sei p € Z(IR) und f reell. Es gilt (siche Lemma 2.6.2):

(1 +id*)kg) = Z((1 +id*)ky)
(1 +id*)ke)V.

F (1 +id*)*g) =

y—l
= F-1

Daraus folgt:

<o, Sk(f)> = 2<3,(1+id)kF 1 <1[O,oo[3?< f 2)k>> >

— -1 s A2k f
= < .F ((1 +id?) QD) ,1[0,00[9 <(1 +id2)k) >
= 2< Z (A TP, Lo F ((1 dez)k) >
= 2 [ 0 D)7 ()
= 2/%—1((1 +id2)k(p)(—t)1[000[(t)9 ((1 +j;d2)k (—t)dt
= 2 [0 F () O
Also gilt:
<o Re(SH) > = <3S+ BulD) >
= [ #0007 (i) ©
+ [ #0007 () O
= [#r0sierons (Gher) ©

= < F Y1 +id) ), Z ((1 +]Zd2)k) >

: f
= < (1+id*)Fe, (LT >=< o, f >,

also Re(Sk(f)) = f.
Nach 2. gilt: f + 74 (f) = Sk(f) =

1 (f) = Se(f) = f = Re(Sk(f)) + ilm(Sk(f)) = f = f +1lm(S,(f)) - f,
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= H(f) = Im(Sk(f))-

6. Habe fTréger in [ry, 7], 1 <0 < ro.
Seien x_,x+ € €°(IR), so dak supp (x_) C] — 00,d], 0 < & < 79, supp (x4) C
[0,00[, x= + x+ = 1. Sei p € L(IR) mit supp (¢) C R\ [0, 75]. Dann gilt:

supp (px-) C |- 00,0],
supp (¢x+) C Jrp, o0l.

Dann folgt mit 3. und 4.:

< 0, F(Sk(f)) >=<ox—, Z(Sk(f)) > + < x4, Z (Sk(f)) >=< x4, F(f) >=0,

da f Triger in [—71,79] hat. O
Die nachfolgenden Lemmata und Sétze beschéftigen sich mit der Eindeutigkeit der Si(f)

fiir verschiedene k € IN. Dabei zeigt das folgende Lemma, daf die Wavelettransformation
der Si(f) fiir verschiedene k£ € IN identisch ist.

~

Lemma 4.4.3. Sei ¥ € #(IR) mit supp (¥) C [0,00[. Dann gilt fir f € L?,(IR) mait

1 €N, so dafs W € L*(R) und (a,b) € (R\ {0}) xR :

WaSi(f)(@b) = 2-Lgoq(@)Wef(ab),
W$Sk(f) (a’ b) = 2 1[0,00[(G)W\I>§f(a’ b),

fiir alle k > 1, insbesondere gilt fir alle k,7 mit k > 1, 7 > 1:
WSk (f) = WaS;(f), WySk(f) = WgS;(f)

auf (IR\ {0}) x IR.

Beweis: Sei (a,b) € (IR\ {0}) x IR. Es gilt:

Waof(a,b) = ﬁ < Ty f o= jm < T, FUE) >
1
= y_l ab,y = T = y\pabﬂg
\/m< (Wap), Z(f) > \/m< (Wop), Z(f) >

Da supp (Z(¥)) C [0, 00], ist supp (F (¥,p)) C [0,00[ fiir @ > 0 und supp (F(¥,p)) C
| — 00, 0] fiir @ < 0 und daher nach Satz 4.4.2 fiir k > [ :
F@u), () > ,a>0

<T@ Fsu) >= | 7= T o
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Also gilt:
W (Sk(f))(a,b) = 7d<@@&m>—jm<ﬂ*< ), F(Su(f) >
= \/lm < FWap), Z(Sk(f) >= 2 Ljg 00 (a) Wy f(a, b).

Die Aussage fiir Wy Sk(f)(a,b) folgt analog und der letzte Teil der Behauptung ist eine
direkte Folgerung.

U
Lemma 4.4.4. Sei f € .. Es gebe ein k € IN und ein 6 > 0, so dafy F# (W) Trager
in R\] — 9, 8] hat. Dann gilt < gp,f(
supp () C [—6,4].

ﬁ) >=0 fur 0 < j <k und ¢ € L(IR) mit

Beweis: Sei ¢ € .7(IR) mit ¢ hat Triger in [—4, §]. Dann hat auch d'¢ Triiger in [, d]
fiir [ € IN, also auch ¢ — 98*p. Da fiir ¢ € " und x € Z(IR) (mit 2.6.2)

< x, F(id%) >=<id?), ¢ >= — < Py, ¢ >= — < 8y, F(C) >,
gilt:

f B (1+id*)f
<%9(a:ﬁm:)>-'<%f(u+wy)>
_ f o
= < F ((1+id2)k> >4+ <@, F (1d (1+id2)k) >

_ f o f
"<%y<u+ww>> <a%y(a+ww)>

f
— 2 _—— —_—
= <p—0p F ((1 id2)’“> >=0

Also gilt die Behauptung fiir j = k — 1. Induktiv folgt, daf die Behauptung fiir alle j mit
0<j <k gilt.

U
Der folgende Satz gibt Bedingungen an f und %, j € INy an, so da Si(f) = S;(f) gilt.

Satz 4.4.5. Sei f € L2 (IR) und | € IN,s0 daf R d2, € L*(IR). Es gebe ein kg € IN, ko >

l, und ein 6 > 0, so dafy F (m) Trager in IR\] — 0, 9] hat. Dann gilt:

Sk(f)=S;(f) Vk,g mitl <k <ko, I <j<ko.
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Beweis: Seip € Z(IR)und! < k < kq. Es existieren x_, x5, x+ € -7 (IR) mit supp (x_) C
] — 00, O]a supp (X+) - [05 OO[: supp (X&) - [_5: 5] mit

F @) = X— + Xo + X+
Daher gilt:
<@, 8(f) > = < F(FH9), Self) >=< F 1 (p), Z(Sk(f)) >
< X— F(Sk(f)) > + < x5, Z(Sk(f)) > + < x4, F (Sk(f)) >

Nach Satz 4.4.2 gilt:

< X—’y(sk(f)) >= 0’ < X-I-’y(sk(f)) >=< X+, Qﬁ(f) >

Weiter gilt:

< xS > = < Flxa).Slf) >
= < F(0), (1 + i) F (1P (ﬁ)b

= < F(xs)1+id*)*, F (10 F ((14—%2)’9)) >

= JX; ( f ) (1) < Z(07x5), F (1p,0olF (m)) >

J=0

Da .7 ( € L*(IR), gilt aber:

(1+id?)k )
< 0xs, ool # | =z aQJXJ Ljo,c0[(8)-F sz (t)dt =0,
(1+ 1d (1+1id*%)

da 0% y;(t) Triger in [—§, 6] hat und .# (
Also gilt:

— d2)k) nach Lemma 4.4.4 Triger in IR\] — 6, .

< Xs,-Z (Sk(f)) >=0.
Daher gilt insgesamt:

<@, 8(f) >=<x4,27(f) >

Da k in obiger Rechnung nur die Bedingung [ < k£ < kg erfiillen muf, gilt daher auch fiir
k<j < ke
< o, Sj(f) >=< X+72y(f) >
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und damit
<, S(f) >=<x4,27(f) >=< ¢, 5;(f) > .
Da ¢ beliebig ist, bedeutet dies:

Se(f) = S;(f) fir 1 <j <k, I <k < k.

Fiir eine allgemeinere Aussage werden wieder einige Hilfssétze benotigt:

Lemma 4.4.6. Es gilt: #Z71(0'0y) = % in ' (R) fir | € IN,.

Beweis: Seily € INg und ¢ € #(IR). Aus Lemma 2.5.13 folgt: .# (1) = v/2mdy. Also gilt:

F1(5,) = \/LQ_W in 7(IR).

Dann folgt mit Satz 2.6.2:

<, F7H06) > = <. FHp),0'6 >=(-1) <" F ), d >
(—1)! < it Z 71 (id"p), 8y >= (—i)! < id'p, F71(8) >
<y (—did)? .

) \/ﬁ )

also gilt
(—7id)!
V2

F1(86,) = in .#'(IR).

Lemma 4.4.7. Es gilt fir j € N und ¢ € .Z(R) und g € €/ (IR) :

/Wso(t)g(t)dhZ(—l)”la"‘l‘l@(ﬂ)alg(())+(—1)j/s0(t)8jg(t)dt-

Beweis: Beweis durch Induktion:
Fiir j = 0 gilt die Behauptung trivialerweise.

J—7+1:
Dann gilt mit Hilfe der Produktintegrationsformel fiir g € 71! (IR) :

/ (gt = Fot)gt)| - / & (1) (1) dt
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o0

— ~06(0)9(0) - [ Dpl02g(0)at.

0

Da dg € €/ (IR), folgt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:

/ FHo(t)g(t)dt = —dp(0)g(0)

S () (0 9g(0) — (~1) [ et gty

= —0¢(0)g(0)
3 (-1 p(0)g(0) + (—1)7* / o607 g(t)dt

a—1 i
Korollar 4.4.8. Fs gilt fiir € Ng undp € I,y mitp=)_ ¢jid’,¢; € C,j=0,..,a—1:
§=0

a—1
0*(Lpeop) = Y _cd* 6 in ().
=0

Beweis: Sei ¢ € #(IR). Dann gilt mit Lemma 4.4.7:

oo

<9, 0%(Lpeop) > = (—1)* < 0%, L0p >= (—1)“/5%(75)19(75)6175
0

= (—1)0‘&2(—1)”16“”so(O)alp(O) + / p(t)0"p(t)dt.
1=0 0
Da p € 11, gilt: 0*p = 0. Ferner gilt:
'p(0) = .
Also gilt:

<9,0*(Lpeop) > = (=1 (=1)F'0*y(0)c
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a—1

= (-1)*) (-1 <0, a8 >
=0
a—1
= (-1 Z(—l)lﬂ(—l)“*l*l < @, 0% 1l >
=0
a—1

Damit gilt
a—1
0*(lpoop) = Y ad*''6  in Z'(R).
=0

O

Der folgende Satz beweist nun, da® sich fiir f € L*(IR) N L>(IR), k € Ny Sx(f) von S(f)
nur durch ein Polynom (vom Grad 2k — 1) unterscheidet.

Satz 4.4.9. Sei f € L'(IR) N L*(IR), k € INy. Dann gilt mit

dap hy € €*(IR) und

2k—1
Se(f)=8(f)+ > aid  inL2,(R)
=0
mit
= 20 zk: ( K ) (=1)7 9% h(0), 1=0,.,2k—1
var T\ | .
J=1+]3

(hier sei [| die ,Gauf-Klammer”, d.h.: fir x > 0 sei [z] := max{n € No|n < z}).

Beweis: Da f € L'(IR)NL2(IR), ist isdsr € LY (IR) N L2(IR) fiir | € Ny mit 0 < | < 2k.

Aus Satz 2.5.2 folgt damit, da hy, € ¢2*(IR) und &7hy, € 6 (IR), j =0, .., 2k.
Mit Lemma 4.4.7 folgt hieraus (mit Satz 2.6.2):

<o PG> = <7 ((1 +id2)E gt (1[0,00[9 (L») >

(1 +id?)*
= <y, F (
J

( f > id¥ -1 (1[O,oo[hk:)> >

k

0
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- zk;(j’;o)u)f«oa (loeihs) >
- Z( )y 7 9 (1) (1)
_ jko(;‘?)(—l)j(oij()l( 1109 0)8 i 0)




150 KAPITEL 4. REKONSTRUKTION AUF L%, (IR) UND L2, (RR)

Also gilt (mittels Umsummierung):

k

<P > = () (Z(—1>l+162j—1—%o<o>alhk<o>>

j=1 =0

- () v (i(—1>lalso<o>a%—1—lhk<o>)

7j=1
+ <, l[O,oo[f >

2k—1 k

-y > <’;)(—1)J’+’a%—1—lhk(o) 0'p(0)

=0 sy

L <o F(S() >

2
2k—1
1
= Y di<dp,0>+< @aif(s(f)) >
1=0
2k—1
1
= (-1 <, > + < g, S F(S() >
1=0
: a k i+ 52j—1—1
mit dy == ) ) (1) o% =g (0), 1 =0, ., 2k — 1.
=g
Daraus folgt mit Lemma 4.4.6:
2k—1
<o, S(f) > = ) 2di(-1) <, F(8'6) > + < ¢, 5(f) >
1=0
2k—1 .
(—iid)!
= Z2dl(—1)l<gp, >+<Q0as(f)>
"o V2
2k—1
= <05+ Y 2 gy >
=0 V2m
2k—1

= <8N+ aid >
=0

mit

2 2 & .
= 2 > (@)(—1)”1821”@(0), 1=0,.,2k— 1.
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Damit folgt also
2k—1

Se(f)=8(f)+ > cid  in . (R). (4.44)

1=0
Da in (4.44) alle Funktionen aus L?, (IR) sind (beachte Satz 4.4.2), gilt (4.44) auch in
L3 (R).
U

Als Folgerung daraus ergibt sich, daR fiir Funktionen aus L? (IR) und k,k; € INy mit
k > ko, ﬁ € L'(R) N L*(IR) Sk(f) von S,(f) nur durch ein Polynom vom Grad
2k — 1 unterscheidet:

Korollar 4.4.10. Sei f € L% (IR), ko € Ny, so daf m € L'(IR) N L*(IR). Dann gilt
fiir k € INg mit k > ky:
Se(f) = Sko(f) + ok in L, (R)

mit p € Tlgg 1.

Beweis: Nach Satz 4.4.9 existiert fiir j € INj ein p; € IIy;_; mit

S (%) =S <#> +p; in L2, (IR). (4.45)

1 +id?)ko (1 +id?)ko

Daraus folgt fiir ¥ € INg in L2, (IR):

f
_ N f . « 12vko . 12\k—ko (1+id*)*o
Se(f) = (1 +id%)"S <7(1 +id2)k) = (14id")™(1 4+ id*)"*~™S (—(1+id2)kk0>

_ - 12\ ko f _ : 12\ko f
= (1 +1id ) Slc—lcg (7(1 n id2)k0> = (1 +id ) (S ((1 n id2)k0) +pk_k0)
= Sko(f) + (1 +1d*)*p_ky =2 Sko (f) + pr

mit py_g, € yk—ko)—1 nach (4.45), also py € Hyy_;.
]

Schlieflich folgt sogar, dak sich S (f) (k > ko, ko geeignet) fiir f mit kompakten Spektrum
auch von 2 - f aus dem vorherigen Abschnitt nur durch ein Polynom unterscheidet.

~

Satz 4.4.11. Sei f € '(IR) mit supp (f) C [—r,7], r > 0. Sei x € L (IR) mit supp (x) C

f)cl
[—r — 20, r + 26, X|[—r—16r+15]5 1 und f = .Z Y(x0%) fir ein g € L®(R), a € INgy. Mit
4™ 4

ko = { , o gerade

, @ ungerade (4.46)

=}
[V NENT o)
—
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folgt f
2 00
m ecL (IR) NL (IR)
und B
2f =27 1 (x0" (1jo,019)) = Sko(f) + Pa
mit

c I, 1 , a gerade
Po I, , o ungerade °

Beweis: Wegen Korollar 4.3.7 gilt mit gy := 1|, 25,4269 und Satz 2.5.13 und Lemma
2.6.2:

f = F 0w = T 0 F 0w = L) (40 )
- = n[ F0(8)id - ) F (o) id — D)t
- X n[ f_l(x)(t)g (&) qotia -ty
- UL Z () n[ (0% 37100 ()7 (90) i — 1)
- UL (¢ ) (a5 00+ # o, (4.47)

Mit Z7'(x) € L(R) ist auch (—id)* 7 F'(x) € L(R) C L'(R) N L*(IR). Da gy €
L®(IR) und gy kompakten Triger hat, ist insbesondere g, € L'(IR) N L*(IR) und daher
F Yg) € 6(R) N L2(IR) C L*°(IR) N L?*(IR). Aus Satz 2.2.5 folgt dann, dak

(—1d)*.Z 7 (x)) * F ' (90) € L=(R) N L*(IR).
Daraus folgt mit (4.47):

f 2

——— € L*(R) N L*(IR).

1+ [id|* () ()
Aus der Definition von k, folgt (s. (4.46)), da®

2kO 2 «,
also gilt
1+ Jid|* < 2(1 + |id[?*) < 2(1 + [id[*)*e.

Mit

f

T e
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folgt
2|f]
1+ [id|*

|h| < € L%(R) N L*(R),
also h € L*(IR) N L*(R).
Es gilt mit Lemma 4.3.8 und Lemma 2.6.2:

~ ~ ko /1 .

J o= xF=xZ(+i)h) =xF (3 ( i ) id*h)

7=0

_ xf: ( ]‘;.O )ﬁ(id%h XZ( ) 1Y e?7h
- XZ ( ko ) 1)79%ko (T?0=27]) = y 9o (Z ( /’;0 ) (_l)jTQko—Qj'fl> '

=0
Véllig analog folgt (wiederum mit Lemma 4.3.8):

XZ(Sk(f)) = xZ((1+id*)*S(h))

ko
J

Mit g := Zf":O ( > (—1)4Tko=2p, gilt also:

> ke~ x0%g , a gerade
f=x0"g= { x0°t'g , o ungerade ’ (4.48)

- 2x0*(110.00[9) « gerade
_ 2ko _ [0,00] )
XF (ko () = 2X07 (1pp.00(9) = { 2x0°" (1j0,00[9) , « ungerade (4.49)
Mit Korollar 4.3.7 folgt:
f x0%g = x0* (91 —r— 25r+25]) aa+1(T(gl[—r—26,r+25]))- (4-50)

Wegen (4.50) und (4.48) gilt also:

x0% = x0%g fiir a gerade,
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Xaa+1(T(gl[—r—6,r+5])) = x0*"'g fiir o ungerade.

Nach Korollar 2.4.11 gilt dann fiir ¥ € 2(IR) mit ¥ = 1 auf [—r — 2,7 + 2], supp (X) C
[—r — 6,7+ 4]

X9 = Xgl[-r—287+20) = Xg + Xp1 in L(IR) mit p; € Ilo1, (4.51)
bzw:

X9 = XT(91[-r—265+26) = Xg + Xp2 in L¥(IR) mit p; € Tl,. (4.52)
Es sei xo € .(IR) mit supp (xo) C [-r — 2,7+ 2], x0|[_r_é o= 1. Sei ¢ € Z(IR). Dann

4’ 4
gilt supp (xop) C [—r — 2,7 + ] und daher
i 56
supp (0%(xop)) C [—T — 3"t 5]

Daher gilt
0*(xo9) = X9* (Xx0¥)-

~

Betrachte den Fall « gerade: (supp (f) C [0, 7] nach Lemma 4.3.9 und xo = x0 - X) :
<@, f> = <oxo, f >=< X0, X0 (1jp,00[9) >= (=1)* < 0%(¥X0)5 L[0,00[9 >
= (=1)* < 0%(¥x0)X> 10,0009 >= (—1)* < 0*(¥X0)s X10,00[9 > -

Wegen (4.51) gibt ein p; € I1,_1 mit

X 10,0019 = X110,00[9 + X1[0,00[P1

so daR (wiederum wegen supp (8%(¢xo)) C [-r — 2,7 + 2] und SZ|[_T_5 e 1) gilt:

<, f> = (-1)°*< 9%(x0)5 X10,00[9 >= (—=1)* < 9% (¥X0)> X1[0,00[9 + X1[0,00[P1 >
(=1)* < 0%(¥x0), 0,009 + 1[0,00[P1 >
= < X0, 0*(Lj,00[9) > + < ©X0,0%(1[0,00[P1) >

1 ~
= < PXo, §X9(5ko(f)) > + < X0, 0%(Lp,00[P1) >
(beachte (4.49)).

a—1 .
Mit Korollar 4.4.8 folgt mit p; = ) ¢;id’, ¢; € C, j=0,.a —1:
=0

a—1

~ 1 .
<, >=<ox0, 5xF (S (£) > + < ox0, D 0770 >
=0
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Ist « ungerade, so folgt wegen (4.52) vollig analog, dak ein py € II, existiert, po =

did’, d; € C, j =0, .., mit (beachte Lemma 4.3.8 und supp (X) C [-7 — 6,7 + §]):
2 % j
]:

X110,00[T (91 1—r—5r+6]) = XT (110,00[9) = X1[0,00[9 + X1[0,00[P2

und daher (supp (0%(¢x0)) C [-r — %ﬂ" + %]) :

<o, f> = <oxo f>=< oxo, x0T (T (1p09)) >= (—1)*+ < 8*(¢x0), T(1j0,0019) >
= (=1)**" <0 (ex0)X, T (Ljo,00i9) >= (=1)*" < 0* (ox0), XT (1[o,0009) >
= (=1)*"" <8 (¢x0); XLio,00d + 1[o,00[P2 >
< X0, 0*M (1jo,009) > + < X0, 0% (1j0,00P2) >

1 N
= < ox0, 2XZ (S (f)) > + < ©x0, 0T (10,0002 >
2

1 < .
= < ox0 57 (Ska(f)) > + < X0, ) dj0" I8 >

2 par
Also gilt (< ¢xo, Z (Sk, (f)) >=< ¢, Z (Sk,(f)) >, beachte Satz 4.4.2 6.):

<@, QSko(f) >+ <9, F HxoXjog 0" 1 98) >, a gerade

< @, QSko(f) >+ < @, y_l(xo Z]—O d 0%~ .750) e ungerade (453)

<<p,f>:{

(obige Rechnung mit .Z ~! () anstelle von ¢).
Fiir ( € Z(IR) gilt fiir | € INg :

<G I (x00'0) > = < F ), x00'0 >=< F 7 ({)x0, 0'60 >
= (=)' < (F "()x0): 0 >

I
DN G ESGIOTET)
7=0

Aus der Definition von xq folgt, dak xo(0) = 1, 0"x0(0) = 0Vn € IN. Also gilt:

<, F Hx00) > = (=1)'0"ZF 1HO)(0) = (-1 < d"F (), >
< F (), 0'6) =< (, FH(0'6) >
d.h. es gl]t 52*1()(06’(50) = 57*1(6%50)
Da nach Lemma 4.4.6 .# ~1(0'5) = “d) fiir | € INy, folgt schlieRlich mit ¢; = (—7)*~ 17 72

ver’
j=0,..,a—1, d = (—4)*" jj—, 'zO,..,aaus (4.53):

< 0,55k (f) >+ < 0,205 Olc'ﬁda 7 > | o gerade

<o f>= o :
20 { <<,0,25k0(f)>—|-<g0,2] Odld J> | o ungerade
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Mit 1
pri= Gid* 'V €T,y und pp =Y djid*7 €11,
j=0 j=0
gilt also

f Sk (f) +p1 , a gerade
5k (f) +p2 , & ungerade ’

dh. f= =Sk, (f) +p mit p € T, fiir & gerade und p € II,, fiir & ungerade.



Kapitel 5

Komponenten

Ziel dieses Kapitels ist die Bestimmung von Komponenten (vgl. Anfang von Kapitel 3)
eines gegebenen Signals mit Hilfe der Wavelettransformation. Eine (physikalisch) sinnvol-
le Komponentenzerlegung sollte zwei Bedingungen erfiillen. Zum einem sollte die Summe
der Komponenten identisch mit dem Ursprungssignal sein, zum anderen sollte die Wa-
velettransformation einer Komponente in einen (bzgl. der Frequenz) begrenzten Bereich
im Zeit-Frequenz-Raum lokalisiert sein und dort (bis auf einen vernachlissigbaren Fehler)
mit der Wavelettransformation des Signals iibereinstimmen. Die Wavelettransformationen
der Komponenten stellen somit eine Zerlegung der Wavelettransformation des Signals dar.
Daher dient eine Zerlegung der Wavelettransformation des Signals als Grundlage fiir eine
Definition der Komponenten. Die entsprechenden Bereiche im Zeit-Frequenz-Raum erhalt
man iiber die Zusammenhangskomponenten der wesentlichen Beitrige der Wavelettrans-
formation des Signals.

Ohne weitere Voraussetzung an die Wavelettransformation kann eine Zerlegung der Wa-
velettransformation in Zusammenhangskomponenten im Zeit-Frequenz-Raum zu Zusam-
menhangskomponenten fiihren, die bzgl. der Frequenz nicht eng begrenzt sind, d.h. das die
Wavelettransformation bzgl. der Frequenz innerhalb einer Zusammenhangskomponente in
einem weiten Bereich des Zeit-Frequenz-Raumes einen wesentlichen Betrag hat. Es 14t
sich dann mit dem weiter unten vorgestellten Verfahren immer noch eine Komponente die-
ser Zusammenhangskomponente der Wavelettransformation zuordnen, die die gewiinschten
Eigenschaften hat (bis auf die Lokalisierung bzgl. der Frequenz), jedoch ist dann die Zuord-
nung einer Momentanfrequenz fiir diese Komponente im allgemeinen nicht mehr sinnvoll
(s. Einleitung).

Der erste Abschnitt beschéftigt sich mit der Herleitung anhand eines einfachen Beispiels
und der daraus folgenden Verallgemeinerung.

157
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5.1 Herleitung und Definition von Komponenten

Die Grundlage fiir die Definition von Komponenten bildet die Morlet-Rekonstruktionsformel
(Satz 3.5.1), nach der fiir f € L'(IR) N L*(IR) mit f € L*(IR) und b € R gilt:

ﬂ@:c Wﬁde,nc ¢_/|ﬂ (5.1)

fir ¥ € Z(IR) mit % € LY(IR). Falls f und U reell sind, so gilt (s. Bemerkung 5.3.6):

Wy f(—a,b) = Wi f(a,b) fiir (a,b) € Ry x IR.

Man kann sich also im Fall von reellen Signalen bei der Wavelettransformation auf die
positiven a—Parameter beschrinken und fiir die Morletformel gilt (vgl. Korollar 3.5.4):

1 [ Wyf(a,b) +Wf(a,b)

la|

f(0)

Ry

Sind ]\7@ C IR x (R\{0}), j € Z mit Z C IN geeignete Indexmenge, paarweise disjunkte
Mengen mit |J M; =R x (IR \ {0}), so folgt aus obiger Formel mit

jez

fitR >R, b»—)é / Wi/ (a, b);'W*f(“ Y e, je 7, (5.3)
p2({b} xR+ NM;)
dak gilt:
Y fi=f
jez

Die Mengen M;, j € Z werden spiter wie oben dargelegt, einer Zerlegung des Zeit-
Frequenzraumes entsprechen, so dal der Zeitparameter der ersten Koordinate entspricht,
der Frequenzparameter der zweiten Koordinate. Bei der Wavelettransformation ist der er-
ste Parameter dem a - Parameter, also dem Frequenzparameter zugeordnet, der zweite dem
Zeitparameter.

Mit Hilfe der Morlet-Rekonstruktionsformel (5.2) kann man also auf einfache Weise eine
Zerlegung des Signals in Teilsignale definieren, deren Summe das urspriingliche Signal er-
gibt. Wie anfangs begriindet, wiahlt man die Mengen M; so, daff die Wavelettransformation
des Signals durch diese Mengen in sinnvolle (zusammenhéngende) Bereiche zerlegt wird.
Man definiert daher zunédchst eine Menge W C IR x IR, durch die Festlegung einer Schran-
ke (relativ zum Maximum der Wavelettransformation), so daf fiir (¢,a) € R x IR, \ W die
Wavelettransformation W f(a,t) unterhalb dieser Schranke liegt. Die Menge W zerlegt
man in seine Zusammenhangskomponenten, und diese seien mit M;, 7 € Z mit Z C IN
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geeignete Indexmenge, bezeichnet (es werde vorausgesetzt, dak es nur abziahlbar viele Zu-
sammenhangskomponenten gebe). In der Regel ist die Menge {t} x IR,y N M; fir t € R
ein Intervall (oder leer). Tritt aber die Situation auf, daf fiir eine Menge M, die Menge
{b} xR NM;, fiir b € IR kein Intervall ist, also nicht mehr zusammenhéngend ist, so wiirde
es in diesem Fall in b keinen Sinn machen, dem Signal fiir M}, nur ein Teilsignal zuzuord-
nen. Eine Zerlegung der Wavelettransformation in Zusammenhangskomponenten fiihrt also
nicht automatisch zu physikalisch sinnvollen Teilsignalen. Da im allgemeinen W # IR X IR,
ist |J M; # IR x IR. Daher wihlt man jetzt zusammenhéngende Obermengen M; von
j€z
M;, so dak |J ]\z = IR x IR, gilt. Punktweise sind dann die Komponenten f; mittels
j€z

]\f/.\f/j, j € Z, durch (5.3) bestimmt (fiir die Punkte, fiir die eine Komponentenzerlegung
definiert werden kann).

Da einer Komponente f; des Signals durch obige Methode aus der Wavelettransformation

des Signals im Bereich M; gewonnen wird (eigentlich J\f\l/j, aber es wird spéter vorausgesetzt

werden, daf der entsprechende Integralanteil in (5.3) auf M; \ M; vernachléssigbar ist),
sollte die Wavelettransformation der Komponente im Zeit-Frequenz-Raum auf den Bereich
M; konzentriert sein, bzw. eine solche Eigenschaft sollte von den Komponenten erfiillt
werden, um physikalisch sinnvoll zu sein. Die Lemmata 5.3.1 und 5.3.2 deuten an, daf dies
tatséichlich der Fall ist. Nach Lemma 5.3.1 gilt fiir f € L'(IR) N L?>(R) mit f € L*(IR):

1 [ Wif(@id)
c @

al
M

Wy f(a,b) = Wy da |, fir a € [ay, as), (5.4)

wobei ¥ € .Z(IR) und supp () C [s1, 5] 52 > s > 0 und p = 2. Nach Lemma 5.3.2 gilt
in diesem Fall zusatzlich fir as > a; > 0:

Betrachte dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 5.1.1. Sei f = Re(¥(\id) + U(Aid)) mit ¥ € .#(RR), supp (V) C [s1, 59], 52 >
S1 > 0, \I/(t) > 0 fiir ¢ 6]81,82[, M= ::—i, )\1,A2 € ]R,+ mit Al > /L4A2.
Fir A\ € R+, a € R+, belR gllt

Wi (W (Xid))(a, b) = %‘ / YO)T (?) dt = % / BB (ar)er
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Es gilt:
—0 fi 1 52 _
/ <) (at)dt =0 fiir ae]R\])\S2 )\81[ (5.7)
R
S1 S92
fii .
/ <) (at)dt| > 0 fiir ae})\s2 )\51[ (5.8)
R
Beweis von (5.7) und (5.8):

1. aE]R\]/\w,/\—SI[,dh a> 32 oder a < L
a2 &2 A1 (a# O) Dann ist [51 2] M [Asy, Asg) C {As1}.
(ii) a S oy a 75 04 2 > Xsy, a# 0: Dann ist [Asy, Aso] N[22, 2] C {Asy}.
In beiden Fallen folgt wegen supp (@ (M) C [As1, As2), supp ({I\I(aid)) c [, 2]
U (19) ¥(at) = 0.
Im Fall @ = 0 ist U(aid) = 0. Also gilt:

/\T} G) U (at)dt = 0.

R

S S .
2.ae}As,A51[ d.h. 3 - <a<3E:

Es gilt
S1 SQ

T(at) > 0 fiir t € } [ T G) > 0 fiir £ €]\s1, Ass]. (5.9)

a a

Betrachte U :=] max{Asi, 2t }, min{As, 22 }[. Fiir U sind folgende Félle moglich:

(a) U =]As1, Asqo|# 9,
by U=]32l#2
(c) U=]Asy, 2],
(d) U =]% 2.

Wegen & < a < 3 gilt 2 > Xs; und 2 < Asy. Also ist |As;, 2| # & und
]%, )\82[ # . Also gilt in allen vier Fillen, dai& U # @.
Da U offen ist, besteht U nicht nur aus einem Punkt, ferner ist U C ] £, 22 [N]As; As.

Dabher gilt wegen (5.9):

/\TJ G) U(at)dt > /\TJ G) U (at)dt > 0.
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Damit ist (5.7) und (5.8) gezeigt.
Aus (5.7) und (5.8) folgt direkt:

* . S1 82
Wy (¥(Aid))(a,b) =0 fir a € R \] g’ Ns. [ (5.10)
WE(U(Ad))(a,b)| > 0 fir ae |t 2 (5.11)
i r :
v @ a4 )\82 )\81
Mit m§ = {2, mi = 2, m§ = {21, my = g = /ﬂj—%)\g:
mo — i M28381 — Zi — Qm’u > m’u (5 12)
2 )\282 /\18%82 )\181 H . L )

d.h. |m¢, m¥[N]mg, mYy[= @. Wegen Bemerkung 5.3.6 ist ¥ = . Daraus folgt:

Wy (U(Aid))(a,b) = |/ (AT (a) I/ (\t) T (t_b)d
- \a\/ Lo (

Daher ist Wy (Re(¥(Xid)))(a,b) =2 (W (T(Aid))(a,b)+We (T(Xid))(—a,b)) woraus mit
(5.10) und (5.11) folgt:

) dt = Wg (T(Md)) (—a, b).

Wilf)(a,b)] >0 fir € Jmf, mi] U Jms, m

Wy (f)(a,b) =0 fir a€IRy\ (Jmg, mi[U]m3, m3]). (5.13)
Betrachte jetzt
M, = TR x [m{,m{],
M, := TR x [m3,my],
und
W .= M1 U MQ,

so gilt also |W§ f(a,b)| > 0 fiir (a,b) € W°, W§ f(a,b) = 0 fir (a,b) € IR x IRy \ W und
wegen My N My = & (s.0.) besteht W aus den Zusammenhangskomponenten M; und M.

. —~ ~ m¥+m9 ~ ~
Wihle dann m;° := 0, m{ := ™72 =:mg, my := oo und

My = IR x [mg, @],
My = IR x|m3,md.
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Dann gilt: M; UM, =R x Ry, My N My =@, My C My, My C M.
Es sei fir b € IR :

_ 1 Wi f(a,b) + Wy f(a,b)
RO = 2 / . da
p2({t}xR4+NM1)
1 Wiaf(a,b) 1 / Wi (a,b)
= — ——d — ——d
c / Tl Mo o "
m1°<a<m1 —m¥<a<m$
W\I,f a,b) 1 Wy f(a,b)
= — ———d
C / da + C / |a\ a
m{<a<mf —mY{ <a<mg{
1 Wy f(a,b) 1 / Wy f(a,b)
= — ———d — ——d .14
c o “te R
u%m‘l’gag;ﬂm’f —u2m“<a§%mf
1 Ws f(a,b) +W*f(a b)
pz({t}lemE)
Wi f(a,b) 1 / Wy f(a,b)
— — ———d
G e “te o ™
m2<a<m2 —mYy<a<—m$
Wif(ab), 1 / Wi f(a,b)
C / al da + c il da
m§<a<my —m§<a<-m$§
1 Wy f(a,b) 1 / Wy f(a,b)
- = —¥ 0 Vda+ — ———d 1
- / i 2 da (5.15)
ﬁmggaguzm’; —u m“<a<— >m$
(beachte Bem. 5.3.6 und (5.13),(5.12)).
Damit gilt fiir a € IR} mit (5.6):
. A W f(a,id
Wy fi(a,b) = qu(a %da) (a,b)
mg <a<my
— Wi f(a,id)
= wi(z / : da) (a, ). (5.16)
Lamy<aspimy
* et Wy f(a,id
Wiriot) = Wi(g [ D)@y
mg<a<my
(1 We f(a,id
= wi(s / %da) (a, b). (5.17)
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Aus (5.4) und (5.5) folgt schlieflich fiir b € IR (mit (5.12)):

L a €]0,;m[, = a & [;m?, umt], a & [;m3, pmy] -
(a) W\;fl(aa b) = Oa
(b) Wy fa(a,b) = 0.

2. a€[img umt], = a < pm < tmg, dhoa ¢ ["2, umy] :
(a‘) W\Iifl(aa b) = W:Ik!f(aa b)a
(b) W§f2(a,b) = 0.

3. a €lpmd, tmgl, = a & [ZL, pmd], o & %2, pm] :
(a) W\Itfl(a: b) = Oa
(b) W§fa(a,b) = 0.

4. a € [img,,umg] =a> img > umY, d.h.a & [%‘f,umqf] :

(a) Wi fi(a,b) =0,
(b) Wy fa(a,b) = Wy f(a,b).

5. a €lumy, ool = a ¢ [2m?, um?], a ¢ [Lmg, pmy] -

(a) W\Itfl(a’ b) = 0’
(b) Wi fa(a,b) =0.

Bemerkung 5.1.2. Wiirde in (5.12) anstelle von m$ > p?m® nur m$ > um? gelten, so
erhielte man wie oben, daf

* - 1 0 U 1 0 U
W\I/fl(aa b) =0 fir a g [;mla Mml]’ a € [;m% :qu]a
- 1 [ u 1 [ u
W3 fa(a,b) =0 fir a ¢ [;ml, umyl, a & [;mQ, umsy|,

aber man kénnte im Bereich [imﬁ, umt], bzw. [img, pumy] nur zeigen:
Wy fi(a,b) = Wy f(a,b) fir a € [mf,my],
Wy fa(a,b) = Wy f(a,b) fiir a € [m3,m3],
da man fiir f; und f; anstelle der Darstellung in (5.14) und (5.15) nur die Darstellung
1 ’ b 1 ; b
fl(b) - = / W\I/f(a’a )da—l—— / W\IIf(aa )da,
1 la| C lal

LM <a<pm? —pmy <a< ) mg
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oy = [ WDy L Willed,

1 1
Lmg<a<umy —pm <a< tmg

hétte und damit anstelle (5.16) und 5.17) nur

* £(a.id
Wy fi(a,b) = W&i(é / %da)(a,b),
imgga‘gumg
Wy f(a,id
Wy fo(a,b) = WE}(% / #da)(a,b)

Lmg<a<umy

T

((5.4) liefert dann eine Aussage iiber die Gleichheit der Wavelettransformation von f; bzw.
fo und f nur auf dem Intervall [m{, m}], bzw. [m$, m%]). Da die Komponenten aus der Wa-
velettransformation des Ursprungssignals fiir a € [m$, mY], bzw. a € [m$, m%] konstruiert
werden, erwartet man die Gleichheit der Wavelettransformation von den Komponenten fi,
bzw. fy und dem Ursprungssignal f auch nur auf dem Intervall [mg, m¥] bzw. [mg, m}],
jedoch erhilt man unter der hier betrachteten weniger strengen Bedingung mg > pm{ mit-
tels (5.4)-(5.6) keine Aussage fiir die Bereiche |.:m?, mg[, Jm{, pm{], ] .m3, m3[, Jmy, umy|.
.. . . . . m9 2 . .
Durch die im obigen Beispiel geforderte strengere Bedingung m—; > p” erhilt man eine

Aussage iiber die Wavelettransformation der Komponenten auf ganz IR, .

Das Beispiel 5.1.1 betrachtet den Spezialfall, dal die Wavelettransformation des Signals
bzgl. des a—Parameters auferhalb |mg, m}[U]m3, m4[ gleich Null ist. Wie das Beispiel zeigt,
1Rt sich dann relativ einfach eine Komponentenzerlegung definieren. Falls die Funktion ¥
der Wavelettransformation nicht nur im Frequenzbereich lokalisiert ist (es wurde bisher
immer vorausgesetzt, dak supp (U) C [s1, s5]), sondern auch im Zeitbereich, so li&t sich
obiges Beispiel fiir Signale verallgemeinern, fiir die der relevante Bereich der Wavelettrans-
formation, also die Menge W, in Zusammenhangskomponenten zerfillt, die nur lokal einer

analogen Abstandsbedingung wie in (5.12) geniigen.

Dazu wihlt man fiir f € L'(IR) N L2(IR) mit f € L'(IR) zuniichst eine untere Schranke
e > 0, die vorgibt, ab wann die Wavelettransformation als numerisch vernachlissighar
gelten kann und definiert dann

W= {(t,a) € R x R|[Wgf(a,t)] > el |Wifllw}
(unter den gegebenen Voraussetzungen gilt (Wi f(a, )| < [|[¥]|eo||f]loc¥ (b, a) € R x Ry,
siehe z.B. Theorem 5.3.7, (5.109)). Damit legt W den Bereich des Zeit-Frequenz-Raumes

fest, in dem das Signal im wesentlichen lokalisiert ist. Es gebe amin, Gmer € IRy mit

W C R X [@min, Gmaz]-
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Ferner bestimmt man bzgl. ey ein ty > 0, so da

/ B (8)|dt < e

[t >t

Je besser ¥ im Zeitbereich um die Null lokalisiert ist, desto kleiner ist ty. In obigem
Beispiel wurde fiir die Abstandsbedingung der Zusammenhangskomponenten der Faktor
p = 22 bendtigt. Im allgemeinen Fall wird ebenfalls ein Faktor p > z—f bendtigt (s. Definition
unten). Damit sollte dieser Faktor auch nicht beliebig grof werden. Da s; und s, durch
den Trager von T gegeben sind, kann damit nicht gleichzeitig ¢ty und die Differenz von s,
und sy beliebig klein werden (Heisenbergsche Unschérferelation).

Fiir die Wavelettransformation eines Signals f € L'(IR) N L2(IR) mit f € L'(R) (=f €
L>*(IR)) gilt fiir b € IR und a € R;:

Wy f(a.b) = /f (H’)dt
[ oer () [ o)

|t bl<te |2t >ty

> e (‘ )dt <fllw [ 1210 = 23]l

\t 2>ty [t|>tw

wobei

Bis auf einen kleinen Fehler ist also die Wavelettransformation von f in (b,a) € IR x IR
durch die Funktionswerte in [b — aty, b + aty] bestimmt und es gilt:

Wq,f(abw— / £ (t;b>dt.

|45t <tw

Man definiert daher:

Definition 5.1.3. Es sei reelles f € L!(IR) N L(IR) gegeben mit f € L'(IR). Seien € > 0
und ey > 0 gegeben, ¥ € #(IR) mit supp (V) C [s1, 2], $2 > s1 > 0, ¥ sei reell. Es sei
v, > 0 wie in Lemma 5.2.1 und ¢ty € R,, so daf

/ W(8)|dt < e

R\]—tw,tw|

Ferner sei )
S92 21/E

Py = — + .

1 Sitw
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Dann sei fiir b € IR
W = {(t,a) € Rx Ry ||W; [f(a,t)| > ||[Wy flloo},

Kb,\II = {(t, U,) € R x ]R,+‘

t—0b
— | < pyty},
a

Kou: == KpgNW ={(t,a) € Kyy| Wy [(a,t)] > e|[Wifllo}- (5.18)

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird auferhalb der Definitionen auf die Indizierung
mit ¥ verzichtet. K. besteht aus den Punkten des Zeit-Frequenz-Raumes, die im Kegel
K, liegen und fiir die die Wavelettransformation des Signals f nicht vernachlissigbar klein
ist. Fiir die Komponentenzerlegung betrachtet man jetzt die Zusammenhangskomponenten
Ky, ; von Ky, von denen es nur endlich viele geben solle, d.h. n(b) Stiick. Genauer:

Definition 5.1.4. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.3, zusétzlich gebe es
Umins Omaz € IRy mit W C IR X [Gmin, Gmaz]- Zu jedem b € IR bestehe K}y . aus endlich
vielen Zusammenhangskomponenten, d.h.

n(b)
Kyye = U Ky, (5.19)
j=1

(fir Ky v, = @ ist n(b) = 0).
Fiir n(b) > 1 sei
Iy; = pl(Kb,\Il,s,j), j=1,..,n(b)

(p1 - Projektion auf die erste Koordinate) und

az,j : Ib,j — IR-I— , = min{p?({t} X Il:{+ N Kb,\Il,s,j)}a
ag,j : Ib,j — ]R,_|_ s t— maX{pg({t} X ]R,_|_ N Kb,\Il,s,j)}

(Kb’\p,g’j C Kb’\p’e C Kb’\p NIR x [amm, amam] ist kompakt).
Wy f heifit zerlegbar in b € IR, wenn n(b) = 0 oder wenn fir n(b) > 1

Kpwej={(t,a) € I; x Ry|ap;(t) < a<ap,(t)} (5.20)

mit stetigen Funktionen af ;,ay; @ Ip; — R fir j = 1,..,n(b), und es gibt eine Umnume-
rierung [ : {1,..,n(b)} — {1,..,n(b)}, so dai
A1) < Qo) LT 51 <J2, 1,02 € {1,..,n(b)}, (5.21)

(d.h die Mengen Ky ; liegen jeweils komplett ober- oder unterhalb voneinander).
Es sei

Ity == {b e R|W; [ ist zerlegbar in b}.
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Y

a

Y

Abbildung 5.1: Darstellung der Zusammenhangskomponenten der Menge W fiir ein Signal
und der Menge Kj, .1 und der Funktionen af ; und aj ;. Wi f ist zerlegbar in by, aber
nicht in b; (Unstetigkeit in ¢;) und b3 (Intervallbedingung nicht erfiillt in ¢,).

Bemerkung 5.1.5. Wegen (5.21) gelte im Folgenden immer 0.B.d.A. fir b € Iy
ay; < ap, fiir j <1, 5,0 € {1,..,n(b)}.

Zusétzlich bestimmt man noch fiir Kp, ; das minimale und maximale a, das in K, ; vor-
kommt:

Definition 5.1.6. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.4 und sei b € Ify.
Dann sei

ap; = min{ps((t, a))|(t, a) € Kpweits
ag,j = max{pz((t, a’))|(t7 CL) € Kb,‘ll,g,j}

(Kb,\I/,s C Kb,\I/ NIR x [amm, amaz]!)-

‘;i,/j bzw. c;}zj entsprechen (in b lokalisierten) mg, bzw. m aus Beispiel 5.1.1 (im Fall n(b) =
2). Wie oben gezeigt, beeinflukt das Intervall [b — aty, b + aty] den Wert von Wg f(a,b),
daher muf man af ; und aj; anstelle von ag ;(b) und ay;(b) betrachten. Es gilt:

a7 <ag(t) <ab,(t) <af, Vi€l
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Analog zum Beispiel ergibt sich daher als zusétzliche Forderung:
wag, <agi, je{l.,n(b)—1} (5.22)

In Korollar 5.2.5 des zweiten Abschnitts wird gezeigt werden, daf Iy aus nur abzdhlbar
vielen Intervallen besteht. D.h. es gilt:

Iy = U Irk

ke Ny

mit Vy geeignete Indexmenge. Man kann jedes Iy getrennt betrachten, deshalb soll au-
Rerhalb der Definitionen im ersten Abschnitt dieses Kapitels auf eine Indizierung mit &
verzichtet werden, d.h. mit I; ist im Folgenden I fiir ein £ € Ny gemeint. Aufgrund von

Satz 5.2.6 des zweiten Abschnitts kann man die Menge ) K. ebenfalls in seine Zusam-
tely

menhangskomponenten zerlegen (es gibt nur abzéihlbar viele), wobei diese durch Randfunk-
tionen gegeben sind. Diese Zusammenhangskomponenten definieren Zeit-Frequenz-Bereiche
By, fiir die gilt:

BNKy, =Ky, ; (5.23)

fir ein j € {1,..,n(b)}, sofern B;N K}, # & (s. Abb. 5.2).
Man definiert daher:

Definition 5.1.7. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.4. Gemif Korollar
5.2.5 sei Ng C IN mit
If’\y = U If,q;’k.
ke Ny

Seien Zf’\p’k C Ijw abgeschlossene Intervalle fiir £ € Ny und dazu geméaf Satz 5.2.6 die
Intervalle Iy, C Ify . und Funktionen ay ;,ay,; € € (Ix,), | € Ng, k € Ny, gegeben mit

U Kyue = U {(t,a) € Iy x Ry|ag,(t) < a < af,(t)}.

beff,\p,s leNk
Dann heifen fiir £ € Ny, [ € N die Mengen

By = {(t,a) € Iy x Ry|ap ,(t) < a < aj,(t)}

)

Zeit-Frequenz-Bereiche von f (bzgl. der gewéhlten qu,k)
Essei fiir BC IR x IRy
Sz(B) == {t € R|(t,a) € B}.

Fiir Zeit-Frequenz-Bereiche B, By, B, und @ € IR, und z € IR sei

inf{|z — y/|(y,3) € B}, Rx{a}NB+#o
00, sonst

s, B) = da(B.2) = {
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apj(b)=atb)

api a‘g,j(b) = éi (b)

a
Kp

Abbildung 5.2: Darstellung eines Zeit-Frequenz-Bereiches B; und der Menge K,

der horizontale Abstand von x und B auf a,
da(Bl,Bg) — { 1nf{|a: - yH(z,a) € B17 (y: a) € B2}7 SE(Bl) 7é 9, Sa(BQ) 7é 9

ooi
sei der horizontale Abstand der Zeit-Frequenz-Bereiche By und B, auf a.

Aus (5.19), (5.23) und (5.20) folgt (wegen {b} x R} C Kj,):

n(b) n(b)
(b} x Ry N Bi = {0} x Ry n Ky N[ B = {0} x Ry 0| Kooy = [ lag;(0), ap;(0),
ez leZ j=1 j=1

dh.be I, (& {b} xRN B, # @) gilt nur fiir endlich viele I € Z und es gibt af(b), a(b) €
IR,, so dak

n(b)

n(b)
o} xR 0 U Bi= ) x Ul a0 = o, 0, e, 00 < Ul ) 5:29)

lez ez
bel;

n(b) n) __  __
Wegen (5.22) ist (J [af(b), af'(b)] = U lap;(b), a;;(0)] € Ulag;, ai;] # IRy. Daher wihlt
lez j:l JZI
bel;

man jetzt a?(b), a?(b) € Ry U {0} U {oo}, so dak
a7(b) < a7 (b) < af'(b) < aj(b) < af,, () (5.25)
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(1 € Z, baw. | +1 € Z fiir letzte Ungleichung) und ]a2(b), a®(b)[N]ag (), al*(b)[= & fiir
k,le Zmitk #1, b€ I, be I, und

Ule(0), ai(¥)[= R+ U {0} (5.26)

lez,
el

Die a?(b),a(b) (b € I, | € Z) entsprechen den mg,my (j € {1,2}) aus dem Beispiel. Fast
analog definiert man daher die Komponenten f; folgendermafien:

Definition 5.1.8. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7 und Definition 5.2.14
und seien dann die Zeit-Frequenz-Bereiche By, = {(t,a) € Iy x Ry|ag,(t) < a < a,(t)}
mit stetigen Funktionen af ;,aj;, € €(Iy;) fiir | € Ny, k € Ny gegeben. Es sei fiir [ €
Nk, ke N()Z

oy R 0, ag,(t) = min{ag ;(¢)|7 € Ny, mit ¢ € I;;}
: — —
U = tht + max{w‘j € Ny mit t € Ik], ak](t) < azyl(t)} , sonst,

ap, Iy — Ry, t— . fag i ® 1 :
kot I — Ry { min {Mb € N, mit ¢ € Ik,j,ag,j(t) > az,l(t)} , sonst,

Dann heiffen die Abbildungen

142 Wt
% f ‘I'|J;(‘a )da, t € Ik,l

fea:R—> TR, t 5‘:510)5'“\57(3 . (5.27)
& [ Xaga(t) il da, t¢& Iy
R

Komponenten von f mit X,k geméaf Definition 5.2.14 fiir [ € N, k € Ny und
C=ve / i

f heillt einkomponentigin b € IR, wenn es ein ky € Ny gibt mit b € ff,\p,k;o und genau ein
l() € Nko mit b € IkoJO’ b Q Iko,l fir { € Nk:o \ {lo}

Bemerkung 5.1.9. Betrachte ¢t € ff\yk O.B.d.A. seien die | € Ny, so, daf t € I fiir
1 <1< nt),t & Iy fir | >n(t) und ap, < af; fiir I < j, [,j € {1,..,n(t)}. Die a’z\?l
und c;kvl sind so gewahlt, daf c;,:l(t) = a/,:l:l(t) (1 <1 < n(t)—1) und liegen immer
genau in der Mitte der Rénder von By, und B4 (N{t} xRy, 1 <1 < n(t) —1).
Eine andere Wahl von akl und akl mit akl(t) = a/k;r/l(t) (1 <1 < n(t)—1), so dak
a2, (t) < ag,(t) < ag,(t) < ak,l( ) (1 € {1 <j < n(t)}) ermdglicht ebenso eine sinnvolle
Definition von Komponenten iiber das entsprechende Integral geméf obiger Definition. Die
Komponenten sind also keineswegs eindeutig bestimmt. Ferner hangen die Mengen By,
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die die ag; und af, festlegen, vom verwendeten Wavelet ab, sind also nicht nur durch
das Signal selbst festgelegt. Die beschriebene Anderung der ‘Z{, , und af}z ; dndert aber im
entsprechenden Integral in (5.27) die Integralgrenzen nur auRerhalb von W ab. Weiter
unten werden wir noch eine Zusatzvoraussetzung verlangen (s. (5.29)), die bewirkt, daf
sich die Komponenten bei einer anderen Wahl der af ; und aj; der oben beschriebenen Art
nur unwesentlich von den Komponenten, so wie sie in Definition 5.1.8 definiert wurden,
unterscheiden.

Bemerkung 5.1.10. Fiirt € ff,\p7k (k € No,) mit t € Iy, | € Ny, gilt:
freat) =0,

da nach Bemerkung 5.2.15 X, ,(t) = 0 fiir t € (f}cq,k) )

Der Term fiir b ¢ I; wird fiir die spiteren Abschétzungen der Wavelettransformation be-
nétigt (die Funktionen X,; haben spezielle Eigenschaften), fiir b € Iy ist er gleich Null, fiir

b € Iy gilt also

1 Wg f(ab)+Wy f(asb)
C J T da,

be

fi(b) = a?(b)<a<a®(b) (5.28)

07 bg[l

D.h. fiir die Punkte aus ff ist die Komponente daher analog zum Beispiel definiert und
man kann dort den Zusatzterm ignorieren (aber nicht, wenn man die Wavelettransformation
berechnen maochte).

Im Folgenden wird nun gezeigt, daf die in Definition 5.1.8 definierten Komponenten die am
Anfang des Kapitels beschriebenen zwei Eigenschaften besitzen, ndmlich daf die Summe
der Komponenten das Ursprungssignal ergibt und daf die Wavelettransformation der ein-
zelnen Komponenten (bis auf einen vernachlassigbar kleinen Fehler) eine Zerlegung der Wa-
velettransformation des Ursprungssignals darstellt. Dabei soll fiir Letzteres auf Details und
eine exakte Bestimmung der Fehlerkonstanten verzichtet werden. Fiir die exakte Rechnung
werden diverse Hilfssétze in Abschnitt 5.2 und 5.3 dieses Kapitels bewiesen. Im Abschnitt
5.3 findet sich das Theorem 5.3.7, das die Eigenschaft, daft die Wavelettransformation der
oben definierten Komponenten im wesentlichen eine Zerlegung der Wavelettransformation
des Ursprungsignals darstellt, beweist. Fiir die verschiedenen Fille der a - Parameter wer-
den dort die Fehlerschranken angegeben. Fiir eine qualitative Aussage geniigt die folgende
Rechnung (man kann dann bei Verzicht auf alle Details auf die néchsten beiden Abschnitte
dieses Kapitels verzichten).

Aus (5.26) und (5.28) folgt fiir b € T :

Zfl(b)=2fl(b):é/Wxik/f(a,b)—#W&if(a,b)da:f(b)’

ez lez |a|
bel,
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d.h bei den f; handelt es sich wie gewiinscht um eine Zerlegung des Signals in Teilsignale,
deren Summe das Signal ergibt (auf I).

Es bleibt jetzt das Verhalten der Wavelettransformation der Komponenten zu untersuchen.
Dafiir bendtigt man noch eine Zusatzvoraussetzung: Es gelte zusétzlich fiir alle ¢ € I:

]- W* ’t *
z Wale:Dl gy < w3 1 (5.29)

p2({t} xR+ \W)
Wegen (5.25) ist {b}x]a?(b), af(b)["W = @ und {b}x]a¥(b), a*(b)["W = @, und damit
folgt aus (5.29):
1 * 1 *
‘ / W\Ilf(a'a b)d / W\I/f(a) b) da‘

o T C

C |al
a7 (b)<a<af (b) af (b)<a<a}'(b)
1 Wi f(a,b) 1 / Wy f(a,b)
‘C / Tl “Te P
b)<a<al a}‘(b)<a§g}7(b)
1 IWmf a, b)| 1 / (Wi f(a,b)]
< —= — =2 7d — PwlAm 7
S C / |a| a + e |a| a <
a?(b)<a<af (b) a* (b)<a<af (b)
1 We f(a,t SO
<o [ P cqwis.
p2({t} xR \W)
Also gilt:
1 Wif(ab) 1 / Wi f(a,b)
Vel ————da~ — d 5.30
C / o 7 C o %@ (5.30)
a7 (b)<a<af (b) ag (b)<a<a} (b)
und analog
]_ * 1 *
1 / Wf(ab)d 1 / Wf(ab)da.
¢ lal ¢ [al
af (h)<a<af (b) af (b)<a<aj (b)

Dies zeigt, dak man sich bei den Komponenten auf den wesentlichen Bereich der Wave-
lettransformation des Signals beschrénken kann, der durch die af,a, | € Z, gegeben ist
(und nicht durch aN;’,aN}‘, die so gewahlt wurden, daf die Summe des Signals wieder das
Signal selbst ergibt).

Zusétzlich benotigt man noch Aussagen dariiber, wie sich die B; N K} im Streifen [b —
aty, b+ aty] x IR, fiir ein b € IR verhalten (wie oben gezeigt, ist die Wavelettransformation
einer Komponente in (a,b) fiir ein ¢ € IR, im wesentlichen durch die Komponente im
Intervall [b — aty, b + aty] bestimmt). Dazu werden im dritten Abschnitt dieses Kapitels
einige Hilfssitze bewiesen, die man fiir die weitere Betrachtung benétigt. Die letztlich
relevanten Aussagen sind im Folgenden zusammengefaft:
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Sei Z, == {l € Z|B/N K, = Ky fiirein j € {1,..,n(0)}} (Z = @, falls n(b) = 0). Z
besteht aus den Indices [ aus Z, fiir die B, N K, # @, so dak es gemif (5.23) genau ein
j S {1, . n(b)} glbt mit Bl N Kb = Kb,s,j-

In Korollar 5.2.19 wird gezeigt, dak fir a € IR;,b € Rund k € Z, | € Z und j €
{1,..,n(b)} mit B,N K, = Ky, ; (falls Z, # @, s.o0.) gilt:

1. Ist a < ic;,i/j, so gilt:

BN [b— aty,b+ aty] X [%, oo[C [b— atyb + aty] x [af,af ], (5.31)

a —
(B, N [b— aty, b+ aty] x [;, oo[) N [b — aty, b + aty] X [af ;, af ;] = &(5.32)
fiir k # 1,

und fiir a < “m% gilt:

BN [b—aty,b+aty] x Ry C [b—ateb+aty] x [af,af )],  (5.33)
By N [b— aty,b+aty] x [ay,, af ]| = @ fiir k # 1. (5.34)

2. Ist a > /LCZ}Z]-, so gilt:
BN [b— aty,b+ aty] x [%, o[= 2. (5.35)
3. Ist ia?] <a< uaf}zj, so gilt:
By N [b— aty, b+ at\y]x]%, pa[= o fiir k # 1. (5.36)
4. Fiir k € Z mit k ¢ Z gilt fiir a € R
Br N [b— aty, b+ aty] x [%,oo[z 2 (5.37)
5. Ist n(b) =0,s0 gilt fira e R,, k€ Z:

By N [b— aty,b+ aty] x [, 00[= @ (5.38)
1

Es wird ferner gezeigt werden, daf X,; = 0 fiir @ & [@min, Gmas) und daf es zu a,a € IRy
ein xg; € L'(IR) N L*°(IR) gibt mit

\Wg f(a,t)(1p,(t,a) + Xa,:(t) — W f(a,t)xa.(t)| < me, fiirt € [b—aty, b+ aty] (5.39)
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und
F (Wi f(a,id)xa) = gai + G (5.40)
mit
S S ~
supp (g52) © | 22221 (1l < s+ e (541

(Xa,1, 9a, und (z; hingen auch von @ ab, da aber in den spiteren Rechnungen a konstant
ist, soll auf eine weitere Indizierung mit a verzichtet werden).

Bemerkung 5.1.11. Die Hilfsfunktion Xz, in der Abschétzung (5.39) wird benétigt, damit
die Funktionen xz; so gewihlt werden konnen, daf (5.40) und (5.41) gelten (auch wenn
man sich auf kleinere Definitionsbereiche zuriickziehen wiirde). Um (5.39) ohne xz; zu
erfiillen, wiirde man Funktionen x5, erhalten, die (5.40),(5.41) nicht erfiillen. Auf diese
beiden FEigenschaften kann aber in den folgenden Rechnungen nicht verzichtet werden.
Dies ist der Grund, warum dieser Term auch in den Komponenten vorkommt (aber auch
nur aukerhalb des relevanten Intervalls ]} beriicksichtigt werden muf).

Betrachte den Fall Zb #@und [ € Z, also B; N K, # @. Dann gibt es wie oben erwahnt
ein j € {1,..,n(b)} mit
BNKy. = Ky

(s. (5.23)).
Es sei My := [b — aty, b+ aty] X [CE;;., c;;jvj] Fiir (¢t,a) € M;p und a < ,uaff’j gilt:

< = S,U/t‘lla

t—0b (J,t\p
a

i
also (¢,a) € Kp. In diesem Fall ist damit

My C K. (5.42)

Fall g < %min < %1,
7 7

Aus (5.33) folgt B, N [b — aty, b + aty] x Ry C M, und aus (5.34) folgt By N M, = @

fir £ # (. Damit ist M;, \ B, C Ky \ U By € R x Ry \ W (beachte (5.42)), d.h.
keZ
We f(a,t)] < [|[Wg flleog fiir (a,t) € My \ B;. Daher gilt (mit (5.30)):

Wi (é / wcx&) (a,b)

af (id)<a<aj (id)

1 1 Wif@t) —— (t—b
o oo | ()

[b—atw,b+atw]NI; af (t)<a<a}(t)
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1 /1 Wif(a,t) —(t—b
= a/a/lBlli’b\P‘Td&qj< o )dt
R R4

a Wif@t) — (t—b
= aﬁlaR/(le,b - ]'Ml,k\Bl) ‘I’|~d| daw ( ) dt
+

a

ab

1 Wiy fla,t) —(t—0b
Ja g rmsans

[b—at\y ,b-l-at\p] a}g—;

a?

b,j
a C’ \a\ a
F

o
@y,

a¥

_ W“f(c Wd’d)(a,b) =0

O
a4

g
wegen (5.5), da a < agTJ Analog folgt
(1 Wi f(a,id)
Wi (5 / - i) (a,)] ~ 0.
a7 (id)<a<aj (id)

Damit wurde gezeigt:

Wy fila,b) ~ 0 fiir a < TLZ”

Fall ”’"Tm < a < pay;:
Es wird gezeigt werden, daf fiir ¢ € [b— aty, b+ aty] gilt: Xz,(t) = 0 fiira > (;;}:j und @ > &

Daher gilt wegen (5.39), (5.41) und wegen *== < £, iq < ,LLQéE/- (mit (5.30)):

1 Wy f(a,id) 1 [ . Wif(a,id)
ol = — — a da)(a,b
Wi / PRl PG - @) (a,b)
a? (id)<a<a? (id R+
1 / 1 / W\I,fﬁa, ld)c[dﬁ (t — b) it
lal ¢ al a
[b—atw b+atw]NI; 2(t) <a<al (t)

+_ / / W\IﬁfalddN‘Il( ab

b aty ,b+atq, Ry

)a
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_ Wi f(a,t) ~(t—0b
_aC / / (1p,(t,q) +xaz(t))“P|Td6 ( . )dt

t b|<t\1/ mm 2 ab]

1 —~ = Wgf(a,t) —(t—10b
= uC / (1Bz(taa)+Xa,z(t))%(ﬁ ( -
|58 <ty [*mgn p2af \[2 ual
1 o o WEf@t) o (t—b
o0 /(1Bl(t=a)+Xa,l(t)) ‘I’|fg(| )d&’\ll( - )dt
|22 | <ty [ional
1 da— (t—b
~oc [ wowirange (0) e
| 8] <to [“mfn p2af ]\ 2 pal
1 _Wif@,t) — [t—b
+aC / Bl(t’a’) |a‘ a ( a )

_ da—(t—b
~ GL/ / Xz (t)We f(a, t)%‘l’ (t a )dt
Boa

- [ 1 (t,) %0 (t - b) dt.

lal

Dabei gilt mit dem Satz von Fubini, dem Satz von Plancherel und (5.40):

aC/ / xa ()Wy f(a, t)|d~| (t b) dt

amzn
2 ab L [%,ua)

1 e e n= [0 , da
- 1 ]R/Xal(t)Wq,f(a,t)\Il< - )dt@

da

al

-5 [ [Fawiiaiaons weas

1 T itb , 40
= 5 Z IE[(gal( )+ Cal( ))‘Il(a’t)e dtm‘

Da supp (gz1) C |22, 2] (s. (5.41)) gl

3 .
supp (ga;) C [%N 81] fijp i

Qmin



5.1. HERLEITUNG UND DEFINITION VON KOMPONENTEN 177

s s -
supp (ga,) C 3—20, 2| fiir ;ﬂag,j > a > ja.
wap,; a

Wegen supp (@(aid)) C [%, %2] folgt daraus, daf g»a’lg(aid) =0fira € [“z—g",ﬁ%] \

[, nal, also insbesondere:

l _ B itb da
’ / / ga1(t) T (at)e dt|a| 0.

[Fmgn 2af \[%,ua] B

Aus (5.41) folgt zusatzlich:

1 / / = ith
= Ga()T(at)ei®dr L ‘
‘c ! a]

[Sagn p2af \[2 0] B

1 c[v
< — g / / (a +a)|V|(at)dt 6l < mge
| R

[mgn u2af ;\[& pal

beachte %min < 2 L < pa < w2 a ;< Wlamae ). Also gilt:
u?

/ / xa (t)We f(@, t)|d~| (t_b) dt ~ 0.

E[ [ wewrao e (S )a o

“min 20T 1\[2 pua)

Analog folgt:

S
Q‘H

Betrachte jetzt zundchst den Fall %L <a< ,uc;}zj :
Aus (5.36) folgt:

[b—atq/,b+atq;] x}%,ua[ﬂBkZqurk#l

Dann ist [b—aty, b+aty] X } , LG [\Bl C Kp\ U Bg (mit (5.42)) und damit ist |W§ f(a,t)| <
1€z

W Flloot fiir (@,1) € [b— aty, b+ aty] X ] o ,ua[\Bl. Daher gilt:

o [ [ et (50 a

|2t | <ty [ mal
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~ L Wa /(@1 o (L=0)
aC |al a

L[ 0 g (1)
R

al a

wegen (5.4). Analog folgt:

1 / 1Bl(t,a’)w(f@ (t — b) dt

lal a

// e (0

[ -mal

1 [ Wef(@@,id
=Wq*,(5 %d&)(a,b):o

Tl

wegen (5.6).
Im Fall 22 < g < a%’ folgt aus (5.32):
[b — aty, b+ aty] x [©, 00[NBy = & fiir k # 1.
i
Dabher ist

[b— aty, b+ ate] x [, 00\B, C K;\ | By C R x Ry \ W (5.43)
H kez
(beachte 5.2.18, 1.) und damit |W3 f(a,t)| < |[|Wyfllee fiir (t,a) € [b — aty,b + aty] X
[, 0o[\B;. Aus (5.31) folgt

Bl N [b— at‘y,b+at‘y] X [%,OO[C [b— atq/,b+at\1;] X [c;g],af:%] = Ml,b-
Daa < a—i’i, ist pa < aAg;- und damit

[b— aty,b+ aty] x [%,ua} N B, C [b— aty,b+ aty] X [a;l#,abj [ﬂMlb =o. (5.44)
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Aus (5.43) und (5.44) folgt daher:
W t) —(t—=0
/ /131 Wi la,t) o (120 g —
aC |a| a
|22 | <ty [ om0l

und analog
a

1 / 1, (t,a)woﬁﬁ (ﬂ) dt =0

Damit erhélt man insgesamt:

a? _
Wy fi(a, b) ~ Wy f(a, b) fiir % <a < pay,

und

Wy fi(a, b) ~ 0 fiir Gmin o « 204
7
Es bleibt nun nur noch der Fall ¢ > u(ig}; zu untersuchen:

th(é / W\}",f('c‘i,id)dv_F 1 . Wif(a, 1d)d~> (a.b)

po a = Xa,l
_ -~ |al c al
a9 (id)<a<a¥(id) R4
1 d b
~ L i / Wif(a,id) oz (t=0b)
al c @ a
[b—aty b+atw]NI; af (t)<a<a}(t)
1 1 - W id —b
+1 / ~ | Xai 2/(0] )d~‘1’( )dt
|al ¢ |al a

b aty ,b—|—at\1,

= | [ontd +xal<t))W‘P{ D gaw (1 ar

|2 | <ty Bt

Wie oben im Fall “"“" <a< ,uab gilt: xz,(t) = 0 fiir a > ﬁ, @ < Qyin. Da ferner nach
(5.35) BiN[b— aty, b+ aty] X [& oo[— &, gilt damit mit (5.39) (und dem Satz von Fubini
und dem Satz von Plancherel):

(1 Wif(@id) / W;fald
wi(o / @ S ) (a.0)
af (id)<a<af (id)

a

-5 f / (L (1.3) + Ta0) LD (0 a

| t=b |St\I/ Amin
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L / vau( V8D g (t - b) dt

al a

al a
- & [ [ #0amis@iand e eva
amin R
= l M ~ 3 ith @
- C / /(ga,l( )+Caal( ))‘Il(at)e dt|a‘
amin R

a’ amin

C [s—i “7} (s. (5.41)), folgt aus ami, < a < - dak supp (gz,) C [52 AL } :
52 ] ist damit

C’//gal Eat edt = 0.

amin R

Aus (5.41) folgt analog wie oben zusétzlich, daf

//gal Eat thdt%wo

amin R

Also gilt insgesamt:

W;(% / Wil@id) o\ 1 [ Willa ld)d’d> (a,b) ~ 0

a,l
B _ al C al
a? (id) <a<af (id) Ry
und analog
Al W* (a, 1d W* f(a,id)
Wi (5 / e / dN) (a,b) ~ 0.

a7 (id)<a<aj (id)

Daraus folgt nun
Wy fi(a,b) ~ 0 fiir a > pay ;.
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HzA o
N
.
- Z
1000----:/--?//--/ Z ....................................................
.

Abbildung 5.3: Ergebnisse der Untersuchung von Shower und Biddulph bzgl. des Auf-
l6sungsvermogens des menschlichen Gehors anhand zweier alternierender Signale leicht
unterschiedlicher Frequenz

Mit (5.37) und (5.38) folgt mit analogen Rechnungen, daf fiir | € Z, fiir das kein j €
{1,..,n(b)} existiert, gilt:
Wi fi(a,b) ~ 0.

Dasselbe gilt im Fall n(b) = 0.

Die Fallunterscheidungen beweisen, daf durch die obige Definition der Komponenten ei-
nes Signals die Wavelettransformation einer Komponente im wesentlichen mit der Wave-
lettransformation des Signals in der Region des Zeit-Frequenzraums iibereinstimmt, aus
dem die Komponente hervorgeht. Auferhalb dieses Bereiches ist die Wavelettransformati-
on der Komponente vernachlassigbar klein. Zusammen mit der Eigenschaft, daf die Summe
der Komponenten wieder das Ursprungssignal ergibt, rechtfertigt letztlich die Bezeichnung
Komponente.

Bemerkung 5.1.12. In diesem Zusammenhang sind auch die Untersuchungen des Aufl6-
sungsvermogens des menschlichen Gehors interessant, die Gabor in seinem Artikel [10]
(Part 2. The Analysis of Hearing) zusammenfat. Grundlage der Untersuchungen war
die Fragestellung, ob das Auflosungsvermogen des menschlichen Gehérs eventuell nicht
durch eine Unschérferelation beschriankt ist, da das Ohr in vielen Situationen iiberraschend
prizise Tonsignale zu unterscheiden vermag. Es ergab sich als Ergebnis hierbei, daf das
menschliche Gehor eine sehr gute Zeitauflosung besitzt, wenn es darum geht, wie lange ein
Tonsignal existieren mufl, um iiberhaupt vom Ohr registriert zu werden. Gleichzeitig ist
auch die Frequenzauflosung bekanntermafsen sehr hoch. Je nach Spezialfall, kann sich das
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Gehor auf die geforderte Aufgabe entsprechend anpassen, was man im Prinzip so inter-
pretieren konnte, dal immer gleichzeitig eine Vielzahl von Wavelettransformationen mit
jeweils unterschiedlicher Zeit- bzw. Frequenzauflosung durchgefiihrt werden und daher in
den Spezialfillen jeweils optimale Ergebnisse liefert. Es wird aber auch ein Experiment
von Shower und Biddulph beschrieben, das das Auflésungsvermogen insgesamt auf einfa-
che Weise testet. Die Grundidee bildet ein Signal, dessen konstante Grundfrequenz leicht
auf- und abmoduliert wird. Die Fragestellung war dann, ab welcher Modulationsfrequenz
das Signal dann nicht mehr als konstanter Ton (sondern als Triller) erkannt wird. Fiir den
fiir das menschliche Gehor dufserst wichtigen Bereich von 60-1000Hz ergab sich, daf das
Verhiltnis aus Grundfrequenz und Modulationsfrequenz relativ konstant ist, erst fiir ho-
here Frequenzen verschlechtert sich dieses Verhiltnis. Zuséitzlich wurde das Signal durch
ein approximiertes Signal ersetzt, das aus zwei alternierenden Signalen unterschiedlicher
Grundfrequenz bestand (d.h. es waren gleichzeitig unterschiedliche Frequenzen wie auch
die zeitliche Modulation vom Gehor zu registrieren). Die so approximierten Signale lassen
sich als zusammengesetztes Signal von Komponenten interpretieren, wie die Darstellung
einer Zeit-Frequenz-Transformation fiir den Bereich von 62,5-1000Hz und um 4000Hz in
Abbildung 5.3 zeigt (siehe erwiahnten Artikel). Die Abbildungen zeigen gleichzeitig, wel-
chen Abstand die relevanten Bereiche im Zeit-Frequenz-Bereich mindestens haben miissen,
damit das menschliche Ohr das Signal von einem einzigen Ton konstanter Frequenz un-
terscheiden kann. Diese Abstandsbedingung ist qualitativ vergleichbar mit derjenigen, die
wir fiir die Definition der Komponenten in obiger Herleitung benétigt haben (zunéchst
nur fiir den Abstand der Zeit-Frequenz-Bereiche bzgl. des a— Parameters, aus dem aber
gleichzeitig auch eine Abstandsbedingung im Zeitbereich folgt, s. Lemma 5.2.10).

5.2 Hilfssatze

In diesem Abschnitt werden einige Hilfssétze bewiesen, die im vorherigen Abschnitt benutzt
wurden und dort der Ubersichtlichkeit nur erwihnt wurden.

Lemma 5.2.1. Es se: fir o € R4

und zu € > 0 sei v, € IR, so, dafs

1 2 1 v2
e 2dt<e und —e 2 <e. 5.45
/ V2T V2T ( )

R\]—ve,ve[

Dann gilt:
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(i) [ ga(t)dt =1,
R
(iii) il ga(t)dt < g,
R\]—v/ave,v/owe[
(iv) Ga(z) < & fiir o em\}—;%,%[
Beweis: Mit Satz 2.6.2 gilt:
_ 1 ~(32) /2> Ja L , 1 e 1
o = F e \va :79<e ) ald) = —e %2 = 1.
g Voro ( V2ro (\/_ ) v 2 \/59;
Daraus folgt (i).
Da .
t2
— [ e zdt =1,
V2om /
R
folgt:
)? 1
/ / ¢ tadt = / (%) 2y = —/e—%2dt: 1.
2m
R ]R IR R
Daraus folgt (ii).
Weiter folgt daraus (mit (5.45)):
T Ty
t
atdtzl—/ atdtzl—/ e \va) Pt
Jt g0t =
R\]—vave /ave| —vave —vave
7 1 t2 1 t2
= 1-— e 2 dt = / ——e 2dt<e¢
/ V2 V2T
—Ve R\|—ve,ve|
Daraus folgt (iii).
Ferner gilt fiir x € ]R\]—\'fa, %= [ mit (i) und (5.45):
~ 1 1 \/_ _at? 1 vi
o) = —=g1(x 7 < ——e % <¢
O
Lemma 5.2.2. Se: fiir o« > 0 und ¢ > 0 v, wie in Lemma 5.2.1. Sei a € IRy und

c1,c € IR mit ¢y < co. Dann gilt:

1
1[61,62] * aga a

id

)) (z) < ¢ fiir © €le; — av/av,, ¢ + av/av,].
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Beweis: Betrachte den Fall z < ¢; — ay/av, :

Fiir t € R ist 1p, ,)(x —t) = 1 fiir ¢; < 2 —¢ < ¢z (und 0 sonst). Fiir 1y, c,)(x —¢) > 0
mufs also insbesondere ¢t < x — ¢; < —a+/av, gelten. Daher gilt:

1 id 1 t
10102 “Ga | — = 1c1cz —U)7Ga | —
fe1, ]*(ag (a>>($) / fevea) (T = 1) g (a> dt
R

. —a~/ave ; —yawve

< - / Yo <_) dt = / ga(t)dt
a a

< / ga(t) < e

]R\]f\/a'jsi\/aus[
nach Lemma 5.2.1. Der Fall z > ¢, + ay/av, folgt analog.

Bemerkung 5.2.3. Analog folgt:

1 id
1[61,00[ * <_ga (1_)) (33) <e fir z<c¢—a ave,
a a

1 id
1]—00,02] * <_ga (1—>) (.’1?) <eg fir >co+ a\/an-
a

a

Lemma 5.2.4. Fir jede kompakte Menge K C IR ist K N I;y eine endliche Vereinigung
von Intervallen.

Beweis: Betrachte by € Iy mit Wy f ist nicht zerlegbar in by. Dann ist n(by) > 1 mit

(bo)
Kbo,\l’,g = U Kbo,\ll’(-;,jg
j=1

und es existiert ein ¢y € I, ; fiir ein j € {1,..,n(b)}, so dak mindestens eine der folgenden
Aussagen gilt:

1. 1y ist Unstetigkeitsstelle von ap ; oder von ajp, ; (wobei dann {#o} g Iy, ;).

2. KyyweiN{to} x Ry g {(to,a) € R x Ry|aj, ;(to) < a < ay ;(to)}

Betrachte jetzt t,b € [to — %amin,uq,tq,, to + %aminﬂ/\p, t\p] . Dann gilt fiir a € [amn, 00[:

t—>b

Qmin

t—1o

b—t t t
+ OSIL\II\I!_FN\P\II:M\I/?&‘P'

<
- 2 2

t—>b
a

<

Gmin Gmin
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Daher gilt (¢,a) € Kpw. Also gilt:
1 1
to — §amin,u\11t\lla to + o Gmin b tw | X [@min, 00[C Kpw. (5.46)
Wegen
1 1
Ky we N |to — §aminﬂmtm,to + éammum,t\p X IRy

1 1
C [to — §amml$xyt‘1},t0 + iaminﬂw,tw} X [@min, 00|

(Kpy,w,e C IR X [@min, Gmaz] Dach Voraussetzung) folgt aus (5.46):

1 1
Ky weN [to - Eammuwt\p, to + EGmmM\y,t\p] X IRy C Kpw,e.

Dann gibt es zu j von Aussage 1. bzw. 2. ein [(b) € {1,..,n(b)} mit

1 1
Ky w,e,5 N [to - ECmeMqltw, o + o Gmin b tql] X IRy C Kpwe ) (5.47)

(die linke Seite ist nicht leer, da(to, ay, ;(t0)) € Kpyw,c,5!)-
Gelte nun der Fall 1., sei 0.B.d.A. #o Unstetigkeitsstelle von aj  :

Dann gibt es eine konvergente Folge (¢,,)nenw C U(ty) mit U(ty) C Ibo,jﬂ[to—%ammu\pt\p, to+
%ammuq,, ty] offen und

Tt =to, Jim af, ) = a # 00 (5.49
(ist (fn)nen C ToojN[to — Saminftwte, to + S@minpiy, ty] eine beliebige Folge mit lim,, o0 £, =
to, so existiert eine Teilfolge (& nk)keN mit limy o ag, ](tnk) = a* € [Umin; Cmaz))-
Da Kjy,v,; abgeschlossen ist und (ts,af ;(tn)) € Kpowpe,; fiir n € IN (beachte Definition

von Iy, j und ap ), ist
*
(t07 a ) € Kb()vlllasaj.

Damit ist ; b
ty — ty —
¢ < poty & a* > °_.
a* Pl
Fall (a):
to—b
at > |22 (5.49)
Hotw
Dann gibt es ein n, € IN so dafs
tn, — bo
b (tn) > Vn > ny, 5.50
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denn andernfalls giibe es fiir jedes n € IN ein m € IN mit m > n und aj ;(tn) = Z‘J‘I’;t’;?
(beachte (tm,ap, ;(tm)) € Kpy,v), d.h. es gébe eine Teilfolge (1) men C IN mit af ;(tn,,) =
ba—ba] m € IN, woraus folgen wiirde
boty
to—0 to—0b
a* = lim ap .(t,,) = lim SEERAY I

was im Widerspruch zu (5.49) steht.

tn—bo

Fiir a € [amin, 0o mit o

<a<ag (tn), n > ng gilt:

tn — bo

< pyty,

also (tn, a) € Ky,,y- Aus der Definition von aj ; folgt daher:

tn_O

Wy fla,t,)] <e fir a € [amin, oo[ mit <a<ap,;(ty), n>ne.  (5.51)

Huly

Wegen (546) ist [to — %ammlu,q;tq;,to + %amm,uq;,t\p] X [amm,oo[c K{,,q; und wegen (547)
Kyo,w.0,5 N [to — 30mintute, to + 50minfbw; te] X [Gmin, 00[C Ky v yp) , Weshalb

{tn} xRN Kygwej C{tn} X RE N Ky w5
(nach Voraussetzung ist ¢, € [to — %ammuq,tq,, to + %ammu\pt\y]) und daher (siehe Def.)
ap vy (tn) < ap i (tn) < apy i (tn) < abo i (tn)- (5.52)
tn bg

Da (tn, CL) € Kbq; fir
€, ist

< a < aj ;(t,) (beachte (5.50)), aber wegen (5.51) [Wy, f(a,t,)| <

(tn,a) & Kpweipy, 71> mo. (5.53)

Fall (i): ap ) (tm) < agy ;(tm) fiir ein m € IN mit m > ng:
Da (tm, ap 4y (tm)) € Kow,eiv) ist (tm,a) € Kyu fiir af ) (tm) < a < af ;(tm), aber wegen
(5.53) ist (tm,a) & Ko fir af ;(tm) > a > ‘t;';;ti(" > ap 4 (tm)- Also gilt (s. (5.52)):

{tm} X Ry N Ky w1y 7 {(tm> @) € {tm} X Ry|af ) (tm) < @ < agly(tm)}-
Damit ist Wy f nicht zerlegbar in b.
Fall (ii): ag ;) (t2) = af, ;(t) Vn € N, n > ng :
Ist ap ;) unstetig in to, so ist Wy f nicht zerlegbar in b.

Im Folgenden sei daher ap vy Stetig in to.
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Aus af ) (tn) = ag ;(tn) Yn € IN, n > ng folgt:

lim ap ;4 (tn) = lim ap . (t,) = a*. (5.54)

n—oo n—oQ

Wegen (5.46) folgt wie in obiger Rechnung zu (5.52), da® (¢o,a) € Ky fiir a > apmi, und

“Z,l(b) (to) < Uy 5 (to)-

Falls af;, (to) = aj, ;(to) gelten wiirde, so wiirde aus (5.54) und der Stetigkeit von af;, in
to folgen:
lim ay ;(t,) = a”.

G5 (to) = 0y (to) = i af ) (ts) = Jim

ap, ;(to) = a* ist aber ein Widerspruch zu (5.48), also gilt:
ap i) (to) < ag, ;(to)- (5.55)
Da (to,ago,j(to)) € Kbg,\Il (t() € Ibo,j); ist

to—bo tO_bO

< pyty, also < a? (ty).
ag, (to) Moty bo(f0)
Es muf gelten:
t() - b()
ay (tg) > ,
to—bo

folgte wegen (5.54), (5.49) und (5.55):

o j—
denn aus ag ;(to) = |22

to — by
Moty

. 0 _ *
m ap ) (tn) = a” >

= ay, ; (to) > ag,l(b) (to)-

Damit wére ay ;) unstetig in ¢,. Nach obiger Voraussetzung soll aber ag;,, stetig in ¢y sein.

to—bo
bty

. b .
Aus ap, (to) > folgt fiir Z)\If—tq? <a<ap i(t):

to—bo
a

< pyty,

also (to,a) € Kpyw- Aus der Definition von ap ;(to) folgt daraus, daf

* . t0 - bO
(W fla,to)| < e fiir s <a<ap (t)-
Damit ist
to — b()

(to, CL) g Kb,\p’g,l(b) fiir <a< a,gojj(t()). (556)

Mty
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Dann muf aus der Definition von ap ., (to) wegen (5.56) gelten, dak ap,) < ﬁ‘;—;’; oder
ap ) (to) = agy ;(to). Wegen (5.55) gilt daher, daf
to — bo
ag m(to) < ,
ba() (to) Juty
und wegen (5.56) gilt:
{to} X Ry N K1) ¢ {(to, a) € {to} x Ry |ag ) (to) < a < ag ) (to)},
also ist W f nicht zerlegbar in b.
Im Fall (a) ist also W f nicht zerlegbar in b.
Fall (b):
* _ t() - bO
puty |
Wegen der Unstetigkeit von aj ; in ?o folgt
to — bo
bo.; (to) > 5.57
dhlto) > [ (.57
((to, ag, ;(to)) € Kpy,w, daty € Iy, ; und daher ;é’o_(fg) < uyty, also a* = :f\y;t(;? < ag i(to))-
Fiir a > ’;f‘y;t’;? & |@‘ < pyty ist (t,a) € Ky, w. Aufgrund der Definition von ap, ; gilt:
. .|t — bo 0
W3 fa,to)| < e fiir <a<ap,(t)- (5.58)
Mty ’
Wie fiir ¢y in (5.46) und (5.47) folgt fiir ¢,,, dak
{tn} xRy N Kbg,\Il,s,j C {tn} x Ry N Kb,\p,g,l(b) (559)
und daher
b 1(b) (tn) < ap, ;(tn)- (5.60)
Deshalb gilt:
li o li 0 ok to — bo
lim ap ) () < lim a5 (t) = a" = iate | (5.61)
Da (5.59) auch fiir ¢, gilt, gilt zusétzlich:
ap i) (to) < apy ;(to)-
Im Fall af;, (to) = aj, ;(to) folgt aus (5.57):
to — b()

ap i) (to) = ap, ;(to) >

Myl
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Damit ist wegen (5.61) ap; unstetig in b, also ist Wy f in b nicht zerlegbar.

Im Fall af;,, (to) < aj, ;(to) muB wegen [Wy f(af 4, (to), to)| = € (Def. von ap ) und (5.58)
to — bo
Moty
sein (beachte (5.46) und (5.47)). Dann gilt aber wegen (5.58)

{to} X Ry N K w1 g {(to, a) € {to} x Ry |ag ) (to) < a < ag g (o) }-

b 1(b) (to) <

Damit ist W f in b nicht zerlegbar.
Also ist W f im Fall (b) ebenfalls in b nicht zerlegbar.
Gilt der Fall 2., so folgt wegen (5.46) und (5.47) wie oben, daf

{to} x Ry N Kyyw,e5 C {to} x Ry N Ky we0) (5.62)
und daher
C"g,l(b)(tO) < a'gg,j(to)’
ap iy (o) > ap, ;(to)-

Da Ky, v ; und Ky ) zusammenhangend sind, folgt daraus:

{to} X [ago,j(to), a},‘o,j(to)] N Kb,\y’g’l(b) = {to} X R+ N Kbo,\p’g’j.

Die Bedingung in 2. impliziert dann aber:
{to} x IRy N Ky cu0) < {(t,a) € {to} x R a4 (to) < a < ) (t0)},

also ist W, f in b nicht zerlegbar.

Insgesamt wurde also gezeigt, dak W f in bVb € [ty — Saminputy, to + 3Aminfwty] nicht
zerlegbar ist.

Ist K = [t1,15] und K= [t1 — Gminttwty, ta + Gminttuty], so folgt, daf bei Existenz bereits
einer Stelle in K, an der Wy f nicht zerlegbar ist, die Existenz eines Intervalls der Lange
Cin fruly 1D IN{ auf dem W f nicht zerlegbar ist (betrachte auch Abb. 5.1). Da K kompakt
ist, kann es damit nur endlich viele disjunkte Intervalle (diese diirfen auch aus nur einem

Punkt bestehen) in K geben, auf denen Wy f zerlegbar ist. Da K C K gilt dies auch fiir
K.

0

Korollar 5.2.5. I;y besteht aus einer abzihlbaren Vereinigung von Intervallen, d.h. es
qibt eine Indexmenge N, C IN und paarweise disjunkte Intervalle Irwy C IR fir k € Ny

mit
Iw = Itux
kE Ny
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Beweis: Folgt direkt aus Lemma 5.2.4.

U
Satz 5.2.6. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.4. Gemdfs Korollar 5.2.5 sei
Iw=J Lws
ke Ny

Sei Tf\pk C Ijw abgeschlossen. Dann gibt es eine Menge N C IN und abgeschlossene
Intervalle Iy C Iy vk und Funktionen af ), aj, € € (Ix;), | € Ny, k € No mit

U Fowe= J{(ta) € Iy x Ryfag,(t) < a < af,(t)},

beff,\ll,k lENy,

wobei fir k € Ny fest die Mengen {(t,a) € Ij; X IR+‘az’l(t) < a < apy(t)} firl € Ny

die Zusammenhangskomponenten von |J {(t,a) € Ix; X IR+‘aZ,l(t) < a < agt)} =
IEN;

U Kb,qj’s sind.

beff‘\p,k

Beweis: Sei k € Ny, by € fjc,w,k, 0 = Gminpwty. Nach Voraussetzung gilt:

n(bo) n(bo)
Kbo,lll,s = Kbo,‘l’,s,j = U {(t, a) € Ibo,j X IR+‘CLZO7j(t) S a S CLZLOJ(?‘;)}.

Setze fiir [ € {1,..,n(by)} =: N} :
1 . 011 «— 0 U‘zl — U
Ik,l := by s Qg1 = Qpg1y Qg = Qpg g-

Betrachte jetzt by := by + 6 € Iy (falls by + 6 & Tfy g, wihle by := max(If.g ), womit
by — by < 4 gilt) und dazu zunéichst NZ := N,

Betrachte die folgenden Fille fiir j € N :

1. Es gilt Kbo,\I/,s,j N Kbl,\I!,s,i =g Vi€ {1, . n(bl)} :
Dann setze

u,1

2 ._ 7l 02 . o, u,2
lij =Ty o= ay;, o=

2. Es glbt ein ¢ € {1, . n(bl)} mit Kbo,q;,g,j N Kbl,lll,s,i 75 I

Dann setze I, ; := I, ;U I, 4,

pit), t< boih
ag (), t>bodh>
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api(t), t< b

ai; abl(t), £ > totbs

I,”—>IRJr , tn—>{

»J

Fiir die Stetigkeit von aZ? und aZJZ ist nur der Punkt %3

te [bOabl]a a 2 Qmin -

zu betrachten: Es gilt fiir

< b1 — by < 0 _ Ominputy _ sty

Amin Amin Amin

t— b
a

also gilt (t,a) € Kj, w. Analog folgt, dak (¢,a) € K}, w. Daraus folgt:
[bO;bl] X [amin: Oo[meo,‘Il,s,j = [b07bl] X [aminaoo[mel,\Il,s,i-

Dabher ist ago,j| also die Stetigkeit von aZ? (die Stetigkeit braucht

ot = Bovil oy
nur fiir den Fall gezeigt zu werden, dak % im Definitionsbereich von ap,.; und ap ;
liegt, daher soll hier nicht auf den tatséchlichen Definitionsbereich von aj, ; und af ,

eingegangen werden). Analog folgt die Aussage fiir aZ:]Q

Hierbei wurden die a}” gt a}jﬁ- zunéchst durch die Randfunktionen der Mengen Ky, v . ; defi-
niert und anschliefiend stetig erweitert durch die Randfunktionen der Mengen Kj, v . i, de-
ren Schnittmenge mit einem der K3, . ; nicht leer ist. Jetzt miissen nur noch die Randfunk-
tionen der Mengen K, v .; beriicksichtigt werden, deren Schnittmenge mit allen K g ;
leer ist, um Ky, v U Kp, v mit Hilfe der Funktionen a,”, ak] beschreiben zu konnen:

Fiir jedes ¢ € {1, ..,n(b1)} mit Ky, v i N Ky we; = D Vi€ {1,..,n(by)} ergénze N} durch
N2 U {i + my} mit my = max(N}) und setze
0,2 —_ u12 -—
Ilg,i—l—mz = Ibl;i’ ak,i—l—mz T agl,i’ ak,i+m2 T a/;:l,i'
Aus der Konstruktion folgt, dak NZ endlich ist und

leN?
und die Mengen {(t,a) € I7, x IR+|aZ’j (t)<a< aZf(t)} sind die Zusammenhangskompo-
nenten von Kbo’ql,g U Kbl,\p,g.

Es gilt:
be [bo, bl] = K()’q;,s C Kbo,\l]’g U Kbl,lll,s- (563)

Sei dazu (t,a) € Kj g .. Dann gilt:

t—b
——| < pote.

Nach Voraussetzung gilt: @ > a,,i,. Betrachte folgende Fille:
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1. t < b0(§ b) :
t—b bp—t b—t
‘ 0 == < < puty, = (t,a) € Ky, w.
a a
2. t> bl(Z b) :
t—b t—0 t—»b
‘ ! - ! S S M\Iltllla = (t’ a) € Kbl,\Il-
a a
3. te [bo,%} :
t— bo t— b() bothy _ b() b1 — b() 0 1 ,U,\pt\pamm 1
= S a = S = = = _M\I/t\I/’
a a a 2a 20min = 2 Quun 2
= (t, a) € Kbo,\l’-
1 te]mthp]:
t— b1 b1 —1 b1 - % bl — b() 1) 1 u\pt\pamm 1
= S = <S = — = _/J'\I/t\I/)
a a a 2a 20pmin 2 Gmin 2

= (t, (1,) € Kbl,\I/-

Also gﬂt: Kb,\ll,s C Kbo,\p U Kbh\p also auch Kmq;}s C Kbo,‘ll,s U Kbl,\ll,s-
Damit ist (5.63) gezeigt. Daraus folgt aber:

U Kyve C KppwelU Ky, we.
bE[bo,bl]

Ky v UKy v, C U Ky,
bE[bo,b1]
gilt folglich
U Kywe=KpweUKp we.
bE[bo,bl]

Wie oben kann man jetzt mit b 1 := by — ¢ (bzw. by = min(fjc,q,,k), falls by — 6 ¢ I~fq,k)
verfahren und erhilt analog eine endliche Indexmenge N} sowie Intervalle I}, I € Ny und

stetige Funktionen a?, az:? : I3, — TRy mit

U EKuwe= J{ta) € I x Rilagi(t) < a < i (1)},

le{-1,0,1} leN;Z'
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wobei wie oben folgt, daf
U Kbl,\I/,E = U Kb,\ll,s,
le{-1,0,1} beE[b_1,b1]

wobei die Mengen {(t,a) € I}, x ]RAaZ’j’(t) <a< aZ:f(t)}, [ € N} die Zusammenhangs-
komponenten von |J Kpwe= U Kpu,. sind.
le{-1,0,1} be[b_1,b1]

Setzt man dieses Verfahren induktiv fort, ergibt sich die Behauptung (durch Ausschop-

fung von ff,q/,k durch |J Kj, v, mit einer geeigneten Indexmenge Z , die sich aus obiger
ez
Konstruktion ergibt).

O

Bemerkung 5.2.7. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes gilt fiir beschrénktes
K C Ity k € Ny, dak eine endliche Menge N g C IN existiert mit

U Kowe = | {(t:0) € Iy x Ry [ag (1) < a < aff (1)}

beK lENk,K
Dies folgt direkt aus dem (konstruktiven) Beweis von Satz 5.2.6.
Lemma 5.2.8. Seien a,b € IR, a € IR,, a < b und By, By zwei Zeit-Frequenz-Bereiche
mit dz(B1, B2) > ¢ > 0 und [a,b] C Sz(B1). Dann gilt:

[a—c,b+c]NSa(B2) =pi([a—c,b+c] x {a} N By) = 2.

Beweis: Ist Sz(Bs) = @, so gilt die Aussage des Lemmas trivialerweise.

Sei jetzt Sz(B2) # @ (= di(z, By) < ooVz € R), y € Sz(Bs) beliebig. Da [a,b] x {a} C By
und d;z(x, Bs) > ¢Vx € By und (y,a) € By, ist insbesondere y ¢ [a, b]. Dann muf gelten:
y > b oder y < a.

Sei y < a. Dann folgt wegen (a,a) € By, (y,a) € Ba:
a—y=la—y|l>dia,By) >c,

also
y<a-—-=c.

Ist y > b, so folgt analog
y>b+c.

Also gilt insgesamt: y € IR\ [a — ¢, b+ ¢] und damit
[a—c,b+c]NSz(B2) Cla—c,b+c]N(IR\[a—c,b+¢]) =@.
]

Lemma 5.2.9. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Sei b € I~f,q,,k fur
k€ No. Zul € Ny mit B, N Kpw # @ gibt es ein j(1) € {1,..,n(b)} mit

By N Ky = Kpw e j)-
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Beweis: Aus Satz 5.2.6 folgt:

Ky, = Kun | K.

tE’ff’\I;’k
= Kow N [J{(t a) € Ty x Refag, (1) < a < afy (1)}
lENg
= U (K n{(t.o) € Ly x Ryfag, () <a<af,(0}) . (5.64)
lEN,
Nach Definition 5.1.4 gilt:
n(b) n(b)
Kpue = U Kpyej= U{ (t,a) € In; x Ry|ag;(t) < a < af, (1)} (5.65)

Damit sind die Mengen auf den rechten Seiten von (5.64) und (5.65) gleich und da die
Vereinigungen jeweils aus den Zusammenhangskomponenten bestehen (s. Def. 5.1.4 und
Satz 5.2.6), gibt es zu | € Ny mit Ky N {(¢,a) € I;; X ]R+‘ag’l(t) <a<ag,(t)} # 9 ein

j(1) € {1,..,n(b)} mit

Kywejo = {(ta) € Lo x Ry|ag o (t)
{(t,a) € I); x ]R+|az.z(t) <a
= Bk,l N Kb,q;.

O

Lemma 5.2.10. FEs gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Dann gilt fir a €
R+ B
dz (B, Brj) > aputy, 1,5 € Ny, k € Ny, | # j,

genauer gilt: (t,a) € By, (b,a) € By, so ist [t — b| > apyty.

Beweis: Sei k € Ny, | € N, gegeben. Sei b € IR, so daf (b,a) € By;. Nach Lemma 5.2.9
gibt es ein j(I) € {1,..,n(b)} gibt mit

BN Ky = Ky we jq). (5.66)
Weiter gilt nach Voraussetzung (Def. 5.1.4 und Bem. 5.1.5)

n(b)
Kb,\ll,s = U Kb,‘ll,s,j mit (lg,jl < G,Z,h fir jl < j2, jl,jg € {]., ,n(b)} (567)
=1

Da (b,a) € Kyw . ;u (s. (5.66)), folgt aus (5.67):

ap iy <y < apio) < a < ayigy < apy, fir g1 < j(l) < g (5.68)
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Sei jetzt (t,a) € By, fiir j € Ni \ {{}. Dann ist (¢,a) ¢ Kj v, denn andernfalls gébe es
ein jo € {1,..,n(b)} \ {7 (1)} mit (¢,a) € Kpuej, (Lemma 5.2.9), also af ; <@ < ap; , im
Widerspruch zu (5.68) (jo # j(1)!). Aus (¢,a) € K, v folgt aber

t—> -
= puty, = |t —b| > apgty,
also d?i(Bk,l, Blc,j) Z ’C\L//,L\I,tq;

O

Definition 5.2.11. Zu gegebenem puy, s1, S geméaf Definition 5.1.3 fiir ein gegebenes ¥ €
Z(IR) und gegebenen Zeit-Frequenz-Bereichen By fiir [ € Ny, k € Ny geméaf Definition
5.1.7 und einem abgeschlossenen Intervall I C IR und a € IR, definiert man:

1. Fir I =R sei I; := 1R,
2. fiir I = [b', 00[, ' € IR sei I; := [b! — Gugty, o],
3. fiir I =] —o00,b"], b" € IR sei I :=] — 00,b" + apgty],

4. fiir I = [B,57], 0,07 € R, b < b sei Iy = [B' — Gput, b + Gpotyl.

Fiir ¢1,ty € IR U {400, —oo} mit t; < t, sei

IR, t1 = —00,ty = 400
[tl,OO[, t1 € Rty = +00
]—OO,tQ], tlz—OO,tQE]R
[tl,tg], t1,19 € IR

Lemma 5.2.12. Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Definition 5.1.7.
Fir |l € N;, existieren dann tgc,l,jﬂﬂl;,l,j €R, j€ Zyy, Zky ={1,..,m(k, 1)}, m(k,l) € N
oder Zy, = 7L geeignete Indexmenge, so daf$ fir a € IRy mit Sz(By,;) # @ gilt:

1. Sz(Bry) C U I[tgc,l,jatz,l,j]'

JE€EZk,

2. ( U (H%,z,y%,zg])&) \ (Sa(Bry) R\ U (Sa(Bgz)) -

JE€Zk,1 JENE
3. thy; <ty fiir j € Zyy.

4. tz,l,j + féﬂt\pt\y < ti:,l,j—f—l fiir j € Zk,l mit 7+ 1€ Zk,l-

5. Waf(ab) <efirte U ((lthy b Da\ ity i) 0 (Trow)

JE€EZK,
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Beweis: Da die By, | € Ni, k € Ny Zeit-Frequenz-Bereiche sind, gibt es tkl],tz’l,j, j €
Zk,l, [l € Ng, k € Ny, Zk,l geeignete Indexmenge, mit

SaBra) = \J 1 [thiothny) - (5.69)

J€Zy,

Es soll hier nur der Fall

—

U I[tgc,l,j’tlc,l,j} - U [t;c,l,j’tZ,l,j]

JE€EZK, JE€EZK,

betrachtet werden, also t. , . t*,. € IR, j € Zkl,l € N, k € Ny. Die Fille, in denen es ein
k,ly.] kal,] i ’

j- € 7L, bzw. ein j, € 7/ gibt mit tﬁc,l,j_ = —00, bzw. t/Z\l; = oo folgen analog, jedoch
ist dann eine Fallunterscheidung notig (s. Definition 5.2.11), auf die hier verzichtet werden

—~

soll (tﬁc,l,j und t,’:lvj und Zk,l hingen von @ ab, der Einfachheit halber wird auch auf eine
Indizierung mit @ verzichtet). Betrachte die Menge

Mz kg = U [tklj 5uwtw,t2,z,j+5uwtw] = U ([tklj’ kl,]]) (5.70)
jEZk,l jEZk,l

Als Vereinigung von Intervallen (von mindestens 2auyty Linge) entspricht Mgy, einer
Vereinigung von disjunkten Intervallen (von mindestens 2auyty Linge und damit liegen

in jedem Kompaktum aus IR nur endlich viele), d.h. es gibt Z;; C IN und T,i’l,j, T, ; mit
Tkl:,l,j +apwty < Ty, —apety, J € Zyy, (5.71)
Ty, < T/i.l,jﬂa J € Zpymit j+1€ Zyy, (5.72)
so daf
Mz g, = U [Tk L Ty. l,]] (5.73)
J€Z,

wobei Zy; = {1,..,m(k,()}, falls M, aus endlich vielen disjunkten Intervallen besteht,
bzw. Zy, = ZZ andernfalls. Wegen (5.71) gilt mit ¢,%, € IR, #; < 1y :

[tl,tg] C Mﬁ,k,l = djg € Zk,l : [tl,tg] C [Tli,l,jo’Tl:,l,jo]' (574)
Setze jetzt
ti},l,j = Tkl;’l’] + 5[h1;tq;,
thiy = Tiyy — apwte
und
Kip = U [tic,l,jatz,l,j] (5.75)

J€Zk,
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(K entsteht aus Sz(By,) mittels Mz durch Auffiillen der Intervalliicken der Sz(By,),
deren Liangen kleiner gleich 2apuyty sind. Da der Abstand der durch S;(By, ) und Sz(Bg,,),
l1,1ly € Ny gegebenen Intervalle wegen Lemma 5.2.10 grofer als apyty ist, werden die durch
Sa(Bk,) gegebenen Intervalle hochstens dann aufgefiillt, wenn in der entsprechenden Liicke
kein Intervall von S;(By ;) fiir i € N \ {l} liegt, denn dann hat die entsprechende Liicke
(in Sz(Bg,)) eine Lénge grofer als 2augty).

Beweis von 1.:
Sei t € Sz(By,). Dann existiert, ein jy € Zj, mit (siehe (5.69))

—— —_—

t € [ti)l)jo’tz)lyjo] C [t;‘:)lajo - a/lj/‘l/tll/’tzylﬂo +Ziulllt\11] C Ma’k’l

(letzteres wegen (5.70)). Wegen (5.74) gibt es ein j; € Zj; mit

—~—

[thrjo — Apwtu, By 0 + apwte] C [Ty, Tiy -

Da t/,’;\l; < t/,rc\l; und wegen (5.71) T,i,l,jl +apyty < T}, 5 — apety gilt daher

—_—

(), 1.5, — Gpwty) + Gputy, (t/IZ\l; + apyte) — Gpate] C [T, + apute, T, 5, — Gpate].

Daraus folgt nun wegen der Definition der tfc,l,j, g

—~—

t e[t

o l ~ T ~ 74l r -
kzlyjo,tkal5j0] C [Tkalajl + aumtm,TkJa]l - a/jllpt\y] - [tkalzjl,tkal7jl] C Ka’k.

Also gilt Sz(Bey) € U [thythigl = 1-
J€Zp,
Beweis von 2.:
Aus (5.69) folgt fiir j € Zy, - -
[tgc,l,j’t/i,\/l,j] C Sz (Br,)-
Sei i € N\ {!}. Da wegen Lemma 5.2.10 dg(By 1, Bi;) > apwty, folgt aus Lemma 5.2.8 fiir
JE Zyy:

—~——

[tﬁc,l,j — Ei/j,q;t\p, t;,l,j + aumt@] N S?i(Bk,i) = J.
Aus T} =t — apgty, T}, ; =t} ; + Gpyty und (5.73) und (5.70) folgt daher

U [th1; — Gpwte, th,, + apwte] | N Sa(Br,)
JEZk,1

= U [Tlé,lﬂTl:,l] N Sa(Bk,i)

JE€EZk,

= M, N Sz(Bg)
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= tim apt, i, + apete] | N Sa(By,)

U thi; — Gpwty, t/?;:l/] + apwty] N S?i(Bk,z’)>
J€EZ

= .

Daraus folgt dann allgemein fiir ¢ € N, daf$

U [tgc,l,j — apyty,ty,; + apwty] | \ Sa(Be) | N Sa(Brs) =

J€Zk,1
und damit
U [thyy — Gmate, th,; + Gpeta] | \ Sa(Biy) C R\ | Sa(Bra)-
jEZk)l 1€ N

Damit wurde 2. gezeigt.
Aus (5.71) folgt:

Iclg Tkl] + CW'\I!t\I! < Tyy— apwte =t fir j € Zyy,

Daraus folgt 4. und 5.
Nach 1. gilt fiir [ € Ni :

U [tkl]7t2l] | O Sa(Bky)

J€Zk,

Damit gilt mit 2.:

t € (If,ﬁ/,k)a n ( U ([ti,l,j - aﬂwt%t;,l,j + apgte] \ [tgc,l,jatz,l,j])>

JE€EZy

= (If,\ll,k),a.ﬂ< U [t;c,l,j —5uwtw,t2,l,j+5uwtw] \ U [tk 1. ;l,y )

J€Zk 1 J€Zg

- (If,\l!,lc)~ n ( U [ti,l,j - aN\I’t\I’atz,l,j + apyty] \SE(Bk,l))
a
J€Zk,

¢ (Trww) 0 (RN U Sa(Brn)) = (Trw) \ U Sa(Bro).

lENy, lENy
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Wegen (Tf’\p,k)~ - Sa( U Kk,qp) gilt daher:

a bETf‘\y,k

taye |J Ko\ B

beff,\l,,k lEN

und da nach Satz 5.2.6

U Eowe= [J{(ta) € Iy x Ry|ag,(t) <a<af,(t)} = | B,

beff,\p,k lE Ny, lEN}

folgt damit insgesamt

taye |J Ko\ U Kove

bels o bel w
Nach Voraussetzung (Def. 5.1.3) gilt daher |W3 f(a,t)| < €.
Daraus folgt 5.
U

Definition 5.2.13. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Fiir £ € N, seien
tﬁc,l,j, thijs J € Zki, | € N, gemidh Lemma 5.2.12 gegeben (sind durch den konstruktiven Be-
weis des Lemmas eindeutig vorgegeben). Sei a € IR} und I C (I ), ein abgeschlossenes
Intervall. Dann sei

Sa(Bk,lal) = U I[tfc,l,jvtz,l,j]ﬂla
J€EZK

Sa(Bk,laI) = U (I[tfc,l,ja Zl]])% ﬂl%-
J€Zk 1

Ve
/'L‘Il My S1—S82

2
Definition 5.2.14. Zu gegebenem ¢ > 0 sei v, > 0 und g, mit o := ( ) wie in

Lemma 5.2.1 mit uy, s1, s2 geméh Definition 5.1.3 fiir ein gegebenes ¥ € #(IR). By, seien
Zeit-Frequenz-Bereiche fiir | € Ny, k € Ny geméf Definition 5.1.7, It v, C It wg, kK € Ny
abgeschlossen, ebenfalls geméf Definition 5.1.7. Fiir [ € Ng, £k € Np und @ € IR\ {0}
definiert man X, x,; : IR = IR durch:

1. Fiir /Ivfy\p’k = 1R sei Xqk; =0,

2. fiir ff,xp,k = [bl, OO[, b € R sei

- : 1 id ]
= | = ~ * r— —
Xakl = 15,4 (BioTpw 1) 1)) N[0 — 2 ol pata bl — aluuta] al Yo al ]-oo,b!—laluwtels
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3. fiir Iy, =] — 00,b7], " € IR sei

- 1 1 id 1
Xakil = 5|a\(Bk,z,(If,w,k)|a\)ﬂ[bT+%|a|uwtw,bT+§\a|uwtw]* mgo‘ m 16" +a|pgte,00ls

4. fiir Trgy = [B4,07], B,07 € R, b < b7 sei

~ 1 id
Xakl = 1§|a|(Bk,z,(ff,\1/,k)|a\)ﬂ[b’*%\aluwt\llvb’*aa\uﬁ\v] * (mga (m>> Lj—oopi—aluatel

1 id
+1§|a|(3k,1,(ff,\p,k)|a\)ﬂ[b“l'%la\lhlftw,b“i‘g|a|u\1ft\1f] * <mga (m)) L+ laluate ool

Bemerkung 5.2.15. Aus der Definition von x,, folgt, daf
%a,k,l(t) =0firt e (ff,\p,k) .

Lemma 5.2.16. FEs gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.8. Sei b € ffq;k fuir
ein k € Ny. Ist f einkomponentig in b, so gibt es nach Definition 5.1.8 ein lg € N mit
be Iy, b I, V1l € Np \ {lo}. Fir die zugehirigen Komponenten fi, gilt:

fa={ 10 10

Beweis: Dab e Ik,loa b ¢ Ik,l VI € Ny \ {ZO} gilt:

min{az,j(b)|b €Iy, j € N} = apy(b) = max{aﬁ’j(b)|b € Ii;,j € Ny},
min{a’,éyj(b)|b €Iy, j € N} = ay,(b) = max{az,j(b)|b € Iij,j € Ni}.

Per Definition (s. Def. 5.2.14) gilt daher c?,‘;\,;(b) =0 und c?,g\’;(b) = 0o und damit

W f(a,b)
o8 C/ —2l D 4o = y),

lal

nach Satz 3.5.1. Fiir | # I, folgt wegen b & I;,; und Bemerkung 5.1.10, da b € I;y s, dak
fra(b) =
O

Satz 5.2.17. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.8. Sei b € ff,q/,k; fr ein

k € Ny. Dann gilt:
D frald) =

IEN,,
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Beweis: Aus Satz 5.2.6 folgt:

n(b)
U Kiyvej=Kpwe=KpvN U Ky,
Jj=1 tEff,W,k
— Ko 1 U {(t0) € o x Ry a2,00) < 0 < a0

lEN,,

Da die betrachteten Mengen in den Vereinigungen in obiger Gleichung jeweils Zusammen-
hangskomponenten sind (s. Def. 5.1.4 und Satz 5.2.6), folgt, daf es Indices [; € N}, gibt
mit

Kowej=KowN{(ta) € I X ]R+|az,l;(t) <a<a ()} 7=1,.,n(b) (5.76)

und daher
7lJ

(b) (b)
U Koy = Kow 0 |J{t,0) € L % R lap (1) < a < ap 7 (1)} (5.77)
j=1 j=1

Betrachtet man (5.77) geschnitten mit {b} x IR, so folgt, dak es ein m(b) € IN gibt mit
0 < m(b) < n(b) und Indices I; € Ny fiir j € {1,..,m(b)} mit

agy; (b) < ag,, (b) fir j <, (5.78)
so dals
n(b)
{b} x Ry N Ky N [ J{(t,0) € Ty x Ryfag ;(t) < a < a (1)}
j=1
m(b)
= {0} x Ry N Ky N | J{(t,0) € Ty, x Ryfag, (1) < a < ap, (£)}
j=1
Daher gilt:

U {(b,0) € Ty x Ry |ag (b) < a < af,(0)}

lEN,

= U {(t,a) € Iy x Ry N {b} x 1R+\a2,l(t) <a<agt)}

lENk
= {0} x Ry N Kyu N | J{(t,0) € Ty x Ryfag,(t) < a < ap, ()} (5.79)
lEN
m(b)

= {b} x Ry N Kpw N [ J{(t,0) € Ty x Ryfag, (1) < a <afy ()}

sbj
=1
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U {(b,a) € Iy, X]].:{_}_‘a/klj ) <a<ag, (b}

Aus (5.79) folgt daher, daf b & I, fiir | & {;]7 € {1,..,m(b)}}, und mit (5.78) folgt damit

insgesamt:

min{aj ;(b)|j € Ny mit b € I;} = ap, (b),
max{a};,j(b)‘j € Ny mit b € I, ;} = a}:,lm(b) (b),

firi € {1,..,m(b) — 1}:

min{ay ;(b)|j € Ny mit b € Iy ;, af ;(b) > ap ;. (b)} = ag ., (b),
und fiir ¢ € {2,..,m(b)}:

max{azij(b)“ € Ny mit b € I, 5, ap ;(b) < ap, (b)} = ag;,_ (b).

Damit ergibt sich fiir die Funktionen af, ;, a, :

a’z,ll (b) = 07
a’]%,lm(b) (b) = OO,
1 .
o ®) = 3 (k) +at, ) firi e {2,.,m(b)},
— 1

afo () = 3 (ak, () +ag,,, ) firie{L,.,m() -1}

— 1 —_—

@i (0) = 5 (ak,, () + af,, (0)) = g, ().

Damit und da b & Iy fiir I & {l;]j € {1,..,m(b)}} (d.h. fi(b) = 0 fiir solche ) gilt:

m(b) m(b)—1
ka,l(b) = ka,lj( = frg (b Z Ji; (D) + frtnw (0)
lENy, 7j=1

m(b)—1

i f £ e

0<al <aF, (¥ 72 g )<lal<dl, 0)
o[ Wity
o lal
R0
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m(b)—1

1 / Wi f(a,b) / Wi f(a,b)
= — 25 da + —v 20 T da

ol T Z B al

0<la[<a} ;,(b) afy; (O)<lal<a . (b)
n / Wy f(a,b) da)
J |al
|a‘2ak U (b) (b)

1 W f(a,b) .

nach Satz 3.5.1.
]

Lemma 5.2.18. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7 und es seien wie dort
It vk C Iy abgeschlossene Intervalle und ap ;, ay., € € (1), | € Ni, k € Ny mit

U Kiwe= J{ta) € LuxRi|ag,(t) <a<ap,(t)} = | Bru-

tEff,\p,k lENy lEN

Sei b € Tf,\p,k fir ein k € Ny. Dann gibt es Indices l; € Ny, fir j € {1,..,n(b)} mit

{(t.a) € Iy xRy ag,(1) < a < ail; ()} = {(t,) € Ly, xRy o, (1) < a < ol ()} N Koy

(5.80)
und

() n(b)

U Kowei = J{(t.0) € I; x Ryfag () < a < ap;(1)}
j=1 j=1
n(b)

= Kpu N | J{(t,0) € Loy, x R fag, (1) < a < a, (1)}

j=1

Dann gilt fir j € {1,..,n(b)} und 6 := pyty :

1. Fira € IR_|_ ist [b - at\p,b-i- at\p] X [u%,oo[ C Kb,q;.
2. Fir a € IRy und ¢ € [b— ad, b+ ad] N Iy, mit (¢,af,. (1)) & Ky ist a > ap, ().
3. ap, (t) <ap; Vte[b—ai6,b+ai;0]N Iy,

4. ap, (1) <a VEE[b—adb+ad]Nlky, a> aj;-
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Beweis: Die erste Aussage des Lemmas folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 5.2.17
(Gleichungen (5.76) und (5.77)).

Zu 1.
Sei (t,a) € [b— aty, b+ aty] x [u%’ oo[, dann gilt:

t—0b a,t\y
‘ ‘ < — = puty,
n

a
also (t,a) € Kpy.
Zu 2.
Da (t, ag,lj (t)) ¢ Kb,‘II: gllt

t—

az,lj (t)

>0 < [t —b| > ay, (¢)0.

Dat € [b— ad, b+ ad], gilt |t — b| < ad. Also gilt:
a 2 a,ll::,lj (t)

Zu 3.:

Ist (¢,ak,,(t) € Kiw, so gilt ay, (1) = ay;(t) < ap; (ag,, (1) = aj ;(¢) folgt aus der Kon-
struktion der aj, im Beweis von Satz 5.2.6).

Ist (t, aj, () & Kb, so folgt aus 2., da ¢t € [b— c;};‘:jé, b+ c;},\‘;é]:

aj,, (t) < ap ;.

Zu 4.:
Fiir ¢ mit (¢, aj, () € Ky folgt aus 2.: aj (1) < a.

Ist (t,ap,, () € Kiu, so ist af, (1) = ap;(t) < af; < a.
]

Als Folgerung zu obigem Lemma ergibt sich folgendes Korollar. Dies zeigt, dal man bei
verschiedenen gegebenen Zeit-Frequenz-Biandern unter bestimmten Voraussetzungen unter
Beschrankung auf ein Intervall in der Zeitrichtung Késten um die Zeit-Frequenz-Bereiche
legen kann, die diese (bzgl. des Beschriankungsintervalls in Zeitrichtung) jeweils vollstandig
enthalten, sich aber untereinander nicht iiberlappen. Im néchsten Abschnitt ersetzt man
dann fiir das Beschrankungsintervall ein Zeit-Frequenz-Bereich durch den entsprechenden
Kasten, wodurch sich die weitere Betrachtung vereinfacht (bzw. bestimmte Rechnungen
erst moglich werden).
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Korollar 5.2.19. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Sei b € jf,q,,k fur
ein k € Ny. Seien fir n(b) > 1 1; € Ny, die gemdfs Lemma 5.2.18 existierenden Indices fir

je{l,.,n(b)}, so daf

n(b) n(b)
U Kywe;j = KpoN U Bk,
7j=1 7j=1

Kywej = By NKyw ={(t,a) € Ly, x Ryag, (t) <a<aj, ()} N K.

Es gelte I
uﬁ,a}j,j <ap;,y firje{l,.,n(b)—1}. (5.81)
Dann gilt fir j € {1,..,n(b)}, | € Ng:

1. Ist a < lﬁa“gfj, so gilt:
Bry, O [b— aty, b+ aty] x [/%, 0o[C [b— aty, b+ aty] x [ag ;, af ],
(Bri N [b— aty, b+ aty] [/%, ool) N [b— atw, b+ aty] x [, ai ] = & fiir | # 1.
Ist a < “IT—;", so gilt:

Bk,lj N [b—atq,,b+atq,] X R+ C [b— atq,,b+atq,] X [afgjj,af}}:j],
By N [b— aty, b+ ate] x [af ;, af ] = @ fiir | £ 1.

2. Ist a > u\yaf}?’j, so gilt:
Bk,lj N [b —aty, b+ atq;] X R+ - [b —aty, b+ atq;] X [amm, ,u,i[’ d.h.
v
By, N [b— aty, b+ aty] x [—, 0o[= @.
Hw
3. Ist N%Ilc;,‘jvj <a< uwc?;;;, so gilt:
[b - CLtq;, b + at\p]X]i, ,uq,a[ﬂBkJ = & fiir | 75 lj.
Mo
4. Fiir I € Ny mit [ € {l;]i € {1,..,n(b)}} gilt fiir a € Ry:
Bk,l N [b — aly, b+ at\p] X [i, OO[Z 6]
2

5. Ist n(b) =0, so gilt fir a € R4, [ € Ny :

Bk,l N [b — aly, b+ atq/] X [i, OO[Z %]
My
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Beweis: Zu 1.
: 1 5 .
Sei 0 <a < -ap; -

Es gilt:

a<ag;. (5.82)
Nach Lemma 5.2.18 1. ist

a
Bk,lj N [b —aty,b+ a,tq;] X |:,u—, o0 [ C Bk,lj N Kb,\p = Kb,\ll,s,j-
v
Aus der Definition von c;gjj, af}?’j folgt daher:

Bk,lj N [b — aty, b+ at\p] X |:i, &) [ C [b — aty, b+ a,tq/] X [c;g/],c;}:‘;] (583)
Hw A

Sei jetzt ¢ € {1,..,n(b)}, mit [; # ;.

Ist a < c;i’;, so gilt wie in obiger Rechnung fiir j (s. (5.83)):

Bk:,li N [b— atq;,b+at\11] X |:i,oo|:c [b_ at\llab—f_atq’] X [a:g:’a;?z]
MW ) )

Daraus folgt wegen L
lag ;. a1 N (a3, ap ) =@, j#i (5.84)

(folgt aus Bedingung (5.81) bei den Voraussetzungen des Korollars):
(Blc,li N [b - at\p, b + atq;] X |:i, oo |:> N [b - atq;, b + atq;] X [d—;?/j’ af;/u]] = @, j 75 1.
//llq’ b 3,
Ist a > c;gv,i, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

(a) @Ti <a< c;}zi :
Aus Lemma 5.2.18 3. folgt:
ap, () < af; Vte[b—ald,b+ap0]N Iy,
Daa < CZ;,T,Z. < wé;fi, gilt (pgty = 9):
[b— aty,b+ ate] C [b—ag;6,b+ ay 0],
also gilt insbesondere:

min < a ;. (1) < af, (1) < CZ,,“ Vt € [b— aty,b+ atg] N Iy,
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d.h.
By, 0 [b— aty, b+ ate] x Ry C [b— aty,b+ aty] X [amin, ap;]. (5.85)

Da a < ‘;ii/j und CE,’; < a, also &2; < o;,é;., muf daher i < j gelten. Wegen (5.81) folgt
aus (5.85) daher :

By, N [b— aty, b+ ate] x [af ;, af ] = 2.

(b) a>af,:
Aus Lemma 5.2.18 4. folgt dann

ap,.(t) <a Vteb—ad,b+ad]N iy,
Da [b—aty,b+ aty] C [b—ad,b+ad] (x> 1) und a < N%yc?‘,j:j, gilt also insbesondere:
Gmin < af, (t) < af, (t) < ui\p@ Vi € [b— aty,b+ aty] N Iy,
Damit gilt:
Buy N [b— aty,b+aty] x Ry C [b— aty, b+ aty] X [dmn, iaj][ (5.86)
Aus (5.86) folgt daher
By, N [b— aty,b+ aty] X [c;g\:j, c;};f]] = .

Da in obiger Rechnung bei gegebenem 7 # j alle Moglichkeiten fiir ¢ € IR, abgedeckt sind,
folgt also allgemein fiir 7 # j:

(Bk,li N[b— aty,b+ aty] X [,ui’ 00 D N[b— aty,b+ aty] X [cfg\”/j, aA;ij] = .
v
Ist | € N mit [ # [; fiir i € {1,..,n(b)}, so gilt (beachte erste Aussage von Lemma 5.2.18):

Bk,l N Kb,\p = .

Ist (t,a) € [b—aty,b+ aty] x R4 mit (t,a) & Ky, so gilt:

t—b _ t=b  aty 1 —
—| > puuty & a < < <—2ag]-,
a pote — pele  py

also (t,a) € {b— aty, b+ aty] x [0, é@;[ Daher gilt fiir | € Ny mit [ # I;, i € {1,..,n(b)}

Blc,l N [b — atq;,b+ at\y] X IR+ C [b — atq/,b+ at\y] X [0,0/,_2;[
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und daher L
BkJ N [b — aly, b+ at\p] X [ag,j, a}j,j] = d.

Daraus folgt die erste Aussage von Teil 1.
Sei q < dmin
1237

Nach Definition von a,,;, gilt:

Bk,lﬂ]Rx](),i{CBk,lﬂ]Rx}O,ami"[:z, Vi € N
Hw Hw

Dann folgt mit dem ersten Teil von 1. fiir j € {1,..,n(b)}:
Bk,lj N [b — aty, b+ at\p] X IR_|_ = Bk,lj N [b — aty, b+ a,tq/] X :|0, ,U,i [
v

U Bij N [b — at\p,b+atq;] X |:,ui,00|:
v

= Bk,lj N [b— atq;,b+at\p] X |:i,OO|:
Hw

C [b—aty,b+aty] x [ag,af ].
Fiir [ € Ny mit [ # [; folgt analog mit dem ersten Teil von 1.:

Blc,l N [b — atq;, b + at\p] X [afg;, C’L-E;] = (Bk,l N [b — at\p, b + atq;] X [i, o0 |:)
bl bl /,L\I[

N[b— aty,b+ aty] x [&Ej’(zz\{j]
= g

Zu 2.
Sei j € {1,..,n(b)} :
Fiir a > /Lq;(?};‘; gilt: ui‘l’ > c;};f] Aus Lemma 5.2.18 4. folgt daher:

agy, (t) < vt € [b— 1%6, b+ /%5] = [b— aty, b+ aty].

a
K
Da amin < az,lj (t) < a}:’lj (t), fOlgt damit:
By N[b— ate, b+ aty] x Ry C [b—ate,b+ aty] X [amin, Mi].
v
Zu 3.

Sei i € {1,..,n(b)} \ {j} und
—ap ; < a < pyay;. (5.87)
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(a) i<y:
Aus Bedingung (5.81) folgt:

Also gilt (s. (5.87)):

Aus Lemma 5.2.18 4. folgt damit:
al (1) < = Vte[b———6b+—0]N Iy = [b— aty, b+ aty] N Iy,
” Uy Hw Hw
Da amin < af . (t) < ag . (t), gilt also:
Bk,li N [b — aty, b+ atq/] X R+ C [b — aty, b+ atq,] X [amm, i]

My
und daher:

a a
[b— aty,b+ aty|x|—, pwalNBy;, C [b— aty,b+ aty]x]—, pwal
M Hy
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N[b — aty, b+ aty] X [amin, i] = .
i

L4

(b) i>j:
Aus Bedingung (5.81) folgt: L
pyay; < af;.

Da also 5,2]. > ,ugl,af}jv,j = u\y%u\y > apy (wegen (5.87)), gilt mit Teil 1.:
a —_
[b—aty,b—+ aty] X]N—ql, pgalNBg,, C [b— aty,b+ aty] x [ag’i, a}jﬂ-]
C [b— aty,b+ aty] X [pwa, oo[.
Also gilt:
a a
[b — at\p, b+ a/tq/] X]u—, /,Lq/a,[ﬂBkJi C [b — at\p, b+ a/tq/] X]—, /,l,q;a,[
v

K
N[b — aty, b+ aty] X [uya, o] = @.

Aus (a) und (b) folgt fiir i € {1,..,n(b)} \ {4} :

By, N [b—aty,b+ atql]X]i, ppal= 2.
Hw

Ist L € Ny mit 1 #1;, 1 € {1,..,n(b)}, so wird in 4. (5.88) gezeigt werden (dort werden keine

Voraussetzungen an a benutzt):

Blc,l N [b — atq;, b + at\p] X]i, /,L\pa[Z .
e
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Zusammen mit obiger Rechnung folgt daraus insgesamt 3.
Zu 4.
Ist | € Ny mit [ # [; fiiri € {1,..,n(b)}, so gilt (beachte erste Aussage von Lemma 5.2.18):

By NK,y=0.

Ist (t,a) € [b—aty, b+ aty] x R4 mit (t,a) & Kpw, so gilt:

t—b ] aty a
— | > upty & a < < = —,
a Hyly pole  phy

also (t, @) € {b— aty, b+ aty] x [0, ;+-[. Daher gilt fiir { € Ny mit | # 1;, i € {1,..,n(b)}
Bk,l N [b — aty, b+ at\p] X [,u&, OO[: . (588)
v

Zu 5.
Ist n(b) = 0, so ist Ky, = @ und daher ist fiir [ € Ny

By N Ky = 2.

Dann liefert die Rechnung in 4. die Aussage von 5.

O

Definition 5.2.20. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Seien [; € N, fiir
j€{1,.,n(b)} Indices gemé Lemma 5.2.18 mit

{(ta) € Ty xRy Jag, (1) < o < af;(0)} = {(t,0) € Ty, xR Jad,, () < 0 < afy (0} N Ko

Die relative Bandbreite des Zeit-Frequenz-Bereiches By, 7 € {1,..,n(b)} in b € IR ist
definiert durch

ar
Ap,, (b) = =2,

]
@p,j

Fiir [ € Ny mit [ ¢ {lJ|j S {1, ,’I’L(b)}} sei ABk,lj (b) = 0.

5.3 Zusammenhang der Wavelettransformation von Si-
gnal und Komponenten

Im letzten Abschnitt wurden die Komponenten eines Signals definiert. Dabei wurde die
Wavelettransformation in Zeit-Frequenz-Bereiche zerlegt, die in einem Punkt b € IR (fiir
den die Definition der Komponenten sinnvoll ist) Integrationsbereiche fiir die Morletre-
konstruktionsformel festlegen. Jeder Integrationsbereich deckt einen Zeit-Frequenz-Bereich
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(geschnitten mit {b} x IR, ) vollstanding ab, ist aber so gewahlt, daf die Vereinigung ganz
IR, abdeckt (so daf die Summe der Komponenten das Signal exakt rekonstruiert). Die
Komponenten erhilt man dann im wesentlichen durch Anwendung der Morletrekonstruk-
tionsformel, wobei nicht iiber ganz IR sondern nur iiber die bestimmten Integrationsbe-
reiche integriert wird. In diesem Abschnitt soll nun die Frage behandelt werden, ob die
Wavelettransformation der Komponente im wesentlichen mit der Wavelettransformation
des Signals im definierenden Zeit-Frequenz-Bereich iibereinstimmt und auferhalb vernach-
lassigbar klein wird (erst dies rechtfertigt die Bezeichnung (Zeit-Frequenz-) Komponente).

~

Lemma 5.3.1. Sei f € L'(IR) N L%(R) mit f € L'(R), ¥ € #(IR) mit supp (¥) C
[s1, 82|, so > s1 > 0. Dann gilt fir 0 < a; < as, b€ R :

W f(a,b) = |/ / W\I’fat (?) da , fira € [a1,as),

lal

1 [1 Wi f(@,t) t—b )
W - [ [ YT —ay, —
o f(a,b) PR Gl da¥ - da , fira € [—ag, —aq],
R

mit C := /27 f ﬁg? dt.

Beweis: Es gilt fiir (a,t) € (IR \ {0}) x IR mit dem Satz von Plancherel:

Wi = |/f (f‘_t> d:v—/f ) (az)eds = vV2rZ L (JU(aid))(t).

Fiir die Abbildung ¢ : (R \ {0}) x R — IR,

(a,t) — -

FE @0 ()

[

(mit (a,b) € (R \ {0}) x IR) gilt g € L}(IR?):
Betrachte dazu

//|g(a,t)|dadt - //

_ //% \/L?,W]Zf(x)ﬁ( )mdm( - )det

R R

(@ ()

[l



212 KAPITEL 5. KOMPONENTEN

(%)

Da fiir z # 0

und f € LY(IR), ist

und daher
1 —~
//\g(a,t>|dadt< /co ( )‘dt L Gl
V2
R R T

Also ist ¢ € L'(IR?). Dann folgt mit dem Satz von Fubini fiir (a,b) € (IR '\ {0}) x IR (und
mit Satz 2.6.2) und der Morlet-Umkehrformel aus Satz 3.5.1:

Wif(ab) = Wi (é Wffd)cr) (a.b)

al

= ol / qu|fa|a e (t ; b) dt

- o/ / ﬁ FR@a) o () da
_ CllR/ t;
- /\|/—_/J? E )g(at)eitbdtdﬁ

(letzte Umformung wegen des Satzes von Plancherel, da f¥(aid) € L*(IR), ¥ € L(IR)).
Da supp (V) C [s1, s2], gilt:

(F(aid)) (1)@ ( b) dtda

supp (E(Adid)) C { [
und analog:

= |:‘%|, ‘%] ,a >0,
supp (¥(aid)) C

-2 51} ,a < 0.
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Fiir ¢ > 0 ist daher E(Yit)g(at) =0Vt € IR fiir

(i) a<0,

(ii)) a>0und 2 < & &0a> 2q,
a a s1

(iii) 6>Ound%1>%2<:>a<§—;a

Fiir a € [a1, ag] ist damit E(ﬁt)é(at) =0Vt € IR fiir

S1 S9
a < —a1 und a > —as.
52 51

Fiir a < 0 ist O(at)¥(at) = 0Vt € R fiir
(i) a>0,
(ii) @< O0und — < Z S a> Za,

la qf

(i) a<0und — R
Fiir a € [—as, —ai] ist damit U (at)¥(at) = 0 V¢ € IR fiir
a< —s—2a2 und @ > —ﬂal.
S

Folglich gilt fiir a € [a1, as] :

Wi f(a,b) = é \%_” / F(6) (@) T (at)e ™ dtda
do R
1 TNBR [ = (t—b
= o / W/gc‘ (f\Il(ald))(t)\Il< - )dtda
o
_ / W f Wl @) o <t—b> »
|af al a

slal
Analog folgt fiir @ € [—ag, —a4] :

__al

B / /Wq,fat o (0 4
al a

213
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~

Lemma 5.3.2. Sei f € LY(IR) N L%(R) mit f € L'(R), ¥ € #(IR) mit supp (¥) C
[s1, 82|, s2 > s1 >0, b € IR. Dann gilt fir 0 < a; < ay :

a2
1 [ Wi f(a,id . [ s s
Wy C %dﬁ (a,b) = 0 fira¢ _8—2611, s_?%] )
al
—ay
1 W f(a,id . [ s s
Wy c %d’d (a,b) = 0 fira¢ _—S—iag,—éal] :

—as

Beweis: Wie in Lemma 5.3.1 folgt fiir (a,b) € (IR\ {0}) x R und 0 < a; < ay :

1 [ Wis(@ id)
c)

al

1 ¢ 2 ~ =< .
da | (a,b) = c / % / fU(@id))(t)V (at) e dtda. (5.89)
ai R
Da supp (¥(aid)) C [, %] fiir @ > 0 und
supp (E(aid)) C

ist U(at)T(at) = 0Vt € R fiir

(i) a<0,

(i) e>0und & > 2 &< Lg,
a 52

(i) a>0und 2 <2 & a> 2a.
Fiir @ € [a1, ag] ist damit E(&’t)@(at) =0Vt € R fiir a < ££a; und a > £a,. Damit folgt
aus (5.89) fiir a ¢ [z—;al, Z_TQ/Q] :

1 [ Wif(aid)
C al

ai

Wi da | (a,b) = 0.

Die zweite Aussage folgt vollig analog.
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Lemma 5.3.3. Zu ¢ > 0 sei v, und g, fir a > 0 wie in Lemma 5.2.1. Ferner seien
ttreR, k=1,.,n,ne Nmittt <t k=1,..,n und

th+2avav, <ty , k=1,.,n—1

fiir @ > 0. Dann gilt mit

n
K; = LJ[tfC — avave, t, + av/av]
k=1

. )
Xa := hg * (:ga (g)) :
a a

(i) Ixa(z) — 1| <efiir z € U [t 1],
k=1

und hg 1= 1g, fir

(1) OSXESL

(iii) xa(z) <efirz e R\ U]t — 2av/av,, t; + 2av/av],
k=1

(iv) xz € L'(R) und |G(2)| < (& — t + 2a/av.)e fir « € m\}—;ﬁ, %[

Beweis: Da h;z > 0 und g, > 0 ist xz > 0. Fiir z € IR gilt:

Xa(z) = %/ha(x —1)0a (%) dt < %/ga (%) dt = /ga(t)dt =1

nach Lemma 5.2.1 (ii). Daraus folgt ().

n
Sei x € kgl[tfc,tﬂ. Dann existiert ko € {1,..,n} mit z € [t} ,} ]. Fiir t € [—ay/av,, ay/av,]

gilt:
r—t > t —avav,
r—t <t +avar,
d.h.
T —t€ [ty —avav.,ty, +avav.. (5.90)
Da g, > 0und 1 ) vty 43y /av] > 1[,5500 ~ay/avetj, +avave]’ folgt mit Lemma 5.2.1 (ii), (iii):
k=1
av/ave
1 t 1 t
Xa(z) = = ha(x — t)ga = dt > = L —avav..s +avav.) (z —t)ga = dt
R —a/ave
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. av/ave ; Vave
= = / Ja <:) dt = / ga(t)dt >1—¢
a a
—a\/ave —Vave

(letzte Zeile wegen (5.90)). Daraus folgt: |xz(z) — 1| = 1— xa(z) < 1— (1 —¢) = €. Daraus
folgt (ii).

Sei .
v —te R\ | Jlth — 2avar., t; + 2avar[. (5.91)
k=1
Betrachte den Fall z > . Dann muf gelten z > ¢ + 2a\/av. wegen (5.91). Fiir ¢t €
| — av/av,, a\/av,| folgt:
T —t>t +2av/av, — av/av. =7 + a/av.,

also gilt: hz(z —t) = 0. Damit folgt (und wegen 0 < h; <1, go > 0) :

av/ave
1 t 1 t
a - = ha -1 al = dt = ha —1 al < dt
W =z [ me-on()ass [ - oa (%)
R\]—av/ave,av/ave| —a+/ave
1 t 1 t
= = / ha(:v — t)ga (;) dt S =< / Ja (:) dt
a a a a
R\~ y/ave av/ave| R\ —Gy/ave av/ave|

= / go (t) dt <e,
R\|—v/ave,v/ave|
wegen Lemma 5.2.1 (iii).
Vollig analog folgt der Fall x < ¢ (= x <t} — 2a/av,).
Bleibt der Fall t} < x < {7 :
Dann gibt es wegen (5.91) ein ko € {1,..,n — 1} mit = € [t} + 2av/av,, t, ., — 2av/av.].
Fir ¢ €] — a/av,, a/av,[ folgt:
r—t > g + 20V ov. — aov, = t;, +avav,

! ~ ~ g ~
r—t < tp . —20vav. + oo, =ty — @ o,

also z — t €]ty + ay/ow, th , — ay/av.[. Daraus folgt:
n
T ¢ U[tfco — o, t, + avav,],
k=1

also gilt:
ha(x — t) =0.



5.3. ZUSHG. WAVELETTRAFO VON SIGNAL UND KOMPONENTEN 217

Damit folgt wieder wegen 0 < hz <1, g, > 0 und Lemma 5.2.1 (iii):

av/ave

1 t 1 t
a = = ha —t o = dt = ha —t o = dt
W@ = = [ me-og(5)ass [ onte-oa (%)

R\|-av/ave,av/ave| —av/ave

1 t

< = / [ (:) dt = / ga(t)dt<e.
a a
R\]-av/ave,av/ave| R\]—vave,\/ave|

Daraus folgt (iii).

hg ist als charakteristische Funktion endlich vieler kompakter Intervalle aus L'(IR). Aus
Satz 2.2.5 folgt, daf xz € L'(IR).

Dabher gilt (Satz 2.5.2):

Xa = 7 (hg * (%ga (%))) = V2mhz gy (aid).

Mit Lemma 5.2.1 (iv) folgt daher fiir z € IR\]—E%, a‘\/;a[ (&ar e ]R\]_\I;Ea’ NG [) :

G@)| = Vorlin(e)l|d @) < / ha(0)|dte < / die = ||Li, e
R K
< (& -t +2avav,)e.

Damit ist (iv) gezeigt.
U

Korollar 5.3.4. Zu ¢ > 0 sei v, und g, mit & > 0 wie in Lemma 5.2.1. Sei f € L'(IR) N
L®*(R)NZ(R) mit f € L*(R) und Z = {my, .., ma}, m1, ms € Z, my < ms oder Z = 7.
Seien (a,b) € (R\ {0}) x IR, ty € Ry und fir Z seien (t')rez und (t)rez monoton
wachsende Folgen aus IR, so daf$ gelte:

th < tp, keZ,
th+2avav. < tho, keZ

(d.h. die disjunkten Intervalle [t.,t}] haben immer mindestens den Abstand 2a./av.) und

£ (@)] < el flloo fiir z € [b— aty, b+ aty] N ) ([th — 26v/ave, 8, + 2av/av] \ [th, t]) N T
keZ
(5.92)
fir ein'a > 0 und I C IR ein abgeschlossenes Intervall. Dann gilt mit

Kz = [b — aty — 3ay/ave, b+ aty + 3ay/av:] N U ([tfc —avave, ty, + a’\/&us])
kez



218 KAPITEL 5. KOMPONENTEN

und s = Ly X = i+ (b () wnd K= o= atyu+ate] 0 (U f 1] )
keZ

((f 1) (@) = (f - xa) (@)| <[fllecg fiir z € [b— atw, b+ ate] N 1, (5.93)

xa € L*(R) N L'(IR) N L*(R) und

1 ~
F(f - ) =—f*x1(1 v ve /E =+ (5
(f - xa) ,—27rf ( [ gten, o] X > ¢
mit Gz € L*(IR) und
|IGalloo < (2aty + 6av/av:)||fl|1e
(die Menge Kz und die Funktionen hgz, xz und (z hdngen auch von a ab, da aber a in

der Voraussetzung fest vorgegeben ist, soll auf eine weitere Indizierung mit a verzichtet
werden,).

Beweis: Da [b—aty—3av/av., b+aty+3a\/av.] kompakt ist und (&) kez, (t5)kez monoton
wachsend sind, gibt es ki, ks € Z mit

[b— aty — 3av/av,, b+ aty + 3a/av.] N (U [th —avav,, 1), + E\/alxg]>
keZ

k2

= U ([b — aty — 3av/ave, b+ aty + 3av/ave| N [th, — av/ave, t, + av/av.))
k=k:

= ([b — aty — 3av/av,, b+ aty + 3av/av:| N [ty, — av/av., t; ay/ov,])

U ( G [t —avaw,, 1, +6\/&ug])

k=k1+1
U([b — aty — 3av/ave, b+ aty + 3av/av. | N[t — avav., t}, + avare)).

Mit
~  f max{t,,b—aty — 2aJav.} ,k=k
tk; T { ti; , k= kl + 1’ . k2 3 (594)
A'; o—— tz y k:klj'-,kZ_].
tk - { min{t};y b+ aty + 25\/&y5} , k =k ’ (595)

gilt dann folglich:

Ki = [b—ate,b+aty] 0| JIth, 2]
kel
= [b—ate, b+ aty] N [b— aty — 2v/av., b+ aty + 2av/av] N [, &)
kez
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ks
= [b—aty,b+aty] N | J [, 5], (5.96)
k=k1

th <4 k=ky,. kyund fiir k = ki, .., ks — 1 :
tr + 2av/av, =t} + 2a/av, <t =1L ..

Weiter gilt (fiir k = ky +1,.., kp — 1ist b — aty — 2av/av. <), <t <f =1t <ti, =
tho, <th <tp <b+aty + 2a\/av.):

Kz = [b— aty — 3av/ave, b+ aty + 3a/av] N (U [ty — avav., B, + &'Vave])

keZ

= U ([b— aty — 3av/av., b+ aty + 3av/av.] N [t, — av/av., t, + av/av,])
kel

= ([b— aty — 3av/av., b+ aty + 3ay/av,] N [th, — avav,, t, + av/av))

ko—1
u( U t-a ayg,t;+a\/ays])

k=k1+1
U ([b — aty — 3av/ave, b+ aty + 3av/av.] N [t,, — av/ave, t, + avav,))

ke N
= U [t — avav,, th + av/av,]
k=k

wegen (5.94) und (5.95) und max{b — aty — 3a\/av.,t. — a/av,} = max{b — aty —
k1

2a\/av,, tl, }—ay/ow, = tjc\l/—'d av,, min{b+ aty +3a\/av., tj, +ay/ov.} = min{b+aty +
2av/ave, 1, } + av/av, =t} + ay/av,).

Damit sind fiir die ¢, i;’;, k = k1, .., ko die Voraussetzungen von Lemma 5.3.3 erfiillt, wobei
K7 aus den Voraussetzungen dieses Korollars und dem des Lemmas iibereinstimmt (und

damit auch hz und xz). Nach diesem Lemma ist xz € L'(IR) N L*®(IR). Wegen Satz 2.2.5
ist xg € L? (R).

—~ ky ~
Ferner folgt aus diesem Lemma, (ii), fiir z € Kz C | [, ;] (s. (5.96)):
k=k1

(f - 1)(@) = (f - xa) (@)] < |F(@) [z () — xa(@)| < | llool1 = xal@)] < [[f]loce-

k)2 ~ — k?2 ~ —~
Fiir z € [b—aty,b+aty]\ U [t — 2av/ave, th +2a/av,|NT C IR\ U [t — 2a/ave, th +
k=k1 k=k1

ky ~ _ —
2a/ave NI R\ U ], — 2av/av,, t}, + 2av/av[NI C R\ K3 folgt aus Lemma 5.3.3 (iii):
k=k:

(f - 1) (@) = (F - xa) ()| < [f(2)l[xa(@)] < |[f]]oot
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Wegen

max{b — aty, Zf; —2av/av,} = max{b— aty, max{b— aty — 2av/av.,t, } — 2av/av.}
= max{b — aty, max{b — aty — 4a/av,, tfﬂ — 2av/av. }}
= max{b— aty,t;, — 2a\/ov.}

und [b — aty, b+ aty] \ [tkl,tzl] = [b— aty, b+ aty] \ [t} , t} | wegen (5.94) ist
[b— aty,b+ aty] N ([tl — 2av/aw, ), + 2av/av.] \ [tkl,tkl])
C [b—aty, b+ aty] N ([th, — 2av/av., t;, + 2av/av:) \ [t} . t;.])
und analog wegen
min{b + aty, tj, + 2@v/av.} = min{b + aty, ;, + 2av/av.},
ist
[b— atw, b+ aty] N ([th, — 2av/av., t;, + 2av/av:) \ [t,,, 1))

C [b— atw,b+ aty] N ([t 2afu€, th, + 2av/av.) \ [t t7,])

—~ ky ~
Dabher ist fiir z € [b— aty, b+ aty] NI und z &€ Kg, (alsox & U [t4,41]), = € [b— aty, b+
k=k1

ats\ (U [ — 2ay/av., & +2ay/av.))

k=k1

= [b—atq,,b—l—aw]ﬂ(U([tl—2a\/&zx5,t’+2a\/5yg]\[t r]))

keZ

C [b— aty, b+ aty] N (([tgl — 2av/av,, t, + 2avav ]\ [t 1, ]) N I

U kU ([t — 2av/ave, t, + 2av/av:) \ [th, t;]) N T
(k[tlm—1 2av/av, f, + 2Ziv/ave] \ [th,, t;z])) NI
C [b—aty,b+ atg] N ( ij ([t — 2av/av,, t}, + 2av/av:] \ [t t;])) ol
(C R\ Kq). -

Dabher folgt aus (5.92):

(f 1) (@) = (F - xa) ()| = [f(2)l[xa(2)| < |f(2)] < [[f]loct-



5.3. ZUSHG. WAVELETTRAFO VON SIGNAL UND KOMPONENTEN 221

Also wurde insgesamt fiir x € [b — aty, b+ aty] N I gezeigt, dak
[(f-1z)(@) — (f - xa) (@)] < [ f]|ooe-
Weiter gilt mit Lemma 2.5.5 (f € L*(IR), xz € L*(IR),= f - xa € L*(IR)):

L oo L [Fa—ne
Flfoxa) = S=Frii= = ]R/ Fla )z o)

R\| - 25 2% |

= =Py G

ava'iva

G = Fid — t)xz(t)dt

1
T Vo
R\ -5 225
(€ L®(IR), da f € L'(IR) und ¥ € %(IR), da xz € L'(IR)).
Aus Lemma 5.3.3 (iv) folgt fiir x € IR :
1

G < = / Fla -0t

-2 a
< (@ 1L +%avan)e / & — 1))t = (i, — t + 2ay/avel|fll.
R

Da tfi; = min{b + aty + 2a\/av,, 1}, } < b+ atg + 2&;/\/51/5 und —Zf; = —max{b— aty —

2a\/aw, th } < —(b— aty — 2a\/av,), ist also £ —tt < b+ aty + 2a/av. — (b — aty —

2av/av,) = 2aty + 4a/av,. Damit folgt insgesamt:

|Glloo < (2atw + 6av/ave)|| e

U

Korollar 5.3.5. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Seien a € IR, b €
Ity fir ein k € Ny gegeben. Dann ezistiert zu jedem a € IRy und Il € Ny ein Xzk; €
L*(R) N L®(IR) mit

(Wi f(@.1) (15,,(t,8) + Xara(t) = Wi f (@ )Xara(t)] < 2/W5 fllwe
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(Xaky gemap Definition 5.2.14) fir t € [b— aty, b+ aty] und
F Wy f(a,id)Xak1) = Gaki + Can,

mit Gkl € Lt (IR),

s s
supp (ga,k,1) C [—2~, i 1}

pwa a
und Gy € L°(IR) und

|Gakilloo < (2atw + 3apwte)||F (Wy f(a,id))[ e

(wie in Korollar 5.3.4 hingen Xz ki, Gaky und Czry auch von a ab, es soll jedoch auf eine
weitere Indizierung mit a verzichtet werden).

Beweis: Da ¥ € (R) und f € L'(IR), ist

Wi f(a,id) = %‘f * UV (%) € L'(IR) N L™(IR) (5.97)
nach Satz 2.2.5. Wegen Satz 2.5.2 ist
F (W2 f(a,id) = Var FT" (aid) = V27 ¥ (aid) € L1(IR) (5.98)

(mit Satz 2.6.2, nach Voraussetzung ist fe L'(IR)).

2
€

2
Wie bei der Definition der Xz, sei o = ( Le ) - Wegen py = 2 + 2V gilt:

Ho g S1—82 s1 sity
2 2
v 1% by
2V, = 21y ———— = 2y —— 5—— = 2y = pwty.
Hus1 — S2 S9 + t; — Sg 2

Mit (5.97) und (5.98) folgt aus Lemma 5.2.12 3. - 5. folgt, dak die Wavelettransforma-

tion mit den in diesem Lemma bestimmten (t} )iz, (th;;)jez,, (die durch Sz(Bj,)

gebildet werden, s. entsprechendes Lemma, wobei Sz(By;) N Ifwx C Sa(Bry, (Irwi)a) =
U [th>tha ] N (Ir,wx)a) und oben gewihlten o die Voraussetzungen von Korollar 5.3.4

JE€Zg,1

erfiillt (mit I = (fjf@k)~) Es existieren also xgzx; € L'(IR) N L®°(R) mit 0 < xgxy; < 1

und

Wi f @)L ()= Wi f @) Xara(t)| < [[Wiflloee fiir ¢ € [b—aty, btatu])(Truu)

(5.99)
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wobei I/(;,k/,l = [b — at\p,b + at\y] N (fjf,q;’k)N N U [ti,l,j’tz,l,j} = [b — a,t\p,b + at\y] N
@ jEZyy

Sa(By,, (ff\pk>~) ((5.99) macht nur eine Aussage fiir ¢ € (ff,q,,k);;, so dak man anstelle

l/{;,;l =[b—aty,b+aty]N U [th,, th,,] aus Korollar 5.3.4 das obige benutzen kann).
J€Zk,

Betrachte zunéchst ¢ € IR mit ¢ € (Tf\pk)~ Wegen Bemerkung 5.2.15 gilt fiir solche ¢ :
Xaki(t) = 0. (5.100)

Ist t € [b— aty, b+ ate] N Sz(By,), so ist (t,d) € By, und t € Kqpy.
Aus (5.99) und (5.100) folgt:

(Wef(@t) (Le,, (t,@) + Xara(t) — Wa f(@ O)xari(t)] < [[Wgfllooe- (5.101)

Seit e ([b—aty,b+aty|N I, Uk Sa(Bk,). Dann gibt es zwei Fille zu betrachten
I

(beachte, dak LZJ [t} 1> Ty ;] durch Auffullen von Intervalliicken aus Sz(By,) hervorgeht,
J1€2K1

also i.a. SZi(Bk,l) C U [tk 10 2[]])

J€Zk,1
(a) Istte I/(;k/,l, so folgt wegen Lemma 5.2.12 2.:

te Kan\Sa(Be) € (U [thigthaa] ) \ Sa(Br)

J€Zk,

C ( U [ty — anete, +Euq,tq,]) \ Sz (B,)

J€ZK 1

CR\ |J Sa(Be,y).

JENE

Dh. (t.a) € (Tren) xR\ U Biy (= (ta)e U K\ U K.
a JEN} be(ff,q,,k)a be(ff,q,,k)a
wegen Satz 5.2.6). Dann gilt nach Voraussetzung |W3 f(a,t)| < ||[W3 f||so€ und damit
(mit (5.100)):
(Wi f(@1) - (15, (t,@) + Xara(t) = Wi f(@1) - xawa(t)] = |[Wif(@t)xanr(t)[(5.102)
< Wef(@, 1) < [[Wy flloce.

(b) Istt ¢ Ka k1> SO ist 1N( ) = 0. Da nach Voraussetzung t € Sz(By ), ist (t,a) & By,
und daher ist 1p, ,(Z, a) = 0. Damit gilt nach (5.99) und (5.100):
|W\I!f(a" t) : (]‘Bk,l (t’ a’) + Xﬁ,k,l( )) - W\Iff(aa t) : Xa,k,l( )‘ = |W$f(aa t)X&,k,l(t)‘
= |W$f(aa t) : 1%(1’-’6) - W\;f(aa t)X?i,k,l(t)|
< [[Wg fllooe (5.103)
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Aus (5.101),(5.102) und (5.103) folgt daher insgesamt fiir t € [b— aty, b+ aty|N (fjcq,k)

a

(Wi f(@1) - (1a.,(t,@) + Xari(t) = Wi f (@) - Xara(t)] < [[W5f]lce-

Sei nun ¢t € [b— aty, b+ aty| mit ¢t & (fjcq,k) . Daher ist (¢,a) ¢ By, und damit gilt

a

1g,,(£,) = 0. (5.104)

Betrachte den Fall I; g, = [b',b7] (b, 0" € R, b < b"):
Dann muR gelten: ¢ < b' — Qugty oder t > b" + augty.
Gelte 0.B.d.A. t < b — Guyty:

Dann gilt fiir K3, aus Korollar 5.3.4:

a , a
— Shwle, by + Shuty)

3. 3.
Kary = [b—aty — o Ghwty, b+ aty + Eaﬂ\yt\l}] N U [t 1 5 5

J€ZK,1

3. 3. ~ ~
= [b — at‘p — ia/hptq/, b + atq/ + EG/,Lq;t\p] N SE(Bk,l; (If,q;,k>~)

~ 3~ , 3~
C (If,\ll,k> 32 '~ §6W1ptw, b+ Ea/,bwtw].

1. Fall: ¢t < b' — 2auyt,y :
Aus Lemma 5.2.2 folgt (ay/av. = sapete!): Xari(t) < €, Xara(t) < e. Mit (5.104)
folgt:

‘W\;f(aa t) ) (1Bk,l (t’a) + %E,k,l(t)) - W‘;f(ﬁ, t) . Xﬁ,k,l(t)|
= Wy f(a,t) Xari(t) — Xari(t)) |

<||Wg flloo| X k() = Xak,u ()]
< 2[|Wi fl]o

2. Fall: bl - 2Ad/L¢t¢ S t< bl — Ad,uwtqp .
Dann gilt wegen t € [b — aty, b+ atg]:

3 3 L 3_ ;1
b + CLtq; -+ 5&#11;75\1; Z t+ §au¢t¢ Z b — QCL,U,wtqp -+ §au¢t¢ =b — §au¢t¢,

3. 3. R
b—aty — Ea,uwtw <t-— §au¢t¢ <b - §au¢t¢,
also gilt

3. 1. 3. 3.
b — 5““1/)751/): b — §aﬂwtw] C[b—aty — Ea,uq,tq,,b +aty + ia,u\ptq,]
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_C [bl — %5u¢t¢, b+ %5u¢t¢] und fS\;(Bk’l, (ff’\y’k> ) C (ff’\p’k) gilt

P 3~
a 2a

Da <Tf,q/’k)
daher:

(MY

a
K M) — o0, b — §M\pt\1/]
3. 3. ~ ~
= [b — a,tq/ — ia',U/\IIt\II: b —+ atq; + ia,uq,tq,] M Sa(Bk’l, (If’q,’k)a)
~ a
N (If,\ll,k) 5. N — o0, b - 5/1\1115\1:]
3. a 3. 3.
= [bl - §a,u¢tw, bl — §,U,\ptq;] N [b — G,t\y — §a/hytq;, b+ atq, + Ea,u\pt\p]
ﬂg‘;(Bk,l, (Ew«))
3 a ~ ~
=’ - §aﬂwtw,bl - Elhptm] N Sz(Bk,, (If,\ll,k>~)-

Also gilt fiir z €] — 00,b' — Lpyty] :

1K5”°=’ (m) - 1[bl—%au\pt\lubl—%u@tw]ﬂég(Bk,l,(ff,w,k)a)(x) =0

und damit:

1K5”°J (@) = 1[bl—%aﬁwt\lf’bl—%uwtw]ﬂ%(Bk,z,(ff,w,k) ) <1

3 ]bl_%l“llt\llaoo[‘

Mit Lemma 5.2.2 folgt daher (¢t < b — auyty!) :
IXaki(t) — Xara()] = ‘(1K6,k,l - 1[bl—%auq’t\y,bl—%N\Ilt\ll]ﬁgé(Bk,ls(ff,\I/,k)a))
1 id
~go (=) ) @)
e (7)) 0
1 id
l]b’f%uwtw,oo[ * (390‘ (g)) (t)‘ <Eé.

(Wi f(@,t) - (1s,,(t,a) + Xara(t) — Wi f(@,t) - Xaka(t)]
= [Wyf(a,t) Xari(t) — Xari(t)) |
< |IWg fllool Xaki(t) — Xaki ()]
< |[Wgfllog

<

Damit gilt (beachte (5.104)):

Fiir die anderen Fille von I; g j folgt die Abschétzung analog und damit folgt die generelle
Giiltigkeit der Abschatzung.
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Aus Korollar 5.3.4 folgt wegen

Ve Ve . HuS1 — S2

Ve
va o g ws1—s2 Hw

zusatzlich:

F Wy f(a,id)xars) = Ey(Wwf(aa id)) (1[W7w]Xa’,k,l) + Gakd

mit C?i,k:,l € L>® (R) und
|Gt

oo < (2aty + 3apyte)||F (Wy f(@,1d))|| e

Setze daher

1
Gakl = \/—Q_Wy

AN

= f\Il(aid) * (1 [7*4,‘1,’:91—32 “\1151_52]@)

Ay ' apg

(Wi 1@ id)) » (1[ ]x/\)

apgy 7 apg

(wegen (5.98)). Nach (5.98) ist ﬁ € L'(R), ferner ist xg 4, € L'(IR), also Xz € L®(IR).
Nach Satz 2.2.5 ist daher gz, € L>(IR).

~

Da nach Voraussetzung supp (¥) C [sy, so], gilt:

. S S
supp (¥(@d)) € |, 2],

(@ > 0). Weiter ist supp (1[ kg =sy Nsl_sz]@> C [— beli=% “‘1’51_32] , also gilt:

A apy apy
e i m

S1 HuS1 — S22 S2 HuS1 — 82:|
o s — .
aly a aly

supp (gak) C {Zi

Dabei gilt (py > 1):

51 HwSi—S2 52

~ ~ - ~ )

a ay aly

So  MHuS1 — S2 52 HuS1 — S2 HuS1

a alby a a a
21/52

_ 202 . S2 52 JIVES
& 89 = pgS) — == 1Stau—q,<€<T)'

(wegen pg = 2 + =

s1tw

Damit folgt insgesamt:

So UwS1
supp (ga,e1) C [N—, — ] -
apy @

Da nach obiger Rechnung gz, € L*(IR), ist damit gz, € L*(IR).



5.3. ZUSHG. WAVELETTRAFO VON SIGNAL UND KOMPONENTEN 227

Bemerkung 5.3.6. Ist ¥ € .#(IR) und ¥ reell, so folgt aus Satz 2.6.2:

~

U=2"10)=Z() = (F (V) =" (5.105)

Wie im Beweis zu Korollar 3.5.4 folgt fiir reellwertiges f € L, (IR) und (a,b) € (R\{0}) x
IR :

W\Itf(a’a b) = W‘iklf(_a’a b)
Ferner gilt:

c:@/%dt:a

Theorem 5.3.7. Es gelten die Voraussetzungen von Definition 5.1.7. Sei b € ffq/k fiir ein
k € Ny. Es gebe ein € > 0, so dafs

(Wi f(a,t)]

lal

da < |[Wiflleg ¥Vt e R.

p2({t} xR \W)

Fiir n(b) > 1 gelte:
u?ya}j’j < az,’ﬁrl fir j € {1,..,n(b) — 1}

und l; € Ny fir j € {1,..,n(b)} seien die gemdfl Lemma 5.2.18 existierenden Indices mit

n(b) n(b)
U Kowes = KowN | By, Kowej = {(t,0) € gy x Ryfag, (1) < a < af ) (D} N Ky
j=1 j=1

Dann gibt es fir die in Definition 5.1.8 definierten Komponenten und a € IR, j €
{1,..,n(b)} Schranken e1,¢s,e3 und €4 mit:

L Wi iy (a,b)] < e fiir @ < omin,

2. |Wy fry,(a,b)| < & fiir a > ,uq,c;},z,
3. |Wi fry;(a,b)] < &5 fiir %2ie < g < pﬁ@; N
(W frg; (a,0) — Wy f(a,b)| < e fiir u%pag’j <a < pyay;,
4. [Wy fry(a,b)| < ey fiir a < “min und | ¢ {l;]7 € {1,..,n(b)}}, bzw. n(b) = 0.
5. [Wi fri(a,b)| < &2 fiir a > pryamaz und 1 & {l;|j € {1,..,n(b)}}, bzw. n(b) = 0.
6. [Wy fri(a,b)| < esfiir “nie < < pgame, und L € {I;]5 € {1,..,n(b)}}, bzw. n(b) = 0.

1014
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Bemerkung 5.3.8. Fiir die in obigem Theorem genannten Schranken €1, 5.5 und 4 gilt

mit ~
= [0,
|al
R

L e = Z|[¥|l| 11 (In(AB,,, (b)) (ew + [[¥ie) + [[¥]1&) + B[ fll:ew.

2~ T Omag T ~
o = I (10 (2225 (o (2100 + VR + Bl F) ) + 1)

min

C o~
+60||f||1&1/-
3.
T ~ Umax
g3 = ||C|’|1 (005\1, -|-2||\I/HOO<H\I!H15+ (ln< ill,a ) + In(p )) (ew + 2||¥||1€)
~~ d—,lT
+V2r||¥ |1ty - (5111 (uﬁ,am”) +2In (,u%amm> + 3us, ,J,J In ( y ,’ff))s))
min min bj ab]
4. ey = BIflhew + ZI1 oo | f1I 121
5.
.- ||C||1 (Cozw + 211 oo (/2] + 1n (M@ am§$> (cw + 21 9]|1¢)
T 2 Umax 3 Qmagz Amax 4 Omaz
+V2r||¥|| ity - (5 In +2In (| + 33 In ( pg )s))
a'mzn Qmin Qymim, Qymim,
Beweis:  (von Theorem 5.3.7):
Da f und T reell sind, folgt aus Bemerkung 5.3.6:
Wy f(=a,b) = Wgf(a,0) V(a,b) € (R\{0}) xR
Ferner ist C reell und es gilt (Satz 5.2.6):
W f(=a,t)] <[[Wifllewe Y(a,t) € ( | Kew)\ | B (5.106)
lENy,

SEIf’\p,k
und fiir fk,l: t e Ik,l:

al

Fra) =

ag (H<[a]<ay ,(t) ag (O)<[a|<af (1)
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Wif@r) - 1 Wil ()
/ B e / i

ag (O<[a]<ay ,(t) ag (O)<[a|<af (1)

= fru(t).

Analog folgt fiir ¢ & Iy, dab fi;(t) = fr.(t). Also ist fi; reell und nach Bemerkung 5.3.6
gilt:

Ql =

Wy fri(=a,b) = Wy fri(a,0)  V(a,b) € (R\ {0}) x R. (5.107)

Da alle Aussagen des Theorems iiber die Betrige der Wavelettransformation der fy; ge-
macht werden, kann man sich also auf positive a beschranken.

Es gilt ferner fiir (a,b) € (R\ {0}) x R (f € L*(R)):

Wi £(@, b) ZIM/} ( )m_/f ()0 (at)e®dt

= V2rZ Y (U (aid))(b). (5.108)

Daraus folgt, dak W3 f(@,id) € L2(R), da f € L®(IR) wegen f € L*(IR) und ¥ € .#(IR),

ferner:

Wi f (@ b)| < / Fo) [ @) de < 1]l ]l (5.109)
Weiter gilt fiir ¢ € I
1 Wif@o) - 1 [|Wif@ 0
il <
CEr (00 < [0
R

ag (t)<lal<af (1)

und fiir ¢ ¢ Ik.l :

|fk,l(t)| = l/;&i,k,l(tﬂW\;f a, t d~ < _/ |W$f a, t

¢ |al al
R
Mit (5.109) folgt daher:
LMM§C|%ﬁm / / )| (at)|deda

R ]R

I Y e\ |

_Eﬂmuld / P9 G (5.110)
R R R

_ Wk |\Tf( )l = Co
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(dabei wurde der Satz von Fubini unter Zuhilfenahme des Satzes von Tonelli benutzt).
Damit ist fi; € L*°(IR). Da ¥ € .#(IR), ist die Wavelettransformation Wy fi; fiir [ € Ny
definiert.

Ferner gilt:

Wi fra(a,b) = ﬁ/f“(t)ﬁ (?) dt (5.111)
R
= Ta| / Jea(0)W (?) dt + ‘}7‘ Jra ()W (t ; b) dt
58t 22>t

Aus (5.110) folgt:

—_[(t—=b — b
L (el = 4] (o)

CLE CLE

/ T (1)] dt < %Hﬂlm. (5.112)

Ist ¢ € Iy, so gilt nach Definition der c;zv,l und a?,, dak

ap;(t) < a{ (t) <af,(t) Vi€ Nymit t€ Ly, ap () < af,(t),

ap,(t) < af,(t) < ag;(t) Vi€ Nymit t€ Iy, ag(t) > ap,(t).
Damit gilt:
{t} x [ag,(t),a0,() N Bpi=@ Vi€ N,
{t} xJag,(t),a ()] N By;=@ Vi€ N,
und daher

{t} x [ag, (1), a2, ()] ({t} x Ry)\ W,
{t} xJag (1), af ()] C ({t} x Ry) \ W.

Nach Voraussetzung gilt daher (mit (5.107) und (5.109)):

/ Wiflat) , / Wif(at)

Tl a
¢ (1<lal<af (1) ag, ((t)<|a|<a} (1)
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— / wda + / wda (5.113)

lal - lal
%1 (B <lal<ag () ai,(t)<la|<a, ()

a
p2({t}x R4 \W)

<2|[Wifllocg < 2[|9|oo|[ f] 116

Betrachte jetzt die einzelnen Félle:
. . 1 .
(i) Sei a < g Qmin
Sei My (a,b) := {(t,@) € I X R|t € [b— aty, b+ aty], ag,(t) <a<ag,(t)} = [b—aty, b+
aty] x IRy N By, fiir | € Ny. Nach Korollar 5.2.19 gilt:
M,j,lj(a, b) C [b— aty,b+aty] x [af ;, ap ;] =: M,:lj (a,b)

und fiir [ # [; :
[b — aty, b+ atq;] X [a,‘j’j, a};’j] N Bk,l = . (5114)

Ist (t,d) € [b— aty, b+ aty] x [af, af ], so gilt:

< —= < = < uyly,

‘ t— b‘ at\p ag’jt\I!
)
p,; p,;

a
d.h. [b — aty, b+ aty] x [o;gv’j, CZ})‘VJ] C Ky . Daraus folgt wegen (5.114):

(Myf, (a,0) \ Bry,) C Kiw \ | Bro- (5.115)

IEN,,

—_—~—

Zusétzlich folgt daraus, daf M,:lj(a, b) U (JTI\ki (a,b) \ Byy,;) = ]T/[\ki(a, b) mit (M,;flj (a,b) \
Byy) N M,;flj (a,b) C (M,;':lj(a, b) \ Byy;) N By, = &, und daher gilt (mit (5.107)):

11 Wi f(@,t) _<t—b>
a]C / / @ )

[b—aty brate]nin,, ag, (O<dl<af,, (1)

o0 —

11 _Wif@t)+wif(@a,t t—b
:_—//1M+lj(a’b)(t,a) wf( )\5| 2 )d’é < - )dt

o0 —

_ il//1~ .5 Vel @) + Wef(@1) o (t_b) it (5.116)

M,j:lj (a,b) |al a

Sl
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1 r Wi f(@,t) + Wa f@, 1) —b
;5//1]‘@1 ‘lb\Bkl)(t 2 |al CF\I’( a )dt
0

Wegen (5.115) und (5.106) folgt mit (5.109):

o0

Wi f(@,t) +Wef(a,t) t—b
|a|0//1 W @y 9 i m( " )dt

R 0

2I\W$f\|oo b
A // M’jlab)ta~|\ll|<a)dt
2||W\Ilf||oo
=T uC / /~“I"( )

|t b|<t\1,abj

c(In(a) - In(af,) [ 19)(e)ae

_ 20 Wiflls
=7 C
ANWE Fll o ap ANWEF| ||| W
AV e 1 ( >g: Wl (1)
ab

_ 2019 a1 2
- C

In(Ag,, (b))e. (5.117)

Weiter gilt:

11 *f(a —
_ 11 / W'I’fN(a’t)dN\I’ t—b gt
al a
[b—aty,b+aty] Eg\;

U
ab.

_il/ W;f(a’,t)da$<t—b>dt

o[ C al a
" ag;
af;
11 cf(@ -
- Wil (@) g (L=0) (5.118)
a| C al a

Abschétzung des letzten Terms mit (5.109):
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L[ [ (.

|t b|>t‘1’ ag,;

] |oo 1F11: /cr t—b
< = U
- aC la |‘ | a dt
>t‘1’abg
L] ( @) [ 10
bJ
[t|>tw

\m|\w|\f\|1( ()) %mm%w))w (5.119)

Dau\p=82+—3:i(82+t—;) > 52 unddaml‘c(]<a<“’”m < lgo < abj,folgt

s1 s1ty s1 — g bj — s

So —~— 52/-\, S1 ~—
u __“ _ _— 0
a ¢ [ ab], 5 ab,j] , —a ¢ [ Uy i ab,j] .

S1 S92

Nach Lemma 5.3.2 gilt daher:

u
abj

11 “Wif(@,t) t—b)
S —= " 2 daW dt = W
|a|c/ a "\ v

(
R \ ko
(

/W‘;fat =0\ = e l/wda (a,0) =0
Ia\ C al a Y J_lal ’ '
_abj \ _a‘g,j

Damit folgt zusammen mit (5.119) aus (5.118):

Wil @) t—b 10| o £]]2
‘a|0// Mkl (a,b) (t.@) |al — T dav a dt S?ID(AB&Q(Z)))&P-

(5.120)

Wegen:
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BN _Wif(—a,t) — (t—b
e 1—~  (t,0) —F—=———da¥ dt
|a‘0// Mlj:lj(a’b)( ) |a\ a ( )
R 0
11 [ [ _Wef(@,t) —— (t—1b
|a’|0// Mlj:lj(a"b)(, ) |—CL| a ( a )
R 0
—ag ~
la| C |al a
R _qu
b,j
|a‘|0 |CL| a
|22 >ty —af
folgt analog
”@fwt) t—b HWWAUM
e \® Y < '
\a|c/ / 7 A () In(Ag, , (0)ew

(5.121)
Da fiir a < % aus |?‘ < tyg folgt, dak t € [b — aty,b + aty] C [b — —“;";"u\yt@,b—l-
'
oo pyty] C b — Gpwte,b + Guyty] fir @ > %= (also insbesondere fiir @ > %min >
v v

a;nén), ist [b — aty, b+ aty] C <Tf’q”k>a" dabe ff’\p,]c. Daher gilt nach Bemerkung 5.2.15:
Xaku(t) = 0 fiir a > “min f € [b— aty,b+ aty] (I € Ni). Da B, C IR X [amin, Gmaz] und
daher S3(By,;) = @ fiir @ < amn, ist zusitzlich Xz, = 0 fiir @ < ayy. Damit gilt im Fall
a < “min gllgemein:

%ﬁ,k,l(t) =0 fira € ]R_|_, t e [b — atq;, b+ atq;], le Nk.
Damit folgt mit (5.113):

|45 |<te
1 _ *f(@ -
Sga| [ [reom e (50 o
St[<te B
1 W f(a,b t—b
+m / / %cﬁb( - )dt (5.122)

b-aty btatw]Nlk, af (t)<[a|<af ()
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1 W f(a,b ~ ~ | — (t—=0b
<L / / Wil (@) s o)) 17112 ) (=8 e
Clal & a

[b—ate bratelnly, b3, (H<[d<a,(t)

Aus (5.122) und (5.116) folgt daher mit (5.117) und (5.120), (5.121):

a [ o7 (50)

|t b <t\11

21T oo | F111 ]| 2|0 |oo || f]
2 ||C{||1|| ||1ln(ABM(,}))H%m@%(b))ew

26 ~ =
sl Bl [ e

[t—b|<tw

< 3|I\Tf||oo||ﬂ|1(ln(ABk,lj (0))(ew + [[¥]]1e) + [[¥]]:€). (5.123)

Aus (5.111) folgt schlieRlich mit (5.123) und (5.112):

: 2 & % Co, +
(Wi fiea; (@,8)] < G118l | Fllu(n(A s, (0)(ew + 19]]16) + 1 9]18) + 5 [ Fllcw.

Damit wurde 1.) gezeigt.

Fiir [ # 1, bzw. fiir [ € Nj im Fall n(b) = 0 gilt nach Korollar 5.2.19 4. bzw. 5.: By; N [b —
aty, b+ aty] X [ﬁ, oo[= @, d.h. By N [b—aty,b+ ate] N [amin, co[= & (da a < *min d.h.
Umin > P d > u%) Daraus folgt (wegen amin < af):

11 > f(a —
ul wen (e,
ja|C al a
b—atq;,b-l-at\p]ﬂfk,lj a%,l(t)gﬁgaz,l(t)
< / / Mdﬁﬂﬂ t=bY y
al a

[b—atwy,b+aty]NI}, 1; aF, ((H)<a<ay (1)

-] e (),

b at\p,b—|—at\1/ Amin
(Wi f(a,t)]

~ A o (t—b
/1b aty,b—aty]X[amin,00[N By (ta G’)Tda‘q}| ( a )dt
R

I
oSBT
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und analog:
11 Wef(—a,t) — (t—1b
i / / Mdﬁ‘l’ dt| <0,
la| C al a
b—atq;,b-f—atq;}ﬂ[k,lj ag’l(t)g'dga}g,l(t)
also

L O < P

J al
b—atq,,b—l—atq,}ﬂlk,lj az’l(t)g\aﬁa};,l(t)

Daher folgt fiir [ # {; (n(b) > 1) und fiir [ € N, im Fall n(b) = 0 aus (5.122)

1 _ —b Qg = N
o f,”()\p( - )dtsguwnmnﬂh

|58 st

2~ ~
0] (t) dt < S ¥llool | flIIE[12E:

[t—b|<tw

(5.124)
Aus (5.111) folgt daher mit (5.124) und (5.112) fiir [ € Ny, | # [; im Fall n(b) > 1 und fiir
l € Ni im Fall n(b) = 0:

. Co . =~ 2~ N
Wi Freala, )] < Z 11 Fllew + S0 ool | FI12] 2122

Hiermit wurde 4.) gezeigt.

(i) a > pay; bzw. a > pyamg, fir n(b) > 1 mit I #1;, a > pgame, fiir n(b) = 0.
Nach Korollar 5.2.19 2. gilt:

{(t,a@) € R?|t € [b— aty,b+ aty] N Iy, af, (1)
= {(t,a) € Byt € [b— aty,b+ ate]}
- [b —aty, b+ U/tq;] X [amm, i]

a < ayy, (1)}

Im Fall n(b) > 1 gilt nach Voraussetzung a}, < Gqz, also gilt

{(t,a) € R?|t € [b— aty, b+ aty] N Ixy;, af, (t) <@

ki (D)}
maw)]

Fiir n(b) > 1 und [ € Ny mit [ # [; gilt nach Korollar 5.2.19 4. und im Fall n(b) = 0 fiir

<a
a
C [b— aty, b+ aty] X [amin, min(—,
Ly
| € N;, nach Korollar 5.2.19 5.:

Bk,l N [b — aty, b+ atq;] X [ﬂ, OO[Z %)
My
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also

{(t,a) € ]R2|t € [b— aty, b+ ate] N Ixy, af,(t) <a < ag,(t)}

. a
C [b— aty,b+ aty] X [amin, mm(,u—, Urmaz))]-
N

Ferner gilt fiir a > v :[b—aty,b+ aty] C [b— apyty, b+ apyty]. Da b € Tf’\y,k, ist daher
[b—aty,b+ aty] C (If,q;’k)N. Nach Bemerkung 5.2.15 ist daher

Sapa(t) = 0 fiir @ > —, t € [b— aty, b+ aty].
Ky

Fir @ > aypap und @ < Gy ist Sz(By,) = @ und daher gilt:
Xaki(t) =0 fiir @ > amaz, @ < Amin-

Daraus folgt mit (5.107) und mit ¢* = min(ames, =):
123\

/ /Xakl Wq'fat)f\ll(t;b)dt

‘t b|<t‘1l
411 / / Wal@t) o (=% gt (5.125)
aC |a| a

[b—aty,b+atw NIy az,l (t)§|a|<a;: l(t)

= 26 / / Xakl + ]-Bk,l (t’ a’))W\;f(a t) ‘Z|W$f(a t) d~\I’ (t — b) dt

a

J <t\If

_11
aC

/(X?i,k,l(t) + 1p,,(t, ))Wﬂjf(a ,1) ‘Z‘W\;f(a 1) =5 (t;b> 0

|5ty Omin

Nach Korollar 5.3.5 existiert zu jedem @ € IRy ein xzx,; € L' (IR)NL®(IR) mit 0 < xg4; < 1
und

(Wi £(@,1) (1, (6, @) + Xari(t) — Xaps(OWa £(@ )] < 2| Wi flloos, t € [b—aty,b+aty]
(5.126)

und
ZF (XaeaWy f(@,1d)) = gaxi + Cap (5.127)

mit gz, € L'(R) und (G4, € L°(IR) und
< (2aty + 3apwte)||.F Wy f(a,id))||:e
= (2aty + 3apete)V2r|| fU(Gid)|| e
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< V21 (2aty + 3apwte)|| 11|t (5.128)
(mit (5.108)) und
supp (ga k1) C [8—3@] . (5.129)
Mo a a
Damit gilt:
Wsfla,t) —(t—0
/ /Xakl ) +1g,,(t,a)) \P{a(\ )d~ (a >dt
‘(t‘pamln
/ /Xakl W‘I’J:a t)d&@(t;b>dt
|<t‘1,amzn
Wsfla,t) — (t—0
+—— / / (Xaka(t) + 18,,(t,@) — xaku(t)) ‘p‘fa(‘ )d’d\If< - >dt
|<t\1,amzn
//Xakl W\I’fat)dwlll<t;b>dt
——= / /Xakl W\I'fat)f‘lf <t;b>dt (5.130)
J|>twamzn
11 T N Wif(@,t) — (t—b
+55 / /((Xﬁ,k,l(t)+13k,l(taa'))_X&',k,l(t)) \I"Td}ﬂl( - )dt.

t—b Qo
2]t o

Aus (5.126) und (5.109) folgt (a* < ymaq):

11 _ _ W f (@, t—b
aC / ((Xaka(t) + 15,,(t,0)) = Xar(t)) %dﬁl’ ( . ) dt
|%‘St\ll Amin
< 2% / @le ﬂ dt
a C |a| a

= ol ) — o)) [ 0000

[t|<tw
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f] :I} ) v macr
< 11l CIJ 19lh (Zmn> N (5.131)
Weiter gilt:
11 y Wi f(a,t) — (t—b
- a t fdfv dt
o /X,k,l() A

t—=b Ami
| - |>t\1/ min

1|[W3 floo / / da _ (t—
< 0 ¥R _
~—a C |’d|‘\m a

t=b Qi
| - |>t\1, min

b
) a

= e )~ tnfamn)) [ Pl
[t >tw
7 @ (o) amam
P ||f||1g lloo 11 (amm) ew. (5.132)

Wegen des Satzes von Fubini (in Lemma 5.3.1 wurde gezeigt, daf die Abbildung
t—1b
(R\{O}) xR, (@) = =W f @ 0T

aus L'(IR?) ist) und dem Satz von Plancherel (W} f(a,id) € L?(IR), @ € IR, siehe (5.108))

gilt:
//Xakl | | t)dN‘I)< b)dt
a

R amin
— da
ac//Xakl W‘I/fat) ( )dt|a‘
amin R
1 = da
=& | [ #0auwif @) @) evas
amin R
~ =< d’v
=G / /gm H)Y (a ”bdt / /gak, )W (a “”dt‘a| .(5.133)
amin R Amin R

~

Da nach Voraussetzung supp (¥) C [s1, o], gilt (fiir a > 0):

supp (¥ (aid)) C [%, %2] .
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Nach (5.129) ist supp (ga ) C [f—2 @] . Da in obigem Integral @ € [amin, a*] C [@min, “%],

aug’ a
gilt fiir diese a:

[82 U\IISI:| C {sw\p N\Ilsl] _ [8_2 ,U'\IISI:|
aﬂ'\I!’ a ally ’ Gmin a ’ Qmin

Da also der Tréger von \/I;(aid) in [51 32} und der Tréger von gz, in [8—2 M] fir a €

a’ a a’ amin

—//gm ()T (at) et 2 — o, (5.134)

lal

[@min, a*], gilt daher:

amin R

Ferner gilt mit (5.128):

= da 2t 3auwt ~
//c 03 (at) a2 <—HfH kuooe// atw +36150) G o) drda

|al al
amin R Amin R

Da a € [amin, a*] C [amm, ] ist insbesondere a << Daher gilt:

amin R

2 2 ~
< 2T 711418 / / bu & 341t9) o ) (at) deda

C @

amin R

V2T

= Y7119 e (26 + Bpsuta) 9] (1) — (i)
N T Omax T

= Y2t (2222 215+ 3p0ta)] B e (5.135)

Aus (5.133) folgt daher mit (5.134),(5.135):

//Xakl W\I"f|at)d~\11<t;b>dt

R amin

ﬁ

amam =
T”f” 1/ ¥]|s0 In (a . )(2+3uq,)tq,||\ll||1e. (5.136)

Aus (5.130) folgt schlieflich mit (5.136) und (5.132) und (5.131):

a*

aC |a| a
|5 <ta omin
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7] ﬁ\l o0 a’ma.’lf T
< ||f||1g | ln< . ) (5\1,—1- (QH\I;HI+\/27r(2+3uq,)t\p|\\1’||1> 5) (5.137)

Es gilt wie in (5.130):

/ /xakl )4 1y, (1,3 VL@ t)m( ab)dt

lal

_b ‘ <tg Gmin

/ /xakl )+ 1., (1, ))W$f(at)d6W(t_b>dt

lal a

‘ t=b |<t\Il Amin

//Xakl thfat)f‘l’< ab)dt (5.138)

R amin

- / / Xa o, W&;f = t)d~‘11 (t_ b) dt (5.139)
28| > 1g Amin !
‘%é / / ((Xapa(t) + 1, (1, @) = xana(t)) (5.140)
|5 sta Omin
Wi f(a,t)

— 2 dav t=b dt.
@) a

Der Term in (5.140) 14t sich direkt mit (5.131) abschétzen und der Term in (5.139) durch
(5.132). Es bleibt der Term in (5.138). Da W () = ¥ (&) (s. Bemerkung 5.3.6), gilt
T (=) =0 (£2), also gilt wie in (5.133) (a > 0):

//XW Wq,fat)dN‘I’(tab)dt
R amin
//Xakl W\ijat)dN\IlC__ab)dt

R amin
_ é / / F (xapa Wi f(@,id)) ()T (—at) eitbdt% (5.141)
amin R

——//g~kl E —at) thdt|d~+—//cakl 6 )ztbdtlci;|

amin R amin R
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auy’ @

Da supp (ga k1) C [3—2 @} |0, oo[ und supp (5(—aid)) C [-2,-%] C]—00,0[(a > 0),
gilt also:

= . da
HW (—at) e™dt— = 0. 142
C / /gakl )6 dt‘fd‘ 0 (5 )

amin R

Der letzte Term in (5.141) entspricht dem letzten Term in (5.133). Also lassen sich (wegen
(5.142)) die Terme in (5.138) - (5.140) wie die Terme in (5.130) abschétzen, d.h. es gilt wie
n (5.137):

lal a

[ o ()

< Wl | (amm) (o + (21191} + V272 + 3pa)te[B]],) ) (5.143)

Amin

Aus (5.111) folgt jetzt mit (5.112),(5.113) und (5.125) und den Abschétzungen aus (5.137)
und (5.143):

Wituenl = 1o [ e (20 4

aC |al a
3t <te B

11 Wi f(@,1) t—b
e/ / & “’( ” )‘“

b at\y,b+at\p]01k 1 ao (t)<|a|<m

a2 [ won(5Y)e

|t b|>t\1;

/ /Xakl W\I’fat)d’v\llcgb)dt

|t b|<t\p

o [ ] Mmte(e

[b—aty,bt+atg ]Iy, af l(t)<|a|<a (@)

11 Wi f(a,t) _<t—b)
422 / /Ni|a| @i (1)

I
[b—aty,b+atg]N klao (t)<|a|<a l(t)

oy e ( )

[b—atw,b+atw]NIy, af ,(H)<[a|<aj ,(t)
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L ()

|t b|>t\1,

2 7l i} o0 amaa: U
][] In ( ) (Exp + (2”@”1 + V2 (2 —1—3/1\1,)??\1/“\1’\\1) 5)

o C Amin

12 =~ N~ —(t—0
e 2lFelfE [ () de R

|12t |<tw

_ w(m (M) (5\1, + (2|\\Il||1 +V2r(2+ 3Mw)tw|\‘i’||1> 5)

C QAmin
2, Cog
+191:8) + &1 fllew.

Damit wurde 2.) und 5.) gezeigt.

(iii) Betrachte im Fall n(b) > 1 zum einen

Qi
o <a<lypu a 5.144
Hu Yo ( )

Dann gilt: éamm < apy (t) < agy (¢)- Da [b—aty, b+ aty] = [b— 2 pote, b+ - pute] C
b — a pwte, b+ af pwte] (beachte (5 144)), folgt aus Lemma 5.2.18: af, (t) < ap vt €
[b — atw,b + ate] N Iy, Also gilt - o2 Gmin < ag,, (1) < ap, (1) < ap; < peay; fir ¢ €
[b - at\y, b + at\y] N Ik,lj-

Ferner gilt fiir a > c?g; : [b—aty,b+aty] C [b—apgty, b+apyty] C <Tf\p k) dabe Tf\p k-

Nach Bemerkung 5.1.10 ist daher Xz, (t) = 0 fiir ¢ € [b — aty, b + aty] und a > ab Da
Bk C R X [@min, Gmaz| und daher Sz(Bg,;) = @ fiir @ < apmin, ist zusdtzlich Xz, = O fiir
5 < Qpmin -

Betrachte zusitzlich im Fall n(b) > 1 und | € Ny mit [ # [, bzw. im Fall n(b) = 0 und
le Ng:

Gmin

43V,
Nach Korollar 5.2.19 4. und 5. folgt damit

S a S MwOmaz-

Bk,l N [b — aty, b+ atq;] X [i, OO[Z %)
My
also

Bp,N[b—aty,b+ aty] x Ry C [b— aty, b+ aty] X [@min, min{i, Qrmaz } |-
K

Dann gilt fir Ei Z Amazx- [b—atq;, b+at\p] C [b—Ad,LL\pt\p, b+au‘ytq;] C (ff’q;,k)~, dab € fjv,@,k.
Nach Bemerkung 5.1.10 ist daher Xz, (t) = 0 fiir ¢t € [b — aty, b+ aty| und @ > @.pae-



244 KAPITEL 5. KOMPONENTEN

o

Betrachte zunéchst den Fall n(b) > 1. Dann sei a* := uﬁ,é}:‘; < Y2 amer und a, = (Z’%If im
Fall N%Ilc;g\; <a< /hy(;g;, bzw. a, = “l’;’é" im Fall % <a< N%I’c;g; (dann ist in beiden

Fillen jeweils uiq’ > a,). Dann gilt (nach obiger Rechnung ist dann amin < agy; (t) < af}:‘jj <
a*, %E,k,lj (t) =0fira< Qynin, a >a*, te [b —aly, b+ at\p])l

Wi

*le
Q| I
Qlw <

=
PN
N—
=l
o~
(=l
N———
Q.
o~

°|

L] (s

b—aty,b+aty NI, © (s
[b—aty,btaty]N Iy, a?, (t)<‘a|<akl(t)

}_ J/ j[ R ) Wil @) o < b)(ﬁ (5.145)

al a

Q

mzn

s cr

[b— atq,,b+atq,]ﬂIkl ag Rt (t)<|a|<akl (¢)

qe J (]

bratebratelnlioy ag , (<fai<at, (1)

- ey ()«

ag,, (V<[al<ay , ()

Wl @) TG0 g (1)

al

de (] e

(bt btateltlil; op  (t)<[dl<a (1

_ ‘/ .W%%éﬁﬁgﬁ(t;b)ﬁ.

ag ., (O<[al<at,, (1)

[ a0+ 1o, (60)
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o | [ Gaen+ 1m, Gy g () o

al

[ a

- / (e 0+ 1, () LD g (L0

11 o~ a
+a5 / (X?i,k,lj (t) + ]‘Bk,lj (t,a))

—
<ty |emin « [L ]
| a | [ l”?}/ 4 :| \ w SHTa

Wi f(@,1) - (t - b) it (5.146)

lal a

Betrachte zunéchst den letzten Term aus (5.146). Nach Korollar 5.3.5 gibt es zu jedem
@ € Ryein xz4; € L'(IR) N L®(R), 0 < xawy, < 1, so dak (5.126) - (5.128) gilt: Damit
gilt:

11 = W/l ! B
Ll / (X, (1) + Ly, (£, 0)) \If| (‘ )dN\p( - )dt
[t [ o [ mee]
11 ~ a
=-= (Xzz,k,lj (t) + Loy, (t,@) = Xak; (t))
|%|§t‘lf [ min, ,a*}\[ :l“l’a]
W (@,1) o (120 g
|al @
11 _ w 7 (L=t
_|_a0 / Xa,k,lj(t) al da\ll( a )dt
|2 <ty [a:%n ,a*}\[ﬁ,uwa]
11 ~ a
|50 |<te {%,a*}\[i’“‘l’a]

W /(@) ( b) dt
d a

%é/ / Xa,k,lj(t)%(ﬁ’t)dﬁﬁ (t‘b> &t (5.147)

a
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@I*—‘

1 Wl t—b
5 / Xa,k,lj(t) |a| d~\11( 4 >dt
) . .
| a |>t‘1' [—%ﬂ,a*}\[ﬁ,uw]

Abschétzung der Terme aus (5.147): Aus (5.126) folgt analog zur Rechnung in (5.131) (nur
die Integrationsgrenzen des inneren Intervalls sind unterschiedlich):

éé / / ()?a,k,lj (t) +1p,,, (t,0) = Xaw, (t)> %ﬂa’t)@ﬁ (t ; b) dt
[ <t [emin e [\ [ o]
2Hﬂ|1H@CU°°H\I’”1 In (u‘éam—‘f””) €. (5.148)
Genauso folgt aus (5.132):
o [ e ()
|2 >tw {%,a*}\[ﬁ,uwa]
< 7“‘?“1};@““ In (@M) . (5.149)

Wie in (5.133) folgt wegen des Satzes von Fubini und dem Satz von Plancherel:

11 do— (t—b
C![' [ esowi@nze () a

\ L:.U\Ila]

da

[

-2 / / F (X, W £ (@ i) () (at) et

[ mzn7 * \ o 7“\110']

_1 _ T ith 1,40
=0 / /ga,k,lj(t)\lf(at)e dtm (5.150)
Amin % a R
[ l*%, ,a :|\|:E5U\Ila]
1 _ T ith 1, 40
o / /Ca,k,zj(t) (at) e dt|,d|. (5.151)

[oim e [\[ig o] ™
Wie oben gilt:
S1

supp (¥ (aid)) C [—, ﬁ} , supp (gax) C [NS—?, @} :
a’ a apy’ @
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In obigem Integral ist a € [“Z‘%,a*} \ [u%,,uq,a} . Daher ist insbesondere a > puya oder
o
a< -+
124
Fiir a > pya gilt:
My St < HyS1  $1

a Ly a

{~—82 ,—M‘E‘gl] N [2,8—2} =o.
apy’ @ a’ a

592 So by 59
- > —
aly ay a

und damit:

Ist a < oy 50 gilt:

es gilt also

S
{N_2’ u«isl} m [ﬂs_ﬂ .
apy @ a’ a

Damit haben die Funktionen in (5.150) unter dem Integral disjunkten Tréger (bzgl. t), es

gilt damit
= da
/ /gakl VW (a ””dt‘a| 0. (5.152)

|:1m2i& ,a* \ 7N\Ila]
ry

Aus (5.128) folgt fiir den Term in (5.151):

l T ztb f
c / (O () g
[%%70‘*} \ [ﬁvﬂ\lla‘

Ky
2m o~ =~ 2at\p+3aﬂ,\pt\p
< Y2 711119 oo / / T (at) dtda
C 6
|iallt?p 50'* ,[L\I]U;
V2T 2at t
< T // ”ﬁ“"”w at) dtdi (5.153)
a

//2atq1+30,,u\ptq;|qj|( )dtdﬁ)

pwa R

beachte pga < a* nach Voraussetzung).
7
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Fiir al’fé" <ua ui gilt: 2aty + 3auyty < Stya. Daher gilt:

ﬁ
2 =
// abe + 3apete 1y dida < st / /a|qf|(at)dt?
J .

J g J
¥
= a
- 5tq,/|\11|(t)dt =
R %

= 5te|| | <ln <i> ~In <“’”2")>
Ky Ky
~ a
= sta[@lutn (")

< 5tq,||\11||1ln( 2“"&). (5.154)
a .

mn

Ferner gilt (uya <@ < a* < i @maz, beachte q > “min):

a*

//%@\ (at) dtdi = t\p/a@\(at)dt/%

pwva R R Hwa
“?I;amaz
~ da
< tm/IWI(t)dt / |—~7
a
R Amin

ry

o Amin
= tgl||¥||y <ln(/ﬁpamm) —In (—))
Ky

2
ty |||, In (“m)
14

= Umax
— 4] (u ) . (5.155)

min

Weiter gilt (a > a,)

Qlusty = =< “ *
//a'l%q’\\ll\(at)dtda < uq,tw/ 1 ( at)dt/%‘d’d
]R/ *

pwa R
t =
< “”/ 1| (at) dta*
R
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- (In(a*) — In (ay))

t . *
= PGt In (“ )
Uy Ay

Z) (5.156)

*

= M\th—H‘I’Hllﬂ

Aus (5.155) und (5.156) folgt daher:

ai

< (2 In (ug“mm) 3 (“_)) WIBh. (5.157)
Qmin Ay Ay

Damit folgt aus (5.153) mit (5.154) und (5.157):

1 = da
_ a \Il thdtT

Amin % _a_
[ ”?p 5@ :|\[P\Il ali\Ila

£||f|‘ P |oo| [T |1 (5ln < 2 amaw)

min

+2In (,uf’l, aWH) + 3uq,a_ In (a—>>e. (5.158)
Amin Ay A

Insgesamt ergibt sich damit aus (5.147) mit den Abschitzungen aus (5.148) und (5.149),
(5.150) mit (5.152) und (5.151) mit (5.158):

pwa R

11 - Wi f(a,t) t—0b
-—= ny 1 — 20 7 o
0 C / / (Xaky; (1) + By, (t,a)) @l daV - dt
|%‘St‘1’ [%‘?,a*]\[ﬁ,uwa]
f ﬁj\l o maxr
= —"f";‘} H (ln (Méz ) (ew + 2/|¥]1e) + V2 [T lsty (5.159)

(5ln (,u?p ama$> +21In (uf’y amam) + 3uq,a— In (a—))s)
Amin Amin Ay A5
Fiir a > g11t [b—aty,b+aty] =[b— —,uq,tq,, b+ uq,tq,] C [b—apgty, b+ apugty)| und

daher ist [b— aty,b+aty] C (If’\y,k>~ wegen b € If,\p,k. Nach Bemerkung 5.2.15 ist daher s

Sana(t) = 0 fiir ¢ € [b— aty,b+ ate], > —. (5.160)
K
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Nach Lemma 5.2.18 1.) ist [b — aty, b+ aty] X [M%,ﬂ\pa] C Kpp.

Betrachte zunéchst den Fall n(b) > 1 und lﬁc{g} <a< uq,(;}:‘jj:
Nach Korollar 5.2.19 3.) gilt fiir [ € Ny:

[b—atq,,b+atq,] X]Mi,u\ya[ﬂBk’lzz, l%lj (5161)
v
Daraus folgt:
[b—atq/,b+atq;] ><:| ,,uq,a{\Bli C Kb\y\ U Bk:l- (5162)
He leN,
k
Mit
Mk,lj (CL, b) = [b — aly, b+ (J,t\p] X :| ,u,i, alby |:ﬂ Bk,lj:
v
m(a,b) = [b— aty, b+ aty] x ] i,au\p [,
Ky
gilt wegen (5.162):
My (a,0)\ By, € Koo \ |J Bigs (5.163)
lENy,
(Mk,lj (a, b) \ Bk,lj) U Mk,lj (0,, b) = Mk,lj (G,, b) (5164)

DmmghwwmwMMMJM:&h:%ﬂEmJﬂBMVMQMQM:QHmRQMM)

/ /Xakl +1Bkl(t ))W\;f(a t)dﬁ_ t_b)dt

7
|l
|<t‘1’ My
=1 ] [ omsentea G am (122)
a
R 0
117 2 Wil (@1 t—b
aC'//lM’” ha |al v a
R O
11 [ [ _Wef(@t) — (t—b
aa//lel ab\Bkl (t a) ‘a,‘ c[d a dt

0
Wegen (5.163) folgt aus (5.106) (und (5.109)):

I Wef(@t) — (t—b
//1Mkl ab\Bkl ) ‘a| da¥ a dt
0

W\};f(at

Mkl ab ‘a|

a
dt
dt

(5.165)
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i P ()
S //H ( )|
a

*at\p L
M / t=b — £
e ) - dt | In(pya) — In e
R
< ||f||1||\I’CUoo||‘1’||1 In(2)e. (5.166)

Aus Lemma 5.3.1 folgt (ugy = £ + 2E s, 2):

Sltq;

o0

e | [ W&“fiff e (1)

0
11 Ww:(a,t)cmp AW
" aC |al a

il i
/W;fat t=bY
@ a

11 / W\I,f(at)d,v‘lj(t—b>dt

aC |a| a
[528 [>te e
11 "W t) t—b
* vJ\Qy Tr -
_ 11 Wella?) -5 1
Wif(a,b) = == R ( - )dt (5.167)
|42 >t 7

Es gilt (wieder mit (5.109))

Hwa . N Hea
aC |a| a aC a

28>t by |45t [>te

1 F11 1% oo
A% / o

[t >te

(o ()
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G
C

Aus (5.165) folgt dann mit (5.166) und (5.167) mit (5.168):

In(p3)ey. (5.168)

/ /xakl )+ 1s,,, (63) 2 B0 t)m< ab)dt Wi F(a,b)+ 1 (5.169)

[

‘ <tw Ly u\I/
mit

Iry| <

LI 1) e + 191 1) (5.170)

Schlieklich folgt fiir den Fall n(b) > 1 mit L-af, < a < pyaj; aus (5.146) mit (5.159) und
(5.169),(5.170):

/ /xakl J+1a,, (t ))WW{G((‘ t)m]( ab> dt = Wi f(a,b)+rs (5171)

mzn

mit

C
() oo (w5 o e (2))7)

Im Fall n(b) > 1 mit %2 < g < -Lag_ folgt aus Korollar 5.2.19 1.):

f :I\I 00 Omax =~
rl < W (o (1 2 ) 4 1aGud) ) e+ 20001) + VR Bt

a ~ o~
[b — aty, b+ atq;] X [IUI—‘I,,,U,\I:CL] N Bk,lj C [b —aty, b+ G,tq/] X [U,g’j, (I,}ij].

Also gilt:

a Qs —~
[b—atq,,b-l-atq,] X [—,,U,q;a]ﬂBk’lj C [b—at\p,b+at\p] X]#,aaj[
Hw Hy

N[b— atw,b + aty] x [af ;, aj. ]
= o,

d.h. fiir den Term in (5.165) gilt wegen (5.160) in diesem Fall:

/ / Xaky; () + 1, (¢, ))W‘Yf(a ) 5w (t_ b) dt = 0. (5.172)

lal a

b <ty ng
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Im Fall n(b) > 1 mit “nir < q < H%I’aAZJJ folgt also aus (5.146) mit (5.159) und (5.172):

11 / Wi f (@, 1) b _
—— 1 t, v da¥ dt = 5.173
o | [ g (T)a=m  em
5] < i
mit
~ 00 Omagz T
al < W (i (2 )(ew+2||\lf||1€)+¢27r||\lf|\1tw-

(5 In (,u%,amm) +21In (u?’ amaz) + 3,U,\p— In <a ))6)
Amin Amin Ay [

< o
Fiir den Fall n(b) > 1 und [ # [}, bzw. n(b) = 0 gilt nach Korollar 5.2.19 4.) und 5.):

[b — at\p,b-i- (Ltq;] X |:i

p ,M\w} N By =92
3\

und damit wegen (5.160) in diesem Fall fiir den Term in (5.165):

/ /xakl )+ 15, ))W“Jf(“)fﬁ(t_b)dt:o,

lal a

‘t b|<ty 1

weshalb aus obiger Rechnung véllig analog mit a* = p% ez, Gx = “Z’;“ und Index [ anstelle
w

von [; folgt:

*

11 y _Wif@t) o (t—=b\
0 C / / 1Bk,l (t, a) |,d,| da¥ a dt = T3

mit

7 \/ﬁ o ama:ﬂ
I 1 C: P )(5\IJ+2||‘I’||15)+\/27T||‘I’||175\1:

min

(5111 ( amaw) +21n < 3 amaw> +3,u\p—ln (a ))8)
Amin Amin Ay Q5
Fiir (5.145) ist jetzt (5.146) noch fiir W3, f(a, t) anstelle von W3 f(a, t) zu betrachten. In der

zu (5.147) analogen Abschéitzung kann man die Abschétzungen (5.148) und (5.149) direkt
tibernehmen und es bleibt der Term analog zu (5.150) zu betrachten (beachte ¥ = ¥V) :

Xa k; (1) W‘};fNa,t da¥ t=b dt
o/ / Tl (1

a’mln * \ ,N‘I’a]
\Il
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11 ~ Wi f(a,t) —b
= 56/ Xa ki () ——=— @ da¥ — dt
R [q * a
{ uZ }\[W’“q’a]
1 IR da
== / /Q(Xa,k,ljw\f;f(a, id)) ()W (—at) et 22
¢ J @
1 = ,
== | 950108 (—at) emar (5.174)
C R |al
[ ]\ [ e
1 = da
— — 0 ()W ith J+ 1
+z /@Mﬁ)(aﬁeﬁm‘ (5.175)
, . R
[pge g e
Wie bei (5.150) gilt, da®
S S
Supp (ga,k,1) C [6#—2@ “‘% 1} C]0, ool.

Da supp (¥(—aid)) C [ %‘,—%‘] C] — 00,0] (a > 0), ist der Term in (5.174) gleich 0.
Der Term in (5.175) kann wieder direkt durch (5.158) abgeschitzt werden, d.h. fiir den
zum zweiten Term in (5.146) analogen Term gilt die gleiche Abschétzung wie in (5.159).
Es bleibt der zum ersten Term in (5.146) analoge Term zu betrachten. Wie in (5.165) und
(5.167) folgt mit My, (a,b) := [b — atw, b+ aty] X [+, pya] im Fall ,ﬁ%’ <a < pyay;
(mit (5.160)):

pwa

=5 / o 0+ 1, ) T (1)

al a

123
_11 _Wif@t) — (t—b
T aC / /1B’°’li(t’a) |al da¥ —a di

_ 11 Wy f(a,t) —b
_55//1@(%1))(’5’“)Td~‘1’ — ) dt
R

=
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—a

/ W;f 0,t) . <t - b) di (5.176)

_11 / [ War@o D iz (t_b> di (5.177)

o fal —a
|>t‘lf rw

We fa,t —b
___// Mkl (ab)\Bkl ) \I,|a(‘a )d~‘11< —a )dt. (5.178)

Es 1aft sich (5.177) direkt durch (5.168) und (5.178) direkt durch (5.166) abschéitzen. Aus
Lemma 5.3.2 folgt fiir den Term in (5.176):

 Totan (=)o T 540) oo

(5.179)
Zusammengefalt ergibt sich damit (Term analog zum zweiten Term in (5.146) mit (5.159),
Term analog zum ersten Term in (5.146) mit (5.177),(5.168) und (5.178),(5.166) und

(5.179)):
/ / ) D (1)

20 <ty “mn
W [e.e] a/mal'
< W((ln (1 2z ) +1n(w)> (ew + 2119 1e) (5.180)
I 9 Amag amaw a*
+V2r || W] 1ty - (5ln py—— | +2In + 3,uq,a—ln " )5)

Im Fall “zin < g < Lc;;:’; folgt analog wie oben

/ /xakl )+ 15, () 2% ”m( ab)dt:O

lal

|t bl<te 1

und damit 148t sich in diesem Fall der analoge Term zu (5.146) mit (5.159) abschétzen:

/ / L, , (t W“Jf(“ Wil (@.1) o (t — b) dt
|52 <tw, |a a

mzn
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11311 []oo mas
< %(m pd 2 ) (e + 2|9 ee) (5.181)
= 9 Umaz 3 Omaz a*
+\/27r||\11||1tq,-(5ln( )+21n( >+3,uq,—ln( ))5)
min min Gy Gy
Analog folgt fiir n(b) > 1 und [ # l; bzw. n(b) = 0 wie oben:
11 _ Wi f(a,t) -b
il - 1 M TR Sl A PAV]
o [ G+ g wan L (20 a
e 23

~

\/I} o0 max
< w(]n (M%Pa, ) (8\1/ + 2H‘11H18) + V2 H‘Ilult‘l’

men

C
(5ln <,u?1,amam> +21n( 3 ma$>+3u\pa—ln (a—>>s).
Amin amin Ay A

Da wegen (5.113)

[ (g v

[b—atw,b+atw]N I i; az,lj 1)< \a'|ga;g,lj (t)

- / We/(@1) t)d’d)\lf (t - b) dt‘

jal

ag. ., (O<[al<at ., (1)

28 ~ ~ t—>b 28 ~ ~
< )| Ul () dt < = ||V]|w U|(t)dt
< BT [ el (S50) de< SR 1910
=5, R
= 211 ool Al 1E
_C o0 1 1€

folgt jetzt insgesamt im Fall n(b) > 1 aus (5.112) und (5.145) mit (5.171) und (5.180) fiir
L, < 0% e
‘W$fk,lj (CL, b) - W‘Itf(aa b)| <eés3

mit
T ~ Gmag
e = HCUI(005“!“”‘1’”00(”‘1’”1”<ln( piy e >+1n( )) (ew + 2/|¥||1¢)
= 9 Qmaz 3 Qmaz A,/] (/I’_’IT
V2 [0ty - (51 655 ) + 20 (570 ) 4 3u5 =2 In ( iy =2 ) )e)).
Qmin Gmin CLb] abj

und aus (5.112) und (5.145) mit (5.173) und (5.181) fiir %2 < g < —abJ
|W\;fk,lj (CI,, b)| < €3.
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Damit ist 3.) gezeigt.
Fiir n(b) > 1 und [ # I; bzw. n(b) = 0 folgt analog:

Wy frala, b)] < &5

mit
||f||1 = ~ 4 Qmag 2|\
s < o (Cocw + 2/[Wlloe ([W1hE+1In { g ) (ew + 2| ¥]Lre)
man
o 9 Omaz 3 Qmaz 5 Amaz 4 Qmaz
+\/27r\|\IlH1tq,-(5ln Uy +21In ( py + 3uy In { py e)).
Amin min mein Amin

Hiermit folgt 6.).



Kapitel 6

Abschatzungsformeln

6.1 Abschatzung des analytischen Signals aus der Wa-
velettransformation

Im Folgenden sollen einige Approximationsformeln bewiesen werden, die zeigen, unter wel-
chen Gegebenheiten man im Fall von einkomponentigen Signalen das analytische Signal
direkt (mit einem kleinen) Fehler aus der Wavelettransformation ablesen kann.

Lemma 6.1.1. Sei ¥ € #(IR). Dann gilt fir o € Ry, (a,b) € (IR \ {0}) xR :
W, (A(b)eiet)+ald=m) (g b) = A(b)e® T (aa).
Ist U reell und nicht negativ, so gilt:

(Wi (A(b)eeOFe0d=0D) (¢ b)| = A(b)¥(aa)
arg (W (A(b)ei(‘p(b)+a(id_b))) (a,b)) = o(b).

Bewelis:

Wy (A(b)el#®@+ald=0)) (g p) = <, ,, A(b)ei#®)eiatd=b >
= A(b)eisa(b)l /@ (ﬂ) gielt=b) gy
a

a

= A(b)e™® / U (t)e—ioat
R
= AD)E*DT(aa).

Falls ¥ reell und nicht negativ, so ergibt sich die letzte Aussage als direkte Folgerung.
O

258
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Satz 6.1.2. Es sei f € L%, (IR) und k € IN so, daf8 i d2 - € L2(IR) und Si(f) = Ae® mit

A€ L®(R), A>0, p € € (R). Sei amay > 0 gegeben. Sei ¥ € .#(IR) mit supp (¥) C
[0, 00[ und ty > 0 so, daff zu gegebenen ey

/ W[ (£)dt < ev.
[t|>ty

Zusdtzlich gebe es zu by € IR eine, > 0,64 >0, 0 >0 und a > 0, so daff mit 1(by,0) :=
[bO -0 — amawt\I!a bO +0+ a'mazt\I!] ngt

' (t) — af < &, firte I(by,d)

und
|A($) - A(y)‘ <é€a fU,T‘ z,Y € I(bﬂaé) mit |CC - y‘ < amawtlll-

FEs sei 0 < a < Gpag. Dann gilt fir b € [by — 9, by + 6] :
W f(a, b) — A(b)ew’@(aa)‘ <e
mit

€ 1= 2||A||tw + (€4 + 2||Al|ccOmaztwey) / |W|(t)dt

[t|<tw

Beweis: Da ¥ € .#(IR) mit supp (¥) C [0, o], gilt nach Lemma 4.4.3:
1 — 1 — .
2Wy f(a,b) = Wy Sk(f)(a,b) = o< Wap, Sk(f) >= o < Wap, Ae™®
Daher gilt mit Lemma 6.1.1:

oW f(a,b) — A(D)e*OT(aa)
= 2W; f(a,b) — W5 (A(b)e D +el4=D) (g, p)

_1 ( / A()e# 0T <t - b) g / A(b)eitebralt=t)g (ﬂ) dt)
a a a
R R

= 1 / (A(t)eicp(t) — A(b)ei(SO(b)-l-a(t—b))) T (ﬂ) i@t




260 KAPITEL 6. ABSCHATZUNGSFORMELN

Abschétzung des ersten Summanden:

! ' - (= 2|4 -
. / (A(t)ew(t)_A(b)ez(w(b)-i—a(t—b)))q;(tab> @l < ||a|| ‘\P (tab)‘dt
>t |5t
— 2l [ [Tt
[t >t
< 2[|Al|ocE -

Fiir den zweiten Summanden folgt:

1 / (A()ei® — A(b)eile®)talt-0) F (t — b) W

a a
k<t

IS s:|

(A(D)e#® — A(b)e#®) T (t - b ) dt
|t;—b|<t\11

1 ; ; —(t—0b
- AD)e® — A(p)eile®)+a(t=0)) [ )
- (A(b)e (b)e ) dt

_|_

a
|t;—b|<t\11

Fiir ¢t € IR mit |%| < ty gilt (beachte b € [by — §,by + 0]) :
bO -0 — amazt\ll S b— a'ma;ct\ll <t<b + ama;vt\ll S bO + Y + ama;vt\ll-

Also ist t € I(by,d) und daher gilt nach Voraussetzung (b € I(by,0)) wegen |t —b| < aty <
amamt‘ll:

|A(t) — A(b)| < a.
Daher gilt:

a a
|%|<t\1/
]_ _
<- / |A(t)—A(b)||\Il|(¥>dt<eA— / |\Il|<u>dt
|2 |<te |22 |<te
s / W] (t) dt
[t <tw

Fiir die letzte Abschiatzung betrachte x = ¢ — aid. Dann gilt:

ete(t) _ ei(w(b)+a(t—b))| = |€iat (ei(w(t)—at) — ei(w(b)—ab))‘ - ‘eix(t) — ¢ix(d)
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< eos(x(t)) — cos(x(b))| + Isin(x(t)) — sin(x(b))| -

Nach dem Mittelwertsatz ( ist stetig differenzierbar!) existieren (j, (s zwischen ¢ und b,
also insbesondere (i, (s € I(by, ), so dak mit den Voraussetzungen des Satzes gilt:

< sin(x(G)X (G = b)[ + | cos(x(C2))x' (G2) (¢ — b))
< (|¢'(G) —al +|¢'(¢) —al) [t — ]
< 2e,|t = b| < 2epmazty-

| () _ pile(b)+a(t—b)) |

Damit folgt:

! (A(b)ei‘p(t) — A(b)ei(w(b)m(t—b)))
| =2 <t

1 t—2b
< 2A(b)6¢ammtq,g |‘I’| (T) dt

2t

a

L — / | (t)de

[t|<tw

S
|
N
o~
e ||
()
N———
Q.
o~

Insgesamt folgt also:

2Wy f(a,b) — A(b)ei“"(”)g(aa)‘ < 2||A||sctw + (e4 + 2||A||coUmaztuwey) / |W|(t)dt

[tI<ty
O

Satz 6.1.3. Es sei f € L2, (IR) und k € IN so, dafs o d2)’° € L*(IR) und Si(f) = Ae*

mit A, p € € (IR), A > 0. Sei amez > 0. Es gebe eine stetige Funktion g : IR — IR und ein
gg >0, so daft

!
o =9 mat 9] < egl¢| und |g| < K € R,

Sei U € & (IR) mit supp (¥) C [0, 00[. Zu der Funktion

x

G:R xR —RR, (x,y)|—>exp(/g(t+y)dt)

0

gebe es eine Funktion

G:R — Ry, mit |G(t,b)] <GE) <Grt)Vtbe R, r > 1
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und ein ty, so daf fir ez > 0,ey > 0 gilt:

G (tmaat) |1]|¥] (1)t < £, / U] (1)t < eq.

[t|>tw [t >t

Sei by € IR, 6 > 0 und I(by, ) := [bo — 6 — Gmaztw, bo + 6 + Amaste]. Es gebe ein e, >0 und
ein a > 0, so dafs
' (t) — al < e,, firte I(by,d).

Es sei 0 < a < amqgz- Dann gilt fir b € [by — 9, by + 6] :
‘QW\; F(a,b) — A(b)ew(b@(aa)‘ < A(b)e
mit
e = (naeKeg+ 59 g lwtmas [ Cloma WO (61
tI<tw

422 amasty / T () dt + 2e4).

t|<tw

~

Beweis: Da ¥ € .Z(IR) mit supp (¥) C [0, o0[, gilt nach Lemma 4.4.3:
1 — 1 —
QW&;f(a, b) = W\}}Sk(f)(a, b) = -—-< \Ila,b,Sk(f) >= - \Ila,b,Ae“" > .
a a
Daher gilt mit Lemma 6.1.1:

OW f(a,b) — A(D)e*®T(aa)
= 2W} f(a,b) — W (A(b)el?O)Tald=tD) (g p)

1 . - —(t—0
S A e — A(p)eie®)+alt=b)) [
: / (A(t)e (b)e Ju () ar
R
= 1/ (A(t)e® — A(b)e' ™)) T <t — b) dt
a a

R
—i—l/ (A(b)eicp(t) _ A(b)ei(cp(b)+a(t_b))) 7 (t _ b) »
’ a

_1 /]R (A — A(b)eio) T (t - b) dt

a

1 ) ) _ _
+- (A(1)e®) — A(b)e#®) T <u> dt

a
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41 / (A(b)e® — A(b)eile®rralt-0)) G (t — b) "

a a
Sl
1 i(t) i(p®)+o(t—s)\ g [ L0
+a (A(b)e™™) — A(b)e'? ) v - dt.
452 >te

Aus den Voraussetzungen folgt, dak A’ = gA, d.h. A ist Losung einer gewohnlichen linearen
Differentialgleichung und hat damit die Form

A(t) = A(b) exp( / g(s)ds) = A(B) exp( / o(s +b)ds) = A(B)G(t — b, b) V,b € IR.

Fiir ¢ # b gilt daher:

A(t)— A(b) = A(b)(G(t—b,b) — 1) = A(b)(G(t — b,b) — G(0,b)). Nach dem Mittelwertsatz
existiert ein ¢ zwischen 0 und ¢ — b, so daf

= [G(¢,0)l1g(¢+ )| [t — b <|G(Q)g(¢ + b)I[t — bl.
Es gilt:
0<(<t—=0b fir t—56>0
t—b< (<0 fir t—5b<DO.
Daher gilt
¢l < [t =],
und es gilt in jedem Fall  # 0 und
t—b 1
Na .

Nach Voraussetzung folgt daher

Also gilt:

Gt~ D)lg(¢ +b)llt ]
Gt — b)egd! (C+ )|t b (6.2

|Gt —b,b) — 1]

IN A

und
G(t —b,b) — 1| < G(t — b)||g||eolt — b| < G(t —b)K|t —b].
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Da fiir ¢t = b gilt: G(t — b,b) = G(0,b) = 1, gelten die letzten beiden Ungleichungen auch
in diesem Fall. Also gilt

[A(t) = AB)] = AB)|G(t—=b,b)—1| < A(B)G(t=b)||glleolt—b] < A(B)G(t—b)K[t—b], (6.3)

Fiir ‘%| <ty mit t # b gilt fiir  aus obiger Rechnung
‘(C_i_b) - b| = |C‘ < ‘t - b| <aly < amawt\IM
also ( + b € [b — amazty, b + amaztw] C I(bg,d) und daher:
190+ )| < 1lg], 5 llo0 < €01l o
Also gilt wegen (6.2):
A(t) = A®)| = AB)|G(t = b,b) = 1| < AB)G(t —b)]|g] 4, 5 |loolt = b
< AB)G(t — b)eyl[¢'] g Ikt =B (6.4

Fiir t = b gilt (6.4) ebenfalls, also gilt (6.4) allgemein fiir ¢ € IR mit |=2| < ty.
Abschéitzung des Terms 2 [ (A(t)e™® — A(b)e™ D) U (£2) dt :

|45t 2t

a

Mit (6.3) gilt:

a

[ - ameon (S0 a <t [ - o (S0 a

gﬂ / G(t — b)K|t — b||¥| (?)dt
|45 |2t
=AM K / G(at)|at|[W| () dt < A(b)amar K / G (amast)[t]| ] (¢) dt

t>te t>te

< A(b)ames Keg.

Abschitzung des Terms

Q=

[ (A@)e® — A@b)ee®) T (2) dt
‘ t;—b |<t\11
Mit (6.4) gilt:
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1 t—b
<1 A@) — A@)|10 (L2 ar
<2 [ ue-aem ()
28]
< LAl Gt — o)t —bljw| (22 4
< La0el gyl [ = te—bw (=) a
i<t
< A(b)EgHQOI|I(bO76)Hooama:z / é(amawt)‘t‘|ql| (t) dt
[t|<tw

Abschéitzung des Terms £ [ (A(b)e® — A(b)ei?)+el=0)) § (=) gy

‘t;—b|<t\p

Wie im Beweis zu Satz 6.1.2 folgt fiir |t — b| < aty :

‘ew(t) _ ei(w(b)+a(t*b))| < 26 pUmagty

und damit:
1 AD)e#® — A(p)eite®+at-)F (L0 4
Ll e - ape )7 () @
=]t
1 t—b
2 A(D)E plman by — ol (222) ar
<24Wesamnter, [ 101 (27)
‘t;—bkt\p
< 2A(b)e ptymanty / 0| (1) dt.
t|<tw

Abschitzung des Terms £ [ (A(b)e™®) — A(b)eil?®)+elt=0)) g (£2) gt
|452[>te

A(b) (e — gile®tali=b)) L0
4 a
el B
24 _
58]t e
< 2A(b)ey.

Zusammenfassend folgt damit:

oW f(a, b) — A(b)e*® T (aa)

265
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< A®) * (tmasKeg + 1] 5|l oomas / G (maat)|t]| U] (t) dt

‘t|<t\1;

422 yamasty / T|()dt + 264,

[t|<tw

Bemerkung 6.1.4. Ist in Satz 6.1.3 g € L'(IR), so folgt:

G(t,b) < exp(/ lg(s + b)|ds) = exp(||g]|rt) = const.

D.h. G: R — IR, ¢t — exp(||g||1) erfiillt die Bedingung |G(t,b)| < G(t), V¢,b € IR und zu
jedem € > 0 gibt es ein ty > 0, so daf

/ G@)[t||¥](t)dt < e.

[t|>tw
Jedoch gilt in diesem Fall:
A(t) = A(b)G(t — b,b) < A(b) exp({|gl[1) Vt, b € R,

also ist A nach oben beschriankt (betrachte b € IR fest, ¢ € IR beliebig). Es gilt aber
zusatzlich, dafs es ein ¢ > 0 gibt mit A > ¢, oder A = 0, denn wenn der erste Fall nicht
gilt, so existierte eine Folge (b;);en C IR mit A(b;) — 0, j — oo.

= A(t) < exp(||g||r)A(b;) — 0, vVt € R.

Daraus folgt aber A = 0. Aus A # 0 folgt somit, dak A ¢ L?*(IR). Umgekehrt bedeutet
das, dafR falls A € L?(IR), so muf gelten g ¢ L'(IR).
Ist g € L*(IR) so, gilt fiir G:

G(t,b) < exp(|lglloot]),

also kann man im vorherigen Satz G : R — R, t — exp(||g||oo|t|) Wihlen. Dann reicht
jedoch ¥ € .Z(IR) nicht mehr notwendigerweise aus, damit man zu € > 0 ein tg > 0 findet,
so dak

/ G(amast) [tV |(2)dt < e.

[t|>ty

Eine genauere Analyse zu diesem Zusammenhang liefert der folgende Satz:
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Satz 6.1.5. Sei g : IR — IR stetig. Es gebe h € L*(IR) und ¢ > 0, m > 0, so dafs

c

< — + |hl.

91 < g TR

Dann gilt mit G : IR x R — IR, (z,y) — exp (fg(s+y)ds> und G : R = R, t —
0

(1 + mlt])*m exp(][Al|z1) :

G(t,b) < G(t) Vte TR,

Insbesondere ezistiert bei gegebenen a > 0 und ¥ € #(IR) zu jedem ey > 0 ein ty > 0, so

dafs
G(at)|¥|(t)dt < ey.

[t/ >tw

b+t
Beweis: Betrachte I} : IR — IR, b — f %mls'ds, t € IR. Es ist F; > 0 und F; ist
b—[t]
differenzierbar, und es gilt:

C C
F!(b) = —
/() L+mlb+[t]] 1+m|b—|t]|’

F(®)=0 & [b+t]=1[b—[t]]
b beliebig fallst =0
b=10, fallst#0"

F, =0, also gilt insbesondere Fy < Fy(0).
Im Fall t # 0 hat F} in b = 0 ein Extremum.

1 mlb = [¢]]) — (1 + mlb + |¢]) b— 1] — b+ I
F(b) = o = :
O = e NG Fm =) T mlb+ [t + mlo =)

Fiir [b] > [t| > 0 gilt:
1L.b>0(=b>t>0>—b):
b—|tl|— b+ t]| =b—|t| —b—|t| = —2]¢t| < 0.

22.0<0(=-b>1t],0>[t|+0b):
b—[t|]| = [b+|t|]] = [t| = b+ b+ |t| = 2|t| > 0.
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Fiir 0 < [b] < [t| (= b+ [t| > b+ [b] >0, b—|t| < o] — |t| < 0):

<0 ,b>0
b—t]|— o+ |t|]| = |t| —b—b—[t| = —2b >0 b<0"

Fiir |¢| # 0 gilt also

F/(b) >0, firb< 0
F/(b) <0, firb>0

Also hat F; in b = 0 ein lokales Maximum. Da b = 0 die einzige Extremstelle von F; ist,
hat F} also ein globales Maximum in b = 0. Damit gilt:

't

OSFtSFt(O)=/

— |t

c
—d
1+ mls| °

Da Fy = 0, gilt obige Aussage auch in diesem Fall. Damit folgt insgesamt fiir ¢ € IR:

It L

0< F, < EF(0) = =2
< Fi < F(0) /1-|—m|s\ C/l—i—m\s\
0

*It\

YN
25 In(1 + mlid])|,'= 2— In(1 + mlt]).

Daraus folgt nun:

It b+t
G(t,b) = exp /g(s+b)ds < exp /|g(s—|—b)|ds = exp /|g(s)|ds
0 -l oIt
b+t b+t
< exp /%”45‘%4— / |h(s)|ds | < exp(Fi(b))exp(||h|lr1)
oIt b—[t]

c
< exp(F(0) exp(|[A]|z1) = exp(2_In(1 + mit]) exp(||]z+)
= (L4 mlt])*= exp(|[hl[11) = G(®).
Also gilt: G(t,b) < G(t). Da G nur polynomial wiichst und ¥ € .#(IR), ist G(a-)|¥| €
L'(IR) fiir ein gegebenes a > 0, folglich gibt es zu jedem ey > 0 ein ¢ty > 0, so daf

/ Glat) [ W] (H)dt < co.

[tI>ty
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Fiir zwei komplexe Zahlen von grofsem Betrag, deren Differenz sehr klein ist, gilt auch, daf
die Differenz des Arguments ebenfalls klein ist. Je kleiner aber die Betrige der komplexen
Zahlen sind, desto weniger 14t sich aus einer kleinen Differenz (d.h. dem Betrag der Dif-
ferenz der beiden Zahlen) auf das Verhalten des Arguments der beiden komplexen Zahlen
schliefen. Der Schlufs dieses Abschnitts beschéftigt sich daher damit, eine Aussage iiber
die Differenz der Argumente von Wavelettransformation und analytischem Signal mit Hilfe
der Sétze zuvor herzuleiten.

Um den Abstand des Arguments zweier komplexer Zahlen zu messen, betrachte folgende
Definition:

Definition 6.1.6. Fiir zwei komplexe Zahlen 2y, zo € C sei der Argumentsabstand definiert
durch

darg(z1, 2,) := min (arg(zoe ™ *8)) 21 — arg(ze " 2E(1)) (e [0,7])
(entspricht der minimalen Winkeldifferenz von e*%() und e'2#(#) auf dem Einheitskreis).

Lemma 6.1.7. Seiec >0, 21,20 € C mit |21 — 22| < &, |21| > €. Dann gilt:

9

V]al2 —e?

darg(z1, z2) <

Beweis: Es gilt:

—iarg(z1) _ 72— = |z1| > €.

z1
1€
|21

Also ist ze~*2"8(#1) reell und positiv. Ferner folgt daraus:

Re(de_i arg(zl)) — Re(zle—i arg(zl)) + Re(zze—i arg(z1) __ Zle—i arg(zl))
|Z1| i |22€_i arg(z1) Zle—i arg(zl)‘

v

|z1] — |22 — 21| > e —e = 0.

Also liegen z;e~*28(21) und z,e~*#"8(21) in der rechten komplexen Halbebene und z;e~*28(x1)
liegt auf der reellen Achse. Betrachte folgende Abbildung:



270 KAPITEL 6. ABSCHATZUNGSFORMELN

Im(2) A
zzeia"g(71)
s
A r -
o) 2ela(Z) Re)
Liegt zoe~"218(%1) in der oberen komplexen Halbebene, so gilt:
. s
darg(z, z9) = arg(ZQe_’arg(“)) < ¢ = arcsin (—) .
r
Liegt zoe~"2'8(%1) in der unteren komplexen Halbebene, so gilt:
s
darg(zy, 2z2) = 21 — arg(zze” arg(zl)) < @y = arcsin (—) }
r
Da s = |z,e7728(21) — ge~ta8(21)| = |z — 2| und r = 27?2181 = |z, folgt:
- 21—z
darg(z, z2) < arcsin (M) = arcsin’(¢) - |21 = 2]
|21 |21]
mit 0 < ( < % nach dem Mittelwertsatz. Daher gilt:
1 |2’1 —22| 1 |Zl —ZQ| |le |21 —Zgl
daglnz) € A R S T meE Rl - la—aP
1— 2 1 1— 22

1]
€

VialP —e?

<

Korollar 6.1.8. Fs gelten die Voraussetzungen aus Satz 6.1.2. Dann gilt, falls |W3 f(a,b)| >
e fir (a,b) €]0, amae[xI(bo,9) :

9
< :
V2IW5 f(a, b)) — &2

darg(2W; f (a,b), A(b)e*®) T (aa))
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Gelten die Voraussetzungen von Satz 6.1.3, so gilt, falls 2|Wg f(a,b)| > A(b)e und |¥(aa)| >
2¢ fiir (a,b) €]0, amaz[xI(bo,9) :

&

: " ip(b) ) — .
darg(2I73 (0, ), AW)e O F(aa)) < s

Beweis: Der erste Teil des Beweises folgt direkt aus Lemma 6.1.7.

Unter den Voraussetzungen von Satz 6.1.3 folgt:
12Wy f(a,b) — A(b)T (aa)e®| < A(b)e.

Daraus folgt:

~

AW)e T (aa)| + [2We f (a,b) — A(D) T (aa)e? )|

A()|¥(aa)| + A(be = A(b)(|¥|(aa) +¢),
2W5 £ (a,b)| + |2W5 £ (a,b) — A(b)e* DT (aa)]
12W3 f(a,b)| + A(b)e.

2Wy f(a,b)] <
<

A(b)| ¥ (aa)

ASVAN

~— ~—r

Also gilt R
2Wy f(a,b)[ > A(b)(|¥|(aa) —&).

Aus Lemma 6.1.7 folgt damit:

darg(2Wi f(a,b), A(b)e*DT(aa)) < NG f(j (bl;); — A(b)2e?
5 A(b)e
VA®2(¥](aa) — 02 — Aye?
_ A(b)e
\/A(b)2|{1\1|2(aa) — 2A(b)2|¥|(aa)e
A(b)e A(b)e

<
A2 (aa)  A0)|¥|(aa)

€

|%|(aa)

(\@\Q(aa) - 2|\/I\!|(aa)e = \‘/I\!|(aa)(|{l\’\(aa) — 2¢) > 0 nach Voraussetzung!).
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6.2 Abschatzung der Ableitung der Phase des analyti-
schen Signals aus der Wavelettransformation

Satz 6.2.1. Es gelten alle Voraussetzungen aus Satz 6.1.3. Zusdtzlich sei ¢’ beschrinkt,
d.h. es qilt zusdtzlich

HgHoo < Eg||90,Hoo < Q.

Dann gilt fiir b € [bg — 9,by + 9] und 0 < a < Gmag :
‘za,,wg fla,b) — w'(b)A(b)eW@(aa)‘ < A(b)e
mat

€ = (||S0,||00(1+5g)||901||ooamazgg‘fé+||90,||00(2+‘5g)5‘1l

lt|<tw
et 22) [ (0] @0at (©5)
[t|<tw

42 otmasts [ 11t +211¢ o)

[t|<tw

Beweis: Nach Lemma 4.4.3 gilt:

t—>b
a

) dt = / Alat + b)e @O (1) dt.
R

a

23 (0h) = WesSk(H)ah) =+ [ A)e=0 (

Dabher gilt (beachte Satz 2.2.2 und A’ = gA) :

0 0 . _

97 W - 7 A ch(at—|—b)‘1]

SWifa) = o / (at + b)e () dt

R

Al(at 4 )@ (1) dt + 7,/ ¢'(at + b)A(at + b)e O (1) dt

R

(g(at +b) + i (at + b)) A(at + b)e™ O (¢) dt

He B

—

S

a

= = / (9(t) + i (1)) A1) <t . b> “
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Daher gilt mit Lemma 6.1.1:

20, W3 f(a,b) — i (B)A(b)e* DT (ava)
20,Wy f (a,b) — Wy (ig! (0) A(b)e’# @2 04=0D) (a, b)

= é/ ((9(t) + i (1)) A(1)e®) — i (b) A(b) @O Ta=0)) <t - b) dt

@I'—‘

[ (o) + i A0 — i (a0 T (1) de =

a

Es gilt fiir s;, 9 € C:

|s1A(t) — s2A(D)] |s1A(t) — s1A(D)| + [s1A(b) — s2A(D)|

<
< sal[A(f) = A(b)] + [s1 — s2||A(D)]
Mit sy = g(t) + i¢(t) und so = i¢'(b) folgt damit (beachte |g(t)| < &,4]]¢’||0):

(9(t) + ' (1)) A(t) — i (D) AD)] < [g(t) + i’ ()] At) — A(D)]
+lg(t) +1¢'(t) — i (b) | A(0)]
< (T +eg)ll¢lool At) — A (D)
+eglleloo + [#'(2) — ' (B)IA(D)]

Damit gilt:
|(9(t) + i (1)) A(2) — i (D) A(D)] < [1¢[|oo (1 + &) |A(E) — A(D)| + (2 + &4)|A(D)]). (6.6)
Fiir || <ty gilt aber ¢/ (t) — ¢'(b)] < [¢'(t) — af + |¢'(b) — @] < 2¢, und daher

[(g(8)+i (1)) A(t) =i (B) A(D)| < (14¢0) [ l]oo | A() = A(D) |+ (24| |0 +2,) [A(D)]- (6.7)
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Imm Beweis von Satz 6.1.3 wurde in (6.3) gezeigt:
() = A(D)] < AB)G( — b)eg|¢'[[oolt — b]-

Daher gilt:

. (9(t) + i () A(t) — is? (b) (D)) €40 T (t P b) t

t—b |

a

[ o idoam - ivea)el (S0) a

452 2t

[ 100 21400 - 40+ el (20
|58 |2to

A '||oo / <<1+sg>é<t—b>eglw’lioo|t—b‘+<2+59””"(¥>‘“

%

tw

IN

<

SN

IN

¢l (1+eg ol [ Glatatl ¥ e+ 2+e) [ (i)

[t >tw [t|>tw

Al (1 + )21 wtmas [ Glamast 19 (Ot + 242,) [ 0I(0)ct)

>ty t>te

AW [¢/] oo ( (1 + 20)|[¢'] ltmanoz + (2 + egm)
Im Beweis von Satz 6.1.3 wurde in (6.4) fiir =0 < ty gezeigt:
A() = A(D)| < AB)G(t - b)||g|1(b05)||oo|t —bl.

Wegen (6.7) gilt deshalb:

a

/ ((g(t) +i¢' (£))A(t) — i’ () A(b)) DT (t P b) dt

<e (14 20) ¢/l ol A@) = AB)| + (e[l |oo +22,) D)) | ¥] (ﬂ) “

<@re)ldls [ 140 - 0w (S20) a

|45t <t
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+(sg||g0'Hoo+2e(p)A(b)§ / |\p|(t;b>dt

=t <t

SA(b)((l+eg)\|go’|\ool\g\f(,,o,,s)IIC,oama;c / G (Gmast) |t W] () dt

|t‘<t\1;

+(ggll¢ [0 + 2€,) / W] (t) dt)

tI<tw

2/ e _ oy (b)A(b)ei(w(bHa(t*b))) U (t ; b) dt
R
iy io(t) _ gile(®)+a(-b)) g (L0
= 250040 [ (¢ )T (- )
R

lassen sich die Abschitzungen fiir diesen Term sofort aus dem Beweis zu Satz 6.1.3 iiber-

/ (1900 _ gitotoyalt- b)))q;( b) dt

R

nehmen:

< 2A(0)[¢'(0)] | €ptmazty / |W|(t)dt + cw

[t <ty

< 2A0)/1¢']|oo | Epamaste / U((£)dt + £

‘t|<t\p

Insgesamt folgt also:
‘25,,W$ Fla,b) — go'(b)A(b)eiw(b@(aa)‘
< A(b) (II@O'Iloo(l + &9)l|#']|lootmazgge s + |1¢l0o(2 + £9)w

+(1+59)|‘90,||00||9|1(b0’5)||00amaw / G (amazt) [t][ V] (t) dt

|t|<t\1;

egll¢ oo + 22,) / ] (1) dt

[t|<tw

A2 etmacts [ IO+ o).
It|<tw



276 KAPITEL 6. ABSCHATZUNGSFORMELN

0

Mit Hilfe des letzten Satzes 1aft sich nun zeigen, unter welchen Voraussetzungen sich
die Momentanfrequenz eines Signals direkt aus der Wavelettransformation fiir ein festes
a > 0 als Ableitung der Argumentsfunktion der Wavelettransformation bestimmen l&£t.
Der Vorteil dabei ist, daf dabei keine Berechnung des analytischen Signals als Integral der
Wayvelettransformation iiber alle a-Parameter notig ist. In den Abschatzungsformeln kann

die Fehlerschranke £3(a) fiir ein a > 0 umso kleiner gewahlt werden, je gréker |U(aa)] ist.
Fiir den zu zeigenden Satz sind die Voraussetzungen des Satzes 6.1.3 erfiillt und dort wird
gezeigt , dak sich die Wavelettransformation fiir a > 0 bis auf einen Fehler proportional zu

|0 ()| verhilt. Also kann im folgenden Satz die Fehlerschranke e5(a) fiir ein @ > 0 umso
kleiner gewéhlt werden, je groker [W f(a, b)| ist. Das stimmt mit der Beobachtung iiberein,
dak die Phase der Wavelettransformation in den Bereichen der Maxima des Betrages der
Wavelettransformation sich wie die Phase des zugehorigen analytischen Signals verhilt
(s. [7], dort wird ein Verfahren angegeben, um im Fall von asymptotischen Signalen die
Momentanfrequenz anhand der Phase der Wavelettransformation zu bestimmen).

Satz 6.2.2. Fs gelten die Voraussetzungen von Satz 6.1.8 mit €1 gleich € aus (6.1) und
die Voraussetzungen aus Satz 6.2.1 mit €4 gleich € aus (6.5). Sei I, .. (b)) = {0 < a <
amm| Wi f(a,b) # 0}. Ewmistiert fir a € I,,,, (b) ein e3(a) > 0 mit e3(a) < § und 1,5 <

e3(a)|¥(aa)| . so gilt:

|0y arg(Wy £ (a, b)) — ¢'(b)] < 4(1+ |¢'(b)[)es(a).

max (

Beweis: Es sei
W;f(a,b)—%A(b)ew(b@(aa) — oy (a)A(D),
W3 f(a.h) ~ 5@ (ABOT(0a) = (@A)

(A(b) # 0 fﬁr a E Iamam (b)7 71772 : ‘[amam (b) - C)

Aus Satz 6.1.3 und Satz 6.2.1 folgt jeweils fiir alle a € 1, (b) :
a(a)] < e, (6.8)
e(a)| < e (6.9)

Sei F € €}(IR) mit F = Ae*, A, ¢ € €*(IR) reellwertig. Dann gilt:
F'= Ale +iAp'e™.
Ist F'(b) # 0, so gilt damit:

F(b) _ A'(b)
Fb) — Ab)

+ ¢’ (D),
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also gilt:

Andererseits gilt ¢ = arg(F'), also gilt

0y arg(F (b)) = ¢'(b) = Im (F(b)

Mit F = W3 f(a,id) folgt daraus:

abW\Itf(aa b) )

Oy arg(Wy f(a, b)) = Im ( W3 f(a,b)

Betrachte deshalb:

Wi f(ab) _ zxp'(b)A(b)eiw_Uﬁ(aa) + 2, (a) A(D)
Wi f(a,b) A(b)eie® T () + 272(a) A(b)
i (b)¥ (ea) + 271 (a)e®)

~

U(aa) + 27y5(a)e e ®)

(wegen a € I,,,,.(b) sind die Nenner jeweils von Null verschieden).

Setze x 1= ¢'(b), y := {I\l(oza) und 0 := —¢(b). Dann ist y + 27v,(a)e? # 0 und

i (b) ¥ (a) + 271 (a)e O i) = iy + 27 (a)et s
E(aa) + 275 (a)e~w () Y+ 27a(a)e’
_dzy + 27 (a)e? — izy — 2izys(a)e
B Y + 272 (a)e?

91t L (a) —izy2(a)
Y+ 27:(a)e?

Da |y| < |y + 272(a)e?| + 2|y2(a)|, folgt (beachte (6.9) und &, < 63@((1@)\ =e3(a)ly]) :
Y+ 2%(a)e”] > |yl —2|na(a)] > |y| — 260 > |y| — 2e5(a)y]
= (1 - 2e3(a)ly] > gyl
Damit gilt:

- i0
‘Im (za:y+271(a)e ) .

Y + 27(a)e?

. i
Im 1wy + 27 (a)fa i
Y + 279(a)e?
izy + 271 (a)e®
Y+ 272(a)e?

71(a) — ie(a)z
Y+ 272(a)e?

—ix‘z?
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_ @1+ @l

21yl
Also folgt insgesamt;:
* ! abW\Iﬂ;f(a’ b) !
_ — | (22w %9
hargVaf(ant) = ¢ = [im (SRS —
— <w:y + 27 (a)ew) .
Y + 272(a)e®®

1@+ (a)lla] _ s(0) ¥ (0a)| + 5(0) ¥ (0a)][¢'(0)

vl 9 (aa)|
= 4(1+¢/(b))es(a)

(beachte (6.8) und (6.9) und £1,¢&5 < 63(a)|$(aa)|).
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