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Einleitung

Skalierungsfunktionen spielen eine wichtige Rolle zum einen bei der Konstruktion
von Mehrfachauflésungen und Wavelet-Systemen (vgl. hierzu die Monographien
von Chui [7], Daubechies [20] und Meyer [58]) und zum anderen bei der Ana-
lyse von sog. Verfeinerungsschemata (subdivision schemes), sieche Cavaretta et
al. [6]. Dabei nennen wir eine temperierte Distribution ® skalierbar oder auch

Skalierungsfunktion, wenn sie einer Skalierungsgleichung der Form

®=a) h®(A-—k) (*)
kezn

mit einer Dilatationsmatrix A € Z™*", a = |det A| und einer Skalierungsmaske
(h) geniigt. Dabei zeichnet sich eine Dilatationsmatrix dadurch aus, daf alle
Eigenwerte dieser Matrix betragsmiflig grofer Eins sind. Als Symbol von & be-
zeichnet man die (formale) Reihe m = Y, ;. hye_g, wobei ey (w) 1= ™ <klw>,
Die Konstruktion von Skalierungsfunktionen startet stets mit der Konstruktion
der zugrundeliegenden Symbole. Erfiillen diese das sog. Cohen-Kriterium - dies
ist eine Aussage iiber die Verteilung der Nullstellen von m - so iibertragen sich
die wesentliche Eigenschaften der Symbole auf die Skalierungsfunktionen.
Eine hohe Regularitit der Skalierungsfunktionen ist stets wiinschenswert. Im Zu-
sammenhang mit Verfeinerungs-Algorithmen bestimmt die Regularitét der Skalie-
rungfunktion die Glattheit der begrenzenden Fliche des Prozesses. Bei Wavelet-
Konstruktionen iibertriagt sich die Regularitit der Skalierungsfunktionen direkt
auf die zugehorigen Wavelet-Systeme. Deren Regularitdt wirkt sich dann unmit-
telbar auf alle typischen Anwendungen (Signalanalyse, Datenkompression, Bild-
verarbeitung, usw.) aus. Dabei ist es fiir die praktische Umsetzung besonders
wichtig, dafl die verwendeten Symbole endliche Masken besitzen, also trigono-
metrische Polynome sind, bzw. dafl der Triger von & kompakt ist. Im Eindi-
mensionalen sind Familien von Symbolen mit endlicher Maske, deren zugehorige

Skalierungsfunktionen beliebig glatt sein konnen, schon lidnger bekannt. Diese
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EINLEITUNG 4

fiihren dann auf Familien von beliebig glatten orthogonalen und biorthogonalen
Wavelets mit kompaktem Triiger, siehe z.B. Daubechies [19] und Cohen et al.[14].
Wir diskutieren im ersten Themenschwerpunkt der vorliegenden Arbeit ein itera-
tives Verfahren zur Konstruktion von Symbolen mit endlicher Maske, das auf der
Veroffentlichung von Ji et al. [42] beruht und unter geeigneten Voraussetzungen
an das Startsymbol auch im Mehrdimensionalen beliebig glatte Skalierungsfunk-
tionen liefert. Eine wesentliche Voraussetzung dabei ist, dal die verwendeten

Symbole nichtnegativ und interpolierend sind, d.h. es gilt

a—1
Zm(- +B7'p) =1,
i=0
wobei B = A* und {py, ..., pa_1} ein Reprisentantensystem von %"/gzn ist.
PO P

Erfiillt m zusétzlich das Cohen-Kriterium, so ist auch die zugehorige Skalierungs-

funktion interpolierend, d.h. ® ist stetig, und es gilt

O (k) = o, fiir alle k € Z".

Diese Eigenschaft ist insbesondere fiir die praktische Umsetzung der Verfeinerungs
Algorithmen wichtig, es lassen sich aber auch theoretische Eigenschaften aus der
Theorie der orthogonalen und biorthogonalen Skalierungsfunktionen und Wave-
lets mit ihrer Hilfe geschlossen darstellen. Das obige Verfahren liefert zudem die
Grundlage zur Konstruktion von beliebig glatten biorthogonalen Wavelets mit
kompaktem Triager, wobei die Interpolationseigenschaft wiederum entscheidend
eingeht.

Im zweiten Themenschwerpunkt der vorliegenden Arbeit untersuchen wir detail-
liert die Spektraleigenschaften des auf geeigneten Unterrdumen eingeschrinkten
Transferoperators T,,. Dieser ist fiir ein m € L*(T"), eine Dilatationsmatrix
A€ Z™ und ein f € L'(T") wie folgt definiert:

a—1

Tuf =) (mf)(B7(- + p)).
i=0
Der enge Zusammenhang zwischen dem Transferoperator 7;, und der von m
erzeugten Skalierungsfunktion ist in mehreren Arbeiten untersucht worden, siehe
Cohen et al. [15], Cohen/Daubechies [13], Jia [44] und [45], Lawton et al. [51]
und Ron/Shen [66], weitere Literaturhinweise finden sich in diesen Arbeiten.
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Unser Ausgangangspunkt ist die Verdffentlichung [15] von Cohen et al. iiber die
Regularitdt von mehrdimensionalen Skalierungsfunktionen. Dort wird als Maf
fiir die Regularitiit von ® der L2-Sobolev-Exponent

S2.xp (®) := sup {s >0: <i>(1 + xB)° € L2(R")} (**)

bzgl. der Pseudonorm yp betrachtet. Fiir den Fall, daf§ die Dilatationsmatrix
isotrop ist, d.h. fiir den Fall, dal A komplex diagonalisierbar ist und nur Eigen-
werte mit dem gleichen Betrag besitzt, kann die Pseudonorm durch eine Norm
ersetzt werden, s;,,(®) stimmt dann mit dem iiblichen L?-Sobolev-Exponenten
iiberein. Ist das Symbol ein trigonometrisches Polynom, so gelingt mit Hilfe des
Spektralradius von Tj,2|g, eine genaue Charakterisierung von sy, (®). Dabei
ist E; ein geeigneter endlich-dimensionaler Unterraum von Z(T"), dem Raum
der n-dimensionalen trigonometrischen Polynome. f € Z2(T") besitzt abhingig
von der sog. Strang-Fix-Ordnung von |m/|? bzgl. der Pseudonorm xp in Null eine
Nullstelle geniigend hoher Ordnung. Eine wesentliche Voraussetzung ist dabei die
Stabilitit von ®, d.h. ® ist aus L?(R") und die Z"-Translatierten von ® bilden
eine Riesz-Basis des von ihnen aufgespannten Raumes. Diese Eigenschaft 148t
sich im Falle einer endlichen Maske ebenfalls mit Hilfe des Transferoperators aus-
driicken. Es wird in Cohen et al. [15] gezeigt, dal die folgenden Aussagen fiir

einen geeigneten 7T, 2-invarianten Unterraum F dquivalent sind:

1. ® ist stabil.

2. 1 ist algebraisch einfacher Eigenwert von 72| mit einer Eigenfunktion
fl > O:

wobei man dann f; als Periodisierung @(|®|?) von |®|? wihlen kann. Im Unter-
schied zu Ef enthélt E auch Funktionen, die keine Nullstelle in Null besitzen, es
gilt z.B. @(|®[?)(0) = 1.

Ein erstes Resultat der vorliegenden Arbeit ist die Ubertragung der Ergebnisse
von Cohen et al. auf den Fall m > 0 und damit auf die L!-Situation, d.h. man
betrachtet bei der Regularitiitsanalyse den analog zu (**) definierten L'-Sobolev-
Exponenten s, ,(®). Es zeigt sich dabei, da§ man zum einen auf die Forderung
m € Z(T") verzichten kann. Zum anderen kann der Raum E; durch allgemei-
nere Unterrdume ersetzt werden, die aus Z™-periodischen Funktionen bestehen,
die in der Null verallgemeinerten Nullstellenbedingungen geniigen. Letztere sind
mit Hilfe der zugehorigen Pseudonorm definiert und entsprechen fiir den iso-

tropen Fall der Aussage, daf} eine Nullstelle geniigend grofier Ordnung vorliegt.
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Welche Nullstellenbedingungen zu erfiillen sind, wird dabei durch die Strang-Fix-
Ordnung sz, von m bzgl. xp bestimmt. Es zeigt sich, dafl der Spektralradius des
Transferoperators unabhéngig vom verwendeten Unterraum ist, solange die rich-
tigen Nullstellenbedingungen erfiillt sind. Durch diese allgemeinere Betrachtungs-
weise erhalten wir Resultate, die auch andere Ergebnisse zur Regularitidtsanalyse
wie z.B. Jia [45], Hampel [37] oder von Cohen/Daubechies [13]| enthalten.

Die Voraussetzung der Stabilitdt der Skalierungsfunktion wird nun durch die
Forderung ersetzt, daf die Periodisierung @(®) von ® keine Nullstellen besitzt.
Fiir ein trigonometrisches Polynom m > 0 erhilt man mit einem geeigneten

Unterraum FE die dquivalenten Aussagen:
i) ® € L'(R") mit &(d) > 0.
ii) ® € L'(R") und m erfiillt das Cohen-Kriterium.

iii) 1 ist algebraisch einfacher Eigenwert von 7,,|p mit einer Eigenfunktion
fl > 07

A

wobei man f; = w(®) wihlen kann. E enthélt wiederum auch Funktionen, die in
Null keine Nullstelle besitzen. In dieser Situation ist die Eins zudem der Spektral-
radius von T,,,|p und es existiert kein weiterer Eigenwert auf dem Spektralkreis.
Es ergibt sich nun die natiirliche Fragestellung, ob fiir den auf Unterrdume mit ge-
eigneten Nullstellenbedingungen eingeschrénkten Transferoperator, dessen Spek-
tralradius ja die Regularitidt von ® charakterisiert, eine dhnliche Aussage moglich
ist. Unter der Voraussetzung, dal m > 0 das Cohen-Kriterium erfiillt, wurde ein
solches Resultat fiir den Fall n = 1 von Cohen/Daubechies in [13] bewiesen. Dort
wird zum Beweis entscheidend die Spektraltheorie positiver Operatoren verwen-
det. Wir untersuchen inwieweit sich die Aussagen von Cohen/Daubechies auf den
Fall n > 1 verallgemeinern lassen. Eine direkte Ubertragung der eindimensiona-
len Ergebnisse ist jedoch nicht moglich. Dies zeigt sich z.B. schon daran, dafl
das Cohen-Kriterium allein nicht ausreichend ist. Im Falle n = 1 kann man sich
zudem stets auf Rdume ohne Nullstellenbedingungen zuriickziehen, was im Falle
n > 1 nicht moglich ist. Dies macht die Anwendung der Spektraltheorie positiver
Operatoren komplizierter. Die dafiir notwendige Charakterisierung des Inneren
des sog. positiven Kegels ist fiir Rdume mit Nullstellenbedingungen eine nicht-
triviale Aufgabe. Wir charakterisieren eine Klasse von Symbolen, die sog. stark

positiven Symbole, fiir die auch im mehrdimensionalen Fall analoge Ergebnisse zu



EINLEITUNG 7

Cohen/Daubechies [13] gelten. Diese Symbole erfiillen eine stirkere Nullstellen-
bedingung als das Cohen-Kriterium und zudem eine Positivitidtsforderung an den
fithrenden Term der (verallgemeinerten) Taylorreihe in Null. Wir zeigen, daf eine
Vielzahl von stark positiven Symbolen in der Literatur existieren. Zudem liefert
diese Beispielklasse eine Verbindung zum ersten Themenbereich der vorliegenden
Arbeit. Die starke Positivitdt ist ndmlich eine Eigenschaft, die bei den iterativen
Symbolkonstruktionen von Ji et al. [42] erhalten bleibt.

Weitere Resultate iiber die Spektraltheorie des Transferoperators zeigen einen
interessanten Zusammenhang zwischen den Spektraleigenschaften von 7}, und
denen der Dilatationsmatrix A. So sind zum Beispiel die Eigenwerte von 7,
zu Eigenfunktionen, deren klassische Nullstellenordnung in Null kleiner als die
Strang-Fix-Ordnung von m ist, Produkte von negativen Potenzen der Eigenwerte
von A. Ist die Skalierungsfunktion ® geniigend glatt, so kann man zugehorige
Eigenfunktionen angeben, die sich aus mehrfachen Richtungsableitungen von &
ergeben. Dies kann man als Verallgemeinerung der Aussage deuten, daf cD(i))

eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1 von 7, ist.
Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 1 fafit die Grundlagen zusammen, die im weiteren Verlauf der Arbeit
benotigt werden. Besonders hervorzuheben sind dabei die Ergebnisse zum Trans-

feroperator in Abschnitt 1.5.

In Kapitel 2 erfolgt die Darstellung der wichtigsten Aspekte aus der Theorie
der Skalierungsfunktionen. In den ersten beiden Abschnitten diskutieren wir die
Frage nach der Existenz von Losungen der Skalierungsgleichung (*) und unter-
suchen, wann eine Skalierungsfunktion Erzeuger einer Mehrfachauflésung ist. Im
weiteren stellen wir insbesondere die Bedeutung von interpolierenden Skalierungs-
funktionen heraus. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen interpolieren-
den Funktionen auf der einen und orthogonalen bzw. biorthogonalen Funktionen
auf der anderen Seite. So iibertrégt sich z.B. die in Abschnitt 2.7 vorgestellte
Charakterisierung interpolierender Skalierungsfunktionen direkt auf ihre ortho-
gonalen bzw. biorthogonalen Entsprechungen. Bei der angesprochenen Charak-
terisierung werden Eigenschaften der Symbole mit Hilfe des Cohen-Kriteriums
mit Eigenschaften der Skalierungsfunktionen verkniipft. Dieses Kriterium wird
in Paragraph 2.5 ausfiihrlich diskutiert, u.a. wird die oben genannte Aquivalenz
der Aussagen i) und ii) gezeigt. Im anschlieBenden Abschnitt 2.6 behandeln wir
die schon erwithnte Aquivalenz i)« iii). Den Abschluf dieses Kapitels bildet der
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Paragraph 2.8 iiber biorthogonale Wavelets, der die Grundlage fiir die konkreten
Konstruktionen in Kapitel 3 bildet.

In Kapitel 3 diskutieren wir aufbauend auf den Arbeiten Riemenschneider/Shen
[65] und Ji et al. [42] die zwei entscheidenden Schritte zur Konstruktion von
mehrdimensionalen biorthogonalen Wavelets mit kompaktem Trager. Dies ist zum
einen die Konstruktion zweier biorthogonaler Skalierungsfunktionen mit kompak-
tem Trager und zum anderen die Konstruktion einer exakten Symbolfamilie, die
nur aus trigonometrischen Polynomen besteht. Wir zeigen, dafl auch dafiir in-
terpolierende Symbole und Skalierungsfunktionen von entscheidender Bedeutung
sind.

In Abschnitt 3.1 erldutern wir das schon angesprochene Verfahren zur Konstruk-
tion von interpolierenden Symbolen und Skalierungsfunktionen. Dieses Verfahren
liefert automatisch zu einem vorgegebenen nichtnegativen interpolierenden Sym-
bol m € Z(T") ein duales Symbol 7, das ebenfalls endliche Maske besitzt.
Unter der Zusatzvoraussetzung, dal m das Cohen-Kriterium erfiillt und die von
m erzeugte Skalierungsfunktion aus L?(R") ist, erhélt man biorthogonale Skalie-
rungsfunktionen mit kompaktem Triger.

Im Paragraphen 3.2 zeigen wir, wie man ausgehend von zwei zueinander dualen
Symbolen eine exakte Symbolfamilie konstruieren kann, die nur aus trigonome-
trischen Polynomen besteht. Auch dieser Konstruktionschritt wird entscheidend

vereinfacht, wenn eines der beiden Symbole interpolierend ist.

Das Kapitel 4 widmet sich der Regularitédtsanalyse von Skalierungsfunktionen mit
Hilfe des Transferoperators. Nachdem wir zunéchst in Abschnitt 4.1 die wichtig-
sten Eigenschaften von Pseudonormen vorgestellt haben, fithren wir in Paragraph
4.2 verallgemeinerte Nullstellenbedingungen ein und diskutieren dann anschlie-
Bend in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich die schon angesprochene Verallgemeinerung der
Ergebnisse von Cohen et al. [15].

Im Kapitel 5 werden konkrete Beispiele von 7,,-invarianten Unterrdumen auf-
gefiihrt, die, wie schon erw#hnt, fiir die vorliegende Arbeit von besonderer Be-
deutung sind. Dabei betrachten wir in Abschnitt 5.1 Unterrdume ohne und in
Paragraph 5.2 Unterrdume mit Nullstellenbedingungen. In Kapitel 5.3 zeigen wir,
dafl man fiir spezielle T},-invariante Unterrdume eine Basis und ihre Dimension
bestimmen kann. Im abschlielenden Abschnitt 5.4 untersuchen wir, wann die von
uns betrachteten Unterrdume als Komplexifizierung von reellen Unterrdumen auf-

gefafit werden konnen. Dies ist fiir die Anwendung der Spektraltheorie positiver
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Operatoren notig, da diese fiir reelle Rdume formuliert ist.

In Kapitel 6 stellen wir die abstrakte Spektraltheorie positiver Operatoren dar.
Im Abschnitt 6.1.1 fiihren wir dazu die wichtigsten Begriffe wie z.B. geordneter
Banach-Raum und positiver Kegel ein und konzentrieren uns dann in Paragraph
6.1.2 auf den Satz von Krein-Rutman und dessen Verallgemeinerungen fiir stark
positive bzw. irreduzible Operatoren. Den Abschlufl dieses Kapitels bildet der
Abschnitt 6.2 iiber direkte Folgerungen aus dem Satz von Krein-Rutman auf

Ergebnisse aus Kapitel 2.6 bzw. 4.

Im ersten Teil von Kapitel 7 diskutieren wir die Anwendungen der abstrakten
Satze aus Abschnitt 6.1 auf den auf Unterrdume mit Nullstellenbedingungen ein-
geschrankten Transferoperator. Der entscheidende Schritt ist dabei die in Ab-
schnitt 7.1.1 durchgefiihrte Charakterisierung des Inneren des positiven Kegels
dieser Unterrdume. Damit gelingt in Paragraph 7.1.2 die Herleitung von Kriteri-
en, so dafl der eingeschrinkte Transferoperator stark positiv bzw. irreduzibel ist.
In Kapitel 7.1.3 fithren wir die schon erwidhnten stark positiven Symbole ein und
zeigen, daf} diese stark positive Operatoren induzieren.

In Abschnitt 7.2 diskutieren wir den schon angesprochenen Zusammenhang zwi-
schen den Spektraleigenschaften von 7}, und der Dilatationsmatrix A.

Kapitel 8 beginnt mit dem Beweis des schon erwéhnten Resultats, daf} die star-
ke Positivitdt eines Symbols m eine Eigenschaft ist, die bei dem in Abschnitt
3.1 diskutierten Algorithmus erhalten bleibt. Danach stellen wir einige konkre-
te Beispiele aus der Literatur vor, die stark positiv sind und somit verwendet
werden kénnen, um neue stark positive Symbole mit Hilfe dieses Algorithmus zu

erzeugen.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir einige grundlegende Aussagen zusammen, die im

weiteren Verlauf der Arbeit 6fter benotigt werden.

1.1 Standardbezeichnungen

Wir fassen zunéchst einige Standardbezeichnungen zusammen.

Réume stetiger und stetig differenzierbarer Funktionen:
e Fiir v € NU{oo} und 2 C R” offen sei

¢’ (Q) :={f:Q— C: f ist stetig und v mal stetig differenzierbar},
€. (Q) :={f € €“(R") : supp f ist kompakte Teilmenge von Q},

c

€"(Q) :={f € €°(Q) : fiir |a| < v ist 9*f auf Q stetig fortsetzbar}.

Dabei sei

supp f = {z € Q: f(z) # 0}
der Trager von f, 0*f = 0" ...0%" fiir o € N" die partiellen Ableitungen
von f und |-| die 1-Norm auf dem R". Zur Abkiirzung sei

€(Q) :=€°(Q), €.(Q) ;= €°(Q) und €(Q) := €°(Q).
Ist 2 beschrinkt, so sei
171y 2= me]0°F

die Norm von f € €"(Q).

10



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 11

Holder-Raume:
o Fiir s € [0,1] sei
Ci(R") :={f € ¥R"):3c>0 mit
[f(z+y) = fz)| < cllyl]® fir alle z,y € R* mit [jy]| <1}
und firs=v+s,veN, s €[0,1]

C}(R") == {f € " (R") : 8°f € C; (R") fiir alle |a| = v}

Lebesgue-Riaume:

e Fiir p € [1,00] und Q C R" mefbar sei
LP(Q) == {f : Q2 — C: f meBbar mit || f||,o < oo}

mit
(fQ|f|p)1/p fiir p € [1, 00|,

ess sup | f|  fiir p = oo,

/]

P =

wobei man wie iiblich alle Funktionen miteinander identifiziert, die sich nur
auf einer Menge vom Maf3 Null unterscheiden. Zur Abkiirzung definiert man
IIlp == |I||p,gn- Zusétzlich sei

LP

loc

Q) :={f:Q— C: flg € LP(K) fiir alle K C 2 kompakt}.

Sobolev-Riume:

e Fiir pe[1,0], v € Nund Q C R” offen sei

WY (Q) == {f € L, () : 0“f € LP(Q) fiir alle « € N" mit |a| < v}.

p

Die Norm auf W} (9) sei iiber

(el flp.0)? P € [1,00]

maxjq <v||flleoe P = o00.

I1f

o =

definiert. Zur Abkiirzung sei |||

pw = |lllp.n-
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Distributionen:
e Fiir  C R offen sei &(2) := €>°(2), 2() := €>°(2) und
F(Q) :={p € €°(Q) : |id*0° |00 < o0 fiir alle a, B € N"}

die Distributionengrundrdume, die mit den iiblichen lokal-konvexen Topo-
logien versehen sind. 2'(Q2), ./ (Q2) und &”(2) seien die zugehorigen Distri-
butionsrdume.

R#iume periodischer Funktionen:
e Fiirm € NU{oo} und p € [1, o0] sei

¢’ (T") :={f € €V(R") : f ist Z"-periodisch},
E(T) :={f € &R") : f ist Z"-periodisch},
LP(T") .= {f : R* — C: f ist Z"-periodisch und || f||, := || f]

p,H" < OO}’

wobei I" := [-1/2,1/2]" das n-dimensionale Einheitsintervall sei und & (T")

mit derselben Topologie wie &(R™) versehen ist.
Folgenrdume:
e Fiir eine abzédhlbare Indexmenge J sei
0(J) :={c=(ck)res : cx € Cfiir alle k € J}
und fiir p € [1, o0]

P(J) = {c=(cx) € £(J) : ||c||er(sy < o0},

wobei
lellenr) = (Xkeslerl?)? fiir p € [1, o0f,
7y =
sup{|ck| : k € J}  fiir p = o0.
Fiir J = Z" schreiben wir [|-||, = ||-||ev(zn)-

o Fiir w, x € R" sei

€w (,’13) — 627rz'<w\w>,

< |- > das kanonische Skalarprodukt in R™.
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Fiir f € L'(R") sei die Fourier-Transformation .% f = f von f iiber

Ff(w) == f(w) /fe_ fiir w € R”

definiert. Fiir f € L'(R") heifit die Funktion .7 f = f mit

Ff(z) = f(z) /fez fir r € R”

die inverse Fourier-Transformation von f. Mit .# und .# bezeichnen wir
auch die Fortsetzung der Fourier-Transformation bzw. der inversen Fourier-
Transformation von L'(R") auf .%'(R™).

Mit den k-ten Fourier-Koeffizienten,

:/fe_k, A
Hn

sei
Frm LYNT™) 3 f = (ck(f))rezr
und

Fa@n (L") 3 ¢ = (c)kezn Z Che—k
ezn

die diskrete Fourier-Transformation auf L'(T") bzw. ¢'(Z").

1.2 Poisson-Summationsformel

Die Poisson-Formel stellt den Zusammenhang zwischen der kontinuierlichen und
der diskreten Fourier-Transformation her.
Dazu betrachtet man fiir f € L'(R") die sog. Periodisierung von f

Der nachfolgende Satz liefert die Rechtfertigung fiir diese Definition und den

angesprochenen Zusammenhang.
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Satz 1.2.1 (Poisson-Formel). Fir f € L*(R") gilt:
1. @(f) =Y pezn [ (- — k) konvergiert fast diberall absolut.
2. &(f) € L'(T") und die Abbildung o : L' (R™) — L'(T") ist stetig und linear,
d.h@e L(L'(R), L'(T")).

3. Der k-te Fourier-Koeffizient von @(f) stimmt fir alle k € Z™ mit f(k)

liberein.
Beweis. Siehe Satz I1.5.1 in Schempp/Dreseler [72]. O

Fir f € L'(R") besitzt w(f) also die (formale) Fourier-Reihe »_, ;. f(k)er.
Der néichste Satz gibt ein Kriterium dafiir an, wann @(f) tiberall durch diese
dargestellt wird. Er folgt unmittelbar aus Satz 1.2.1, wenn man beachtet, daf} jede
stetige Funktion, deren Fourier-Koeffizienten eine ¢! (Z")-Folge bilden, iiberall mit

ihrer Fourier-Reihe iibereinstimmt.

Satz 1.2.2. Es sei f € LY(R") N €(R™) mit:
1. Die Reihe Yy (- — k) konvergiert dberall gegen eine stetige Funktion.
2. (f(k)) € £1(z").

Dann gilt fir f die Poisson-Summationsformel

Y=k =D f(k)e (1.2.1)

kezm kezn

tuberall in R™.

Bemerkung 1.2.3. Verzichtet man in Satz 1.2.2 auf die Voraussetzung 1, so
gilt die Poisson-Summatationsformel noch in L'(T"). @(f) besitzt zwar dann
einen stetigen Reprisentanten, ndmlich ), .. f(k)eg. Dieser stimmt i.a. nur fast
iiberall mit der Summe jean [ (- — k) iiberein, selbst dann, wenn diese Summe

iiberall konvergiert.

Das nachfolgende Lemma liefert ein wichtiges Kriterium dafiir, dafl Voraussetzung
1 aus Satz 1.2.2 erfiillt ist.

Lemma 1.2.4. Fir f € W/(R") mit v > n + 1 konvergiert Y, ,.|f(- — k)|
gleichmafig auf dem R".
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Beweis. Nach der Poisson-Formel konvergiert >, ,.|f(- — k)| fast iiberall. Man
wihle ein xo mit Y, ;.| f (20 — k)| < occ. Es sei int(I") =] —1/2,1/2[" das Innere
von [" und

Q= zy + int(I"),

also ist Q = x + I". Da der Rand von Q Lipschitz-stetig ist, ist WY () nach
dem Sobolev-Einbettungssatz stetig in € (f2) eingebettet, d.h. es existiert eine

Konstante ¢; mit
| fller @ < eallfllive

siehe Alt [2] 8.8. Fiir f € W/ (R") gilt fiir o] < v und k£ € Z" auch fiir die
verallgemeinerten Ableitungen

O(f(-+ k) = (0°f)(- + k).
Somit folgt aus dem Transformationssatz fiir jedes k € Z"
[l rrmy = IFC+ Bl < allf -+ Bl = allflli, ke
Zudem gilt nach der Taylor-Formel fiir alle z € Q = 2y + I
[f (@ = E)| < [f(zo — k)| + calle — 2olll|f l1 i 1005

mit einer Konstanten, die nur von der verwendeten Norm auf dem R" abhéngt.

Insgesamt folgt fiir alle z € Q

[f(@ = k) < [f(zo = F) + esllz — zolllf 1l ke (1.2.2)

wobei die Konstante nicht von k € Z™ abhéngt. Fiir f € W/ (R") gilt

1l =S 0% = 3 / )

al<v a|<vgn

=Yy [ea= % [le
la|<v kEZn_k+Q kEZ™ |a|<v —k+Q

= D I lhs-rso
kezZ™

Es existiert also fiir alle € > 0 ein K|, so da8 fiir alle K, K' > K, gilt

€
> Ml ke < 5
K§||k||SK, C3 Sup.’EEH"”m”
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Zudem sei Ky so groB3, dafl auch

> -kl <

K<|lk[I<K'

fiir alle K, K' > K, gilt. Nach (1.2.2) gilt also fiir alle z € Q und K, K' > K,

Yo e@=RI< Y fl@wo-kl+alz—zll Y |f

K<||k||<K’ K<||k|[ <K' K<k <K'

|1,1/,—k:+Q

<f.€
—+ - =¢
—2 2

Somit konvergiert Y, ;.| f(- — k)| gleichmiBig auf Q = o + I" und damit wegen
der Z"-Periodizitat auch auf dem R". O

Satz 1.2.5. Fs sei f € ' (R") mit fe E'(R™). Ist f € LY(R"), so folgt f €
WY(R™) fir alle v € N. Somit konvergiert ), .,.|f (- — k)| gleichmdfig auf dem

R™, und fir die stetige Funktion f gilt dann die Poisson-Summationsformel

=k =) (ke

kez™ kez™

tberall in R™.

Beweis. Fiir f € L'(R") ist f eine stetige Funktion mit kompaktem Triger,
also insbesondere ein Element von L?(R"). Nach dem Satz von Paley-Wiener fiir
L*(R"), siehe fiir n = 1 Paley/Wiener [60] und Rudin [68], fiir n > 1 Planche-
rel/Polya [62] und Smith et al. [73], 148t sich f zu einer ganzen Funktion von ex-
ponentiellem Typ kleiner oder gleich p fortsetzen, d.h. zu p = (u1,..., 1) € R}

existiert fiir alle € > 0 eine positive Konstante ¢, mit
1 (2)] < ceeXi=italzil fir alle z € C.

Ist eine solche Funktion zusiitzlich aus L'(R™), so gilt die verallgemeinerte Un-
gleichung von Bernstein, siehe Nikol’skii [59] Abschnitt 3.2.2, d.h. es gilt fiir alle
ae N

10% fllv < [ f]1-

Wir erhalten also f € W}(R") fiir alle v € N. Nach Lemma 1.2.4 konvergiert
Y kezalf(-—k)| und damit auch »°, ... f(-—k) iiberall gleichmafig. >, .. f(-—F)

ist also eine stetige Funktion. Da die Folge (f(k)) zudem wegen des kompakten
Tragers von f trivialerweise eine ¢!-Folge ist, sind alle Voraussetzungen von Satz

1.2.2 erfiillt und es gilt iiberall die Poisson-Summationsformel. U
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Bemerkung 1.2.6. Fiir f € .#/(R") geniigt die Voraussetzung f € €,(R")
nicht, um die Konvergenz von _, .. f(z — k) fiir alle z € R zu erzwingen. Man
betrachte dazu eine 1-periodische stetige Funktion g, deren Fourier-Reihe in Null
divergiert. Solche Funktionen existieren, siehe z.B. Zygmund [81] pp. 298. Es sei
0.E. g(—1/2) = 0. Man definiere f iiber

Fw) = g(w) firwe[-1/2,1/2],

0 sonst,

und setze f :=.Z f. Dann gilt

> 10-8) =X FN=0 = ([ fe )

keZ keZ kEZ R
1/2
=Y [ fena0) = X algal)
KeZ kez

Somit konvergiert Y, , f(0— k) nicht und f kann nach Satz 1.2.5 nicht in L' (R)
liegen.

Die Voraussetzungen aus Satz 1.2.2 sind z.B. auch fiir Funktionen aus .#/(R")
erfiillt. In diesem Fall gilt die Gleichheit in (1.2.1) sogar in &(T").

Lemma 1.2.7 (Poisson-Summationsformel fiir . (R")). Fir ¢ € .7(R")
gilt
W)=Y ol-—k) =Y ¢k)ex
kezZm kezZn
in &R™), d.h. die beiden Reihen konvergieren bzgl. der Topologie von &(R™).
Auferdem gilt: 0 € Z (L (R"), &(T)).

Beweis. Eine Z"-periodische ¥ *°-Funktion wird iiberall durch ihre Fourier-Reihe
dargestellt, die sogar in &(T") konvergiert, vgl. Khoan [48] pp 68. Nach der
Poisson-Formel stimmt der k-te Fourier-Koeffizient von w(y¢) zudem fiir alle
k € Z™ mit ¢(k) iiberein. Es ist also noch zu zeigen, dafl w(p) =D cpn 0(- — k)
in &(R") konvergiert.

Fiir ¢ € Z(R") gibt es fiir alle « € N ein ¢, mit

< Co < 2ntle,
T 1+ |z — kvt T Jk|ntt

0%p(x — k)
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fiir alle z € I" und k € Z™\{0}. > )70 (g co/|k|" ™ konvergiert, es folgt also
mit dem Konvergenzkriterium von WeierstraB, dafl >, ;. 0% (z — k) fiir alle
Multiindizes « gleichmé&fig und absolut auf I" konvergiert. Diese Aussage 148t sich
aufgrund der Z"-Periodizitéit der obigen Reihen auf den gesamten R™ ausdehnen.
Wegen der gleichméfligen Konvergenz lassen sich Differentiation und Summation
vertauschen, es folgt also w(p) € &(R™) mit

0°w(p) = Y 0%(- — k),
kezZn
somit konvergiert w(¢) = > cz.@(- — k) in &(R™).
Es seien nun endliche Mengen K; C Z" mit K; C K;yy und |J;on K = Z7
vorgegeben. Da .7 (R") stetig in & (R™) eingebettet ist, ist

Wi Zso(~—k)
kEK;

in L(Z(R"), &(R")). Nach den obigen Ausfiihrungen konvergiert w;(¢) in & (R"™)
gegen w(yp) fiir alle ¢ € . (R"). Mit dem Satz von Banach-Steinhaus, vgl. Rudin
[69] Theorem 2.8, folgt damit @ € Z((R"),&(R")). Da w(yp) fir alle ¢ €
S (R™) Z"-periodisch ist und &(T") mit derselben Topologie wie & (R") versehen
ist, gilt auch w € Z (7 (R"), &(T")). O

Man definiert nun die Periodisierung einer Distribution n € &'(R") iiber
<w(n),p >=<n,w(p) > fir alle p € S(R").

Somit ist w € Z(&'(R"),.'(R")). Nach Lemma 1.2.7 gilt fiir n € &'(R") und
¢ € Z(R") aus Stetigkeitsgriinden zum einen

<ne(p) >=<m Y o(-—k) >=<n, Y o(-+k) >

keZn keZm™
= <npl-—k)>=> <nl-—k),eo>.
kezZm kEZ™

Zum anderen folgt

<a(n),p>=<nw(p) >=<n, > @k)ey >= > <n,ex > ¢(k)
keZn kezZn

= Z ﬁ(_k) <p,e—g >,

kezZ™



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 19

wobei verwendet wurde, daf} fir n € &' (R") gilt
<n, e, >=n(w) fir alle w € R",

vgl. Donoghue [26] pp 148. Da die Reihe

Z ﬁ(_k) <@, e >

kezm
somit fiir alle ¢ € .(R") konvergiert, ist auch ), ,.7%(k)e; in #'(R") konver-
gent und es gilt fiir alle ¢ € ./ (R")

<wn),o>= > A(—k) < ey >=< Y i(k)er, 0>
keZn kezZm

Insgesamt haben wir also gezeigt, daf in &’(R") ein analoges Ergebnis zu Lemma
1.2.7 gilt.

Lemma 1.2.8 (Poisson-Summationsformel fiir &'(R")). Fir n € &'(R")

qult
o) =Y n(—k) =Y ke

kezn keZLn
in ' (R"), d.h. die beiden Reihen konvergieren bzgl. der Topologie von &' (R™).
Auferdem gilt 0 € Z(&'(R"), ' (R")).

1.3 Dilatationsmatrizen

Definition 1.3.1. A € Z"*" heifit Dilatationsmatriz, falls alle (komplexen) Ei-
genwerte von A betragsmifig grofler Eins sind.

Bezeichnung 1.3.2. Fiir A € C"*" bezeichne g4 den Spektralradius von A und

fiir eine Dilatationsmatrix A sei stets B := A’ und a := |det A.

Eine Dilatationsmatrix ist nach Definition also auf jeden Fall invertierbar. Da
aber fiir eine invertierbare Matrix A ein A genau dann Eigenwert ist, wenn 1/A
Eigenwert von A~! ist, ist also A € Z"*" genau dann eine Dilatationsmatrix,

wenn A invertierbar ist und zudem p, -1 < 1 gilt.

Lemma 1.3.3. Es sei A € C**" invertierbar. Dann ezistiert fiir alle

0< N < und 04 < A

0A-1
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eine Norm ||| auf dem C* mit
Nzl < ||Az|| < M||z|| fir alle z € C". (1.3.1)
Fiir die von ||-|| induzierte Matriznorm gilt

_ 1
0a <Al < A und 045 < A7 < 5.
Ist A diagonalisierbar, so kann man in den obigen Aussagen N' = 1/p4-1 und

A = p4 wdhlen.

Beweis. Es sei im allgemeinen Fall € > 0. Die Jordan-Normalform von A sei

Al 51
A
J=CTAC = 2
5n71
An
mit 6; € {0,1}, i =1,...,n — 1. Eine weitere Ahnlichkeitstransformation mit der
Diagonalmatrix
€
2
P, =
en
fithrt J iiber in
J.=P 'JP.= (CP) 'ACP.. (1.3.2)

Da J, die gleiche Hauptdiagonale wie J, in der oberen Nebendiagonale aber Ele-
mente €); hat, gilt fiir alle z € C”

n—1

|Jex| = Z\/\ﬂ?z + €5iTiv1| + | Ann|

=1
n n—1

>3 | — €Y [dizin] (1.3.3)
i=1 i=1

> (min M| - )lz] = (—— — ¢)la.

Analog folgt
|Jez| < (04 +€)|x|. (1.3.4)
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Man definiert nun die gesuchte Norm ||-||(= [|-]|¢) iiber
]| := [(CP) 2]
und erhélt nach (1.3.2)
| Az|| = (CP.)~" Az| = |J(CP.) ™ x|

und somit nach (1.3.3) und (1.3.4) insgesamt

1
(—— —o)||z]| < |Az|| < (04 + €)||z|| fiir alle z € C.
1

Da man nach Voraussetzung ein € > (0 mit

N < —eund pg +€< A\

04—t
wihlen kann, folgt (1.3.1) und somit auch die Aussage iiber die induzierte Ma-
trixnorm. Ist A diagonalisierbar, so sind alle J; gleich Null, und man kann als

Norm ||-|| := |C~!-| wiihlen und erhilt analog wie oben
1
—||z|| < ||Az|| < oal|z|| fiir alle z € C".
04-1

O

Bemerkung 1.3.4. Ist A € Z"*" eine Dilatationsmatrix, so gilt 1 < 1/04-1,
man kann in Lemma 1.3.3 folglich )\’ > 1 wihlen. Es existiert also eine Norm auf
dem C", so dafl A~! bzgl. dieser Norm kontrahierend ist, d.h. fiir die von dieser
Norm induzierte Matrixnorm gilt [|[A™!|] < 1. Es gilt also insbesondere A= — 0
fiir 5 — 0 und folglich auch A9z — 0 und Az — oo fiir alle z € C* \ {0}. Da
mit A auch die Transponierte von A eine Dilatationsmatrix ist, gelten die obigen

Aussagen auch fiir B (mit einer i.a. verschiedenen Norm).

Ist die Matrix A € C"*™ komplex diagonalisierbar und haben alle Eigenwerte von
A denselben Betrag, so gilt p4 = 1/04-1. Man kann in Lemma 1.3.3 also A = X’

wihlen. Es existiert also eine Norm ||-|| auf dem C* mit
[Az]| = eallz]]
Dies rechtfertigt die nachfolgende Definition.

Definition 1.3.5. A € C"*" heifit isotrop, wenn A komplex diagonalisierbar ist
und alle Eigenwerte von A denselben Betrag haben. Andernfalls heiit A aniso-
trop.
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1.4 7Z"-Kacheln

Fiir eine mefibare Menge @ C R" sei im weiteren |@| das Lebesgue-Maf von Q.

Bezeichnung 1.4.1. Zwei mefibare Mengen ), Q2 C R" heiflen fast iiberall
gleich, in Zeichen Q1 = @, wenn |Q1\Q2| = [Q2\Q1] = 0.

Definition 1.4.2. Eine meflbare Menge () C R™ heifit eine Z"-Kachel, wenn gilt
LR = Upegn(k + Q)
2. (k+Q)NQ =0 fiir alle k € Z™\ {0}.

Bemerkung 1.4.3. Ist () kompakt, so ist 1. dquivalent zu
= Ukezn(k + @)

Es sei dazu w € R” und (w;) C R* \ {w} eine Folge mit w; — w und w; = l; + &;
mit /; € Z™ und k; € @. Eine solche Folge existiert, da () nach Voraussetzung eine
Z™-Kachel ist. Wegen der Kompaktheit von @) existiert eine konvergente Teilfolge
(ki) mit k; — Kk € Q. Somit mufl auch (I;;) gegen ein | € Z™ konvergieren.
Insgesamt folgt

w=limw;; =l+Kk€l+Q,

j—o0

dh. we ey (B + Q).

Fiir eine Z™-periodische Funktion kann die Integration iiber eine Z"-Kachel auf

die Integration iiber die Standardkachel I" zuriickgefiihrt werden.

Lemma 1.4.4. Es sei Q eine Z"-Kachel und f € L*(T"). Dann gilt

/ f@dw = [ f(w)dw
Q I~

Beweis. Es seien 1g, 11~ die charakteristischen Funktionen von ¢ und I". Da
@ und I" beide Z™-Kacheln sind, konvergieren die Reihen )", .. 1¢(- — k) und
> kezn lin(- — k) fast iiberall monoton gegen Eins. Aus f € L'(T") folgt, da§ f1q
mefbar ist. Somit gilt nach zweimalige Anwendung des Satzes von Beppo Levi

und wegen der Z"-Periodizitéit von f

/\fllQ—Z/lelm (-—k) Z/m (-4 E)lg(- 4 k)1

kEZ”L kEZ“

_Z/|f|1ﬂn1Q (-+k)= /|f|1ﬂn<oo

keZrgy

(1.4.1)
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Es folgt also f1g € L*(R"). Die zweimalige Anwendung des Satzes von Lebesgue
(einmal mit |f|1g, einmal mit |f|1;» als Majorante) liefert analog zu (1.4.1)

Q/f=R/f1Q—Z/f1Q1Hn (- — k)

KEZL™,

_Z/ﬁﬂle (-+k)= /fhmﬂ[f-

keZ™pn,
]

Die Behauptungen der beiden néichsten Folgerungen finden sich auch in Gréche-
nig/Madych [33], siehe die dortigen Lemmata 1 bzw. 2.

Folgerung 1.4.5. Fir eine mefbare Menge Q@ C R* gelte R* = |, . (k + Q).
Dann ist dquivalent:

1. Q| =1.

2. Q ist eine Z"-Kachel, d.h. (k+Q)NQ X0 fiir alle k € Z™ \ {0}.

Beweis. 2.= 1. Da @ eine Z™-Kachel ist, gilt nach Lemma 1.4.4 mit f =1

|Q|:/Ql:/ﬂn1:1.

1.= 2. Aus |Q| = 1 folgt insbesondere 1g € L'(R") und damit w(1lg) € L*(T")

mit
/ w(lg) = /Zlcz (=4 /1Q=\Q|=1-

kezm

Da R* = |J,cpn(k + Q), ist zudem @(1g) > 1 fast iiberall, also folgt @(1g) =1
fast iiberall. Somit mufl auch 2. gelten (ansonsten wire w(lg) > 2 auf einer
Nichtnullmenge (k + Q) N Q). O

Interessanterweise erhilt man aus dem obigen zunéchst rein analytischen Ergeb-
nis die folgende algebraische Aussage tiber die Anzahl der Elemente der Faktor-

gruppe Z"/BZ", wenn B € Z™™ eine invertierbare Matrix ist.

Folgerung 1.4.6. B € Z"*" sei invertierbar und % C Z" ein Reprdisentanten-

system von 2"/gzn. Dann gilt:

1. Mit @ ist auch P :=J “Hp+ Q) eine Z"-Kachel.

pE/
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2. #{L" gz} = #% = |det B| =

Beweis. 1. Da % nach Voraussetzung ein Repriisentantensystem von Z2"/pzn ist,
gilt

R | Jk+Q) = Jp+Bl+Q)

kezm LEZL™ peX
=B+ Jp+Q)
lezn pER

wobei diese Vereinigung fast iiberall disjunkt ist. Somit ist auch die Vereinigung
R'=B"R' = | Ji+ B ' (p+Q)=JU+P)
lezn pER lezn

fast iiberall disjunkt. Die meflbare Menge P ist also eine Z™-Kachel. Mit Folge-
rung 1.4.5 und den Abbildungseigenschaften bzw. der o-Additivitat des Lebesgue-
Mafles erhélt man

1=[Pl=[{JB ' (r+Q) —|Up+Q

PEZX PEZX
1 1 1
= aZ\P+Q| = gZ|Q\ = EZL
PEZX PEZX PEZX
Somit folgt #% = a. O

Konkrete Repriisentantensysteme von £"/z. lassen sich mit Hilfe des folgenden

Lemmas konstruieren.

Lemma 1.4.7. Q C R" sei mefbar mit R* = (J, .. (k + Q), wobei die Vereini-
gung disjunkt sei; dies ist z.B. fiir das halboffene n-dimensionale Einheitsquadrat
Q = [—1/2,1/2[" erfillt. B € Z™*™ sei invertierbar. Dann ist Z := BQ NZ" ein

. n
Reprisentantensystem von ” /Bz"-

Beweis. Fiir alle k¥ € Z™ hat B~'k nach Voraussetzung eine eindeutige Darstell-
lung
Blk=Il4+wmitl € Z" weQ,

d.h. jedes k € Z" 148t sich eindeutig schreiben als

k=p+ Blmit p:=Bw=k— Bl €Z"N BQ.
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1.5 Der Transferoperator

Im Rahmen der Theorie der Skalierungsfunktionen und Wavelets erweist sich
der sog. Transferoperator als ein entscheidendes Hilfsmittel. In diesem Abschnitt
stellen wir dessen grundlegenden Eigenschaften zusammen.

Es sei im weiteren A € Z™ " eine Dilatationsmatrix, a := |det A|, B := A" und

R :={po, - -,Pa_1} ein Reprisentantensystem von 2"/zzx.

Definition 1.5.1. Fiir m € L*(T") heifit

T(= o) - LX) 3 f o5 3 (mf)(B™ (- + p) (1.5.1)

=0
der von m (und A) induzierte Transferoperator.

Bemerkung 1.5.2. Die obige Definition ist unabhéngig von der Wahl des Re-
prisentantensystems von 2"/gzn. Es sei dazu {py, . .., fa—1} ein weiteres Reprisen-
tantensystem. Es existiert eine Permutation 7 und I; € Z" mit p; = pr;) + Bl;

fiir alle 7 =0,...,a — 1. Aus der Z"-Periodizitit von m und f folgt

Q
,_.

a—1

-+ p)) (mf)( e Priy) + 1)

z:O

e .
[
)

I

(mf)(BH(- + pi))-

=0

Satz 1.5.3. Es sei m € L*(T"). Dann gilt:

1. Fir alle p € [1,00] ist T,, : LP(T") — LP(T") linear und stetig mit
1Tl e (zmy) < allml|oo.

2. Ist p € [1,00[ und 1/p+ 1/q = 1, so gilt fiir den dualen Operator T}, von
T € L(LP(T)):

T, : LY(T") — LY(T"), g — amg(B-).
Dabei haben wir den Dualraum (LP(R™)) mittels der durch
<Jf,g>=<flg >L2(Tn)3:/ gf
In

definierten Abbildung J : LY(T") — (LP(R™))" mit LY(T") identifiziert.
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Beweis. Es sei f € LP(T"). Zunéchst ist zu zeigen, dafi T,,f Z"-periodisch ist.
Zu k € Z" gibt es ein p € {po, ..., pa_1} und ein [ € Z" mit k = p + Bl. Damit

folgt aus der Z"-Periodizitdt von m und f

Q
,_.

Tnf(-+ k) = (mf)( (- + pi+p + BI))

o .
|l
—_ o

(mf)B~(+p+p1).

=0

Da mit % auch p+ % ein Reprisentantensystem von 2"/gzn ist, gilt nach Bemer-
kung 1.5.2 T, f (- + k) = T, f . Also ist T, f Z"-periodisch.
Nach Definition ist 7}, f eine mefibare Funktion und fiir p = oo gilt

a—1

1T flloo < le(mf)(B*I(- + i) lloo

< aflmlloo]l flco-

Es sei im weiteren p < co. Nach der Holder-Ungleichung fiir Summen gilt

a—1

Tl = | \; B o) < [(ImnB o)l
< limlz. [ (g\f(B‘l(- L))
< ||m||2o<§ 1)/2 J1rE )
- ap/qnmnzog J1eE ),

Aus dem Transformationssatz und da die Mengen B~ '(p; + I") paarweise fast
iiberall disjunkt sind, folgt mit P := | Ji=y B~ (p; + 1)

/|f|” (o) =aS [ our=afier (15.2)

=0 {, i=0 g1 (s 17) b
Da nach Folgerung 1.4.6 P eine Z"-Kachel ist, 148t sich nach Lemma 1.4.4 die

Integration iiber P auf die Integration iiber I" zuriickfiihren und es gilt

P/ P = / £ = 11
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Insgesamt folgt

T fllpire < a2 ool £l

(1.5.3)
= al|m||so|| flp,rn < 00

und somit T;,, f € LP(T"). Da T, nach Definition linear ist, impliziert (1.5.3) auch
T, € X(LP(TH)) mit ||Tm||g(Lp(Tn)) < a||m||oo

Zum Beweis von 2. seien f € LP(T"), g € LI(T") vorgeben. Analog wie in (1.5.2)
und (1.5.3) folgt

< Tnflg >r2(Tn) :/ Tnfg= Z/ mf)(B™ (- + pi))g

1= OI["
a—1
oy [ mfoB--p)=a [mfo(B)
=0 g1 (i 41m)

In

Man erhélt mit der erwidhnten Identifizierung von (LP(T"))" mit LI(T™)
<f|a7_n,g(B) >L2 ) <f‘ g>L2 (T?)
und somit 7} g = amg(B-). O

Folgerung 1.5.4. Es sei m € L®(T"), p € [1,00[ und 1/p+ 1/q = 1. Fir
feLr(T), ge LYT") und j € N gilt

<T'7f|g>L2Tn):a /Hm (B fg(B’") /Hm B f(B™7.)g. (1.5.4)

n = 0 BiTn

Beweis. Mehrfache Anwendung von Satz 1.5.3 liefert
(T3)'g = Tp) g = am(T}] ™" 9)(B-) = &>mm(B-)(T3~9)(B™)

j—1

= =d [[m(BI) f3(B).

1=0

Die zweite Gleichung in (1.5.4) folgt direkt aus dem Transformationssatz. O
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Bemerkung 1.5.5. Die Aussage der obigen Folgerung ist fiir den Fall n = 1
wohlbekannt, siehe z.B. Cohen [10], Eirola [28], Villemoes [76], Grippenberg [31].
Im Mehrdimensionalen wird sie in mehreren Arbeiten ohne Beweis verwendet,
sieche z.B. Cohen/Daubechies [13] und Cohen et al. [15]. In Hampel [37] findet
sich ein alternativer Beweis fiir m, f, g € Z?(T"), wobei wir im weiteren mit

Z(T") den Raum der n-dimensionalen trigonometrischen Polynome bezeichnen.

Der Transferoperator ist nur fiir Z"-periodische Funktionen definiert. Man kann
eine nicht-periodische Funktion f € L!'(R") zunichst periodisieren und danach

den Transferoperator anwenden. Man erhélt

Lemma 1.5.6. Es sei m € L®(T") und f € L*(R"). Dann gilt

Tow(f) =Y (mf)(B7'(- +k)).

kezn

Fiir g = m(B~"-)f(B™") folgt insbesondere
T (f) = w(g)-

Beweis. Da nach Voraussetzung mf o B~! € L'(R"), konvergiert die Reihe
Y kezn(mf)(B71(- + k)) nach Satz 1.2.1, 1. fast iiberall absolut. Zudem 18t sich
jedes k € Z" eindeutig als k = p; + Bl schreiben. Durch Umordnung der Reihe
erhilt man folglich

§jmwx3*0+m>=§:§jnﬁ (+p) +1)

=S (B4 ) Y TB 4 ) +D)
-y (ma() B+ pi)) = Tueo(f)

Es sei im weiteren

Fegny  C(Z") 3 c= () — &= Z cre_y € L*(T")
keZn
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die diskrete Fourier-Transformation auf ¢*(Z"). Bekanntlich bildet .#p () den
Raum ¢%(Z") isomorph und isometrisch auf den Raum L?*(T") ab, vgl. z.B.

Schempp/Dreseler [72], es gilt also insbesondere L%,;(lzn) =7 (@) Definiert man
fiir S € Z(¢2(T*)) den Operator S € .Z(L*(T")) durch

g = yﬁ(zn)sgzgg(lzn)a

so gilt also fiir die Hilbert-Raum-Adjungierte von S

A

(8)* = (5. (1.5.5)

Zudem gilt direkt nach Definition S$¢ = (S¢)” oder ausfiihrlicher

S(Z cke_k) = Z(Sc)ke_k.

kezZ™ kez™

S ist also die Darstellung von S bzgl. der kanonischen Basis von L?(T"). Das
nachfolgende Lemma liefert fiir T,,, € . (L*(T")) diese Darstellung; genauer wird
fir den Fall m = )", ;. hxe_ mit h = (hy) € £1(Z™) der eindeutig bestimmte
Operator .7, angegeben, fiir den Ty =T gilt. Ein analoges Ergebnis findet sich
auch fiir endliche Masken in Cohen et al. [15] und Hampel [37]. Dort wird zum

Beweis das Charaktersummen-Lemma verwendet.

Satz 1.5.7. Es sei h = (hy) € '(Z") und m =Y,y hre_y. Fir den durch

Ti(= Tha)  C(@") 3 = (cx) = a( Y ha—icr) (1.5.6)

kezm

definierten Operator gilt:
1. Gy L2(Z") — 2(Z7) ist linear und stetig mit || T, 22y < allbl:.
2. Trd=aY pcgnhax—dy fird = (dy) € C(Z").
3. (TF) =T~ T =Tn.

4. Firm e 2(T") ist T,,(2(T")) C L(T"), in diesem Fall wird T,, dann
auch als Operator auf 2 (T") aufgefafst.

Beweis. Es seien im weiteren stets ¢ = (c), d = (d,) € £2(Z").
1. Da nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir alle [ € Z" gilt

D tharxel)® <> Thar gl D lhar #llex)” (1.5.7)

keZm keZm™ keZm
< RIRllell3 < oo,
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konvergiert die Reihe > pezn hai—key fiir alle [ € Z™ absolut, insbesondere ist Z,c
wohldefiniert. Es folgt nach der ersten Ungleichung in (1.5.7)

13 =a® > | ) haker <a® D () lhakc)?

lEZ™ keZ™ lezZ™ keZ™

(127) > Y lhakl D [harsllexl”

lEZ™ keZ™ kezZn

<@kl Y Y hallel®

leZm keZ™

Es gilt
S S el < Rl < oe.

k€Zn leZn
Die Summationsindizes konnen also nach dem Satz von Fubini vertauscht werden,

und es gilt insgesamt

173115 < @®llall Y D Ihakllesl?

leZ™ keZ™

=a’|hlls Y D lhasllel® < @Rl el < o

kEZ™ leL™

(1.5.8)

und folglich ¢ € £*(Z™). Da Z, linear ist, impliziert (1.5.8) 9, € Z(¢*(Z"))
mit
|Tnll.2e2@my < allblls-

2. Es folgt wiederum mit dem Satz von Fubini

< C‘%L*d >p@an) =< %C, d >e2(zn)= @ Z Z hAl_kaCZl

LEZ™ keZ™

=a Z CkZ BAl—kdl =<< C|CL Z BAk—-dk >02(zn) -

kezn  lez™ kezm™

Es gilt also
%*d - G(Z BAk—-dk)-

kez™

3. Da fiir alle £ € Z" und w € R" gilt

ek(Bw) — e27ri<k|Bw> — e27ri<Ak|w> — eAk(w),
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erhalt man mit dem Satz von Fubini

Tré=amé(B-) = a(Y_ hoe )Y cvei(B-))

lezn kezn
=a E cx( E h_ie_))e_ar = a E ci( E hak—1€ak—1)e— ak
kezZr  lezn kezZn  leLn
- _ o .
=a E E hAk,leG,l =a E ( E h,Ak,le)G,l = (th C) = (’ZL*) C.
keZn leZm I€Ln keZn

Die zweite Aussage von 3. folgt aus

5.5)

T = (T2) = (7)) "2V (7)) = 5.

4. Essei f =), cmche—r € P(T"), c = (c) ist also eine endliche Folge. Da
nach Voraussetzung auch h = (hy) eine endliche Folge ist, gilt dies nach (1.5.6)
auch fiir Z,c. Nach 3. gilt

Tnf = Z(%C)z&z = Z(Z hai—kcr)e—y.

lezn leZ™ keZ™

T, f ist folglich ein trigonometrisches Polynom. U



Kapitel 2

Skalierungsfunktionen und

biorthogonale Wavelets

Das vorliegende Kapitel fiihrt in die mehrdimensionale Theorie der Skalierungs-
funktionen und biorthogonalen Wavelets ein. Es sollen vor allem die nétigen
Vorarbeiten fiir die nachfolgenden Kapitel geleistet werden. Das Hauptaugen-
merk liegt dabei auf den interpolierenden Skalierungsfunktionen. Diese besitzen
eine grofle praktische Bedeutung im Bereich der geometrischen Modellierung im
Zusammenhang mit Verfeinerungs-Schemata, siehe z.B. Deslauriers et al. [23],
Dyn/Levin [27] und Riemenschneider/Shen [64].

Zudem sind interpolierende Symbole und Skalierungsfunktionen von entscheiden-
der Bedeutung fiir die konkreten Konstruktionen von biorthogonalen Skalierungs-
funktionen und Wavelets in Kapitel 3. Wir zeigen hier, dafl sich mit ihrer Hilfe
auch schon bekannte theoretische Ergebnisse iiber biorthogonale bzw. orthogonale
Skalierungsfunktionen und Wavelets geschlossen darstellen lassen. Grundlegende
Arbeiten zum Thema interpolierende Skalierungsfunktionen sind z.B. Dahlke et
al. [17], [18] und Ji et al. [42], [43], fiir einen Uberblick siche Hampel [37].

Ein zweiter Schwerpunkt dieses Kapitels liegt in der ausfiihrlichen Diskussion des
Cohen-Kriteriums, das die Verkniipfung zwischen Eigenschaften der Symbole und
denen der zugehorigen Skalierungsfunktionen liefert und zudem eine Vorausset-
zung fiir die Regularitédtsergebnisse in Kapitel 4 darstellt.

Es sei in diesem Kapitel A € Z"*" stets eine Dilatationsmatrix, B = A?, a =

|det A| und {po, ..., pe 1} ein Reprisentantensystem von 2"/pzn.

32
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2.1 Die Skalierungsgleichung

Definition 2.1.1. Es sei h = (hy) € ¢(Z") und A € Z"*" eine Dilatationsmatrix.
® € ' (R") heiit (h, A)-skalierbar, wenn ® die Skalierungsgleichung

©=a) hO(A-—k), (S)
kezZn
erfiillt. Die Folge h bezeichnen wir auch als Skalierungsmaske und ® als Skalie-
rungsfunktion. Wir definieren noch das Symbol m von (hy) iiber die (formale)
Reihe m =), /. hre_.

Bemerkung 2.1.2. Ist ® (h, A)-skalierbar, so konvergiert die Reihe in (S) nach
Definition zunéchst nur in ./(R"). Ist zusétzlich ® € LP(R") fiir ein p € [1, 0]
und (hy) € £*(Z"), so gilt nach dem Transformationssatz fiir jede endliche Menge
Ssczr

lay " he@(A-=k)llp <a) @A =k)ll, = > _|hll| @],

keS keS keS

Also ist a ), zn hk®(A - —k) eine Cauchy-Folge in LP(R") und konvergiert so-
mit. Ist ® stetig und beschriinkt (dies ist z.B. fiir & € L'(R") erfiillt), so ist
die Konvergenz sogar gleichméfig auf dem R™ und die Skalierungsgleichung ist
insbesondere punktweise iiberall erfiillt.
Mit
a(P(A-—k)) =a(P(-— k)0 A)"
(B4 =H)" =a(2( = R0 4) O auy
= (®(- = k)" (B™") = (e+®)(B™)
und da die Fourier-Transformation auf ./ (R") ein topologischer Isomorphismus
ist, sieche Rudin [69], ist die Gleichung (S) dquivalent zu folgender Gleichung auf
der Fourier-Seite

=" hy(es®)(B™), (2.1.2)

wiederum mit der Konvergenz der Reihe in ./(R™). Unter Zusatzvoraussetzungen
an ® und (h) bzw. m ist Gleichung (2.1.2) dquivalent zu

®=m(B1)®B). (S)

Die Losungen von (S) entsprechen dann genau den (h, A)-skalierbaren Funktio-

nen. Das néchste Lemma liefert ein Kriterium, wann dies der Fall ist.
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Lemma 2.1.3. Es sei (hy) € (2(Z") und ® mefbar und polynomial beschrinkt.
Dann konvergiert Y, ;. hye_x® in S (R") gegen m® und ® ist genau dann
(h, A)-skalierbar, wenn ® die Gleichung (S) erfillt.

Beweis. Eine meflbare Funktion f, die polynomial beschriankt ist, ist eine tem-
perierte Distribution und es gilt fiir alle p € . (R")

< fip>= /fgo fir alle p € Z(R").
Rn

Essei S C Z" eine endliche Menge. Nach Voraussetzung sind m® und Y kes he_ip®
polynomial beschréinkt, somit aus ./(R") und es gilt fiir alle ¢ € .7 (R")

<Y s> = <mbyp > =| [ [ by —miy

kes Bn fn k€S
~| / (3 hge_y — m)by]
Bn kES
< IS b — mlluc / Byl
kesS R™

Da & € L'(R") und m = 3, pn hre_x wegen (hy) € €(R") gleichmiBig kon-
vergiert, konvergiert >, . hre_p® in '(R") gegen m®. Es gilt also auch

D hi(ex®)(B 1) =m(B )®(B ).

Somit ist ® genau dann Lésung von (S), wenn & Lésung von (2.1.2) ist. O

Bemerkung 2.1.4. Da ein f € L'(R") ebenfalls eine temperierte Distribution
ist mit
< f,o>= /f(p fiir alle ¢ € S (R"),
R”

folgt analog wie oben, dafl die Aussage von Lemma 2.1.3 auch unter der Voraus-
setzung (hy) € £1(Z") und ® € L'(R") richtig ist. Man kann sogar zeigen, vgl.
den Beweis des nachfolgenden Lemmas, da§ dann ), . hre_,® in L' (R") gegen

m® konvergiert.

Fiir & € L?(R") gilt ein analoges Ergebnis.



KAPITEL 2. SKALIERUNGSFUNKTIONEN 35

Lemma 2.1.5. Es sei h = (hi) € £Y(Z") und ® € L?*(R"). Dann konvergiert
Y kezn hre_p® in L2(R") gegen m® und ® ist genau dann (h, A)-skalierbar, wenn
& die Gleichung (S) erfillt.

Beweis. Nach Bemerkung 2.1.2 konvergiert die Reihe a ), ;. ht®(A - —k) in
L?(R"). Da die Fourier-Transformation auf L?(R") ein topologischer Isomorphis-
mus ist, siehe z.B. Rudin [69], ist ® genau dann (h, A)-skalierbar, wenn (2.1.2) in
L2(R") erfiillt ist. Fiir jede Funktion f € €(T") gilt zudem f® € L?(R) mit

1£®ll2 < 11 Flloo 1]l
Man erhélt fiir jede endliche Menge S C Z"

I3 hke 48 —mlls < I3 hwe 1 — mllcl o

keS kES

Also konvergiert >, ;. hre_y® auch in L2(R") und zwar gegen m®. Folglich ist

A

® in diesem Fall ebenfalls genau dann (h, A) skalierbar, wenn (S) erfiillt ist. O

2.2 Existenz von Skalierungsfunktionen

Zum Nachweis der Existenz (und zur Konstruktion) von Skalierungsfunktionen
geht man von der Skalierungsgleichung auf der Fourier-Seite aus. Man iteriert die
Gleichung (S‘ ) und erhélt unter der Voraussetzung lim,, g CTJ(w) = 1 die zunéchst

nur formale Produktdarstellung von o
o =][m(B7). (2.2.1)
j=1

Konvergiert dieses Produkt in einem geeigneten Sinne, stellt es unter schwachen
Voraussetzungen an m tatséchlich eine Losung von (S' ) dar. Dies ist der Inhalt des
nachfolgenden Satzes, dessen Beweisidee im eindimensionalen Fall auf Daubechies

[20] zuriickgeht.

Satz 2.2.1. Es sei m eine Z"-periodische, mefbare und beschrdinkte Funktion,
und das Produkt [];2, m(B~7-) konvergiere punktweise und sei beschrinkt auf
Kompakta. D(Znn ist & = H;’C:’I m(B‘jA-) eine meflbare polynomial beschrdinkte
Losung von (S), also gilt insbesondere ® € ./'(R™). Genauer existiert fiir jedes

r €]1,1/04-1] und jede Norm auf dem R"* eine Konstante ¢ > 0 mit

In||m|loo

B < e+ o (2.2.2)

Ist A diagonalisierbar, so kann man r = 1/p4-1 wdhlen.
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Beweis. Siehe Gromes [34] Satz 1. O

Ist zusdtzlich m = Y, ;. hxe_y mit (hy) € £'(Z™), so erhdlt man nach Lemma

2.1.3 auch eine Losung von (S). Wir erhalten also

Folgerung 2.2.2. Es sei (hy) € £1(Z"), m = Y cpn hre—g und & = [, m(B~.)
konvergiere punktweise und sei beschrankt auf Kompakta. Dann ist ® := Fd eine

Lésung der Skalierungsgleichung (S), also (h, A)-skalierbar.

Bemerkung 2.2.3. In Gromes [34] wird gezeigt, dafi die Bedingung (hy) €
0Y(Z™) weder hinreichend noch notwendig fiir die Konvergenz des Produktes aus
(2.2.1) ist.

Aus der Abschétzung in (2.2.2) erhilt man in einfacher Weise die ,,Brute-Force
Abschitzungen® von @, vgl. Daubechies [20] und Hampel [37].

Folgerung 2.2.4. Fiir m seien die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 erfillt. ® sei
wie dort tber das Produkt definiert. Zusdtzlich sei fir v € N

M, = []m(B ).
j=1
Dann ezistiert fiir alle v €]1,1/p4-1| und jede Norm auf dem R" eine Konstante
c >0 mit

In||My|lco

B] < o1+ | e (2.23)
Ist A diagonalisierbar, so kann man r = 1/p4-1 wdihlen.

Beweis. M, erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.2.1 mit der Dilatationsmatrix
A, := A”. Beachtet man

und g -1 = O

QA_l, so folgt (2.2.3) direkt aus der Abschétzung (2.2.2).

Kann das Symbol m geeignet faktorisiert werden, so kann man mit Hilfe von
Folgerung 2.2.4 eine untere Schranke fiir den maximalen Hélder-Exponenten von
® herleiten. Dies ist das Supremum aller s > 0, so dafi ® im Hélder-Raum Cj (R™)
liegt. Beispiele fiir diese Technik finden sich u.a. in Daubechies [20], Cohen et
al. [14], Cohen/Daubechies [12], Dahlke et al. [17] oder Ji et al [42], vgl. auch
Abschnitt 3.1.
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In den meisten Situationen sind wir daran interessiert, daB & stetig ist. Dies
ist z.B. erfiillt, wenn m stetig ist und das Produkt aus (2.2.1) gleichméBig auf

Kompakta konvergiert.

Bezeichnung 2.2.5. Es sei (hi) € £1(Z"), m = )", ;. hre— und das Produkt
$ .= [[;Z, m(B~7-) konvergiere gleichmiBig auf Kompakta des R*. Dann nennen
wir die iiber das Produkt definierte Losung ® von (S) die von m (und A) erzeugte

Skalierungsfunktion. Da das Produkt in Null konvergiert, mufl notwendigerweise
m(0) =1 und ®(0) = 1 gelten.

Bemerkung 2.2.6. Die von m und A erzeugte Skalierungsfunktion ® € .'(R")
erfiillt also sowohl die Gleichung (S) als auch (S) und & ist zusiitzlich stetig. ®
ist zudem in folgendem Sinne eindeutig, siehe auch Hampel [37]: Ist d € .7 (RY)
ebenfalls (h, A)-skalierbar und polynomial beschrinkt mit & € € (R"), so erfiillt
® auch Gleichung (S) und es folgt iterativ

. J .

O(w) = [[m(B w)@(B w).

=1

[ ?:1 m(B~'w) konyergifart gegen ®(w) und &)(B_jw)A nach Bemerkung 1.3.4 gegen
®(0). Es gilt also ® = ®(0)® und somit auch & = &(0)®.

Der néchste Satz gibt Kriterien an, wann die Konvergenz des Produkts gleichmé&Big

auf Kompakta ist. Der Beweis findet sich wiederum in Gromes [34].

Satz 2.2.7. Es sei (hy) € £'(Z™) und m = Y, ;. hye_x mit m(0) = 1. Es gelte

eine der zusdtzlichen Bedingungen:
1. m sei Holder-stetig in Null: Es gibt C > 0 und ein 6§ > 0 mit
m(w) = 1| < Cllwll’
in einer Umgebung der Null.
2. ZkeZ"\{O}(hk In||k||) < oc.
Dann konvergiert ® := H;’il m(B7-) gleichmifig auf Kompakta des R™.

Bemerkung 2.2.8. Ist die Folge (h;) endlich, so ist m = ), ;. hge_y ein tri-
gonometrisches Polynom. Gilt zuséitzlich m(0) = 1, so ist es nach Satz 2.2.7 stets

sinnvoll, von der von m und A erzeugten Skalierungsfunktion zu sprechen.
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Gilt die Aussage in 1. auch fiir komplexe Argumente, so konvergiert das Produkt
sogar gleichmifig auf Kompakta des C". Ist m holomorph in Null, so ist & also
eine ganze Funktion. Ist die Folge (hy) zusétzlich endlich, so kann gezeigt werden,
sieche Gromes [34] oder auch Hampel [37], dafl Konstanten N € N und ¢, R > 0
existieren, so daf}

[B(2)] < (1 + [2])NerrHilim A

fiir alle z € C". Nach dem Satz von Paley-Wiener, siehe z.B. Dieudonné [25],

gilt also ® € &'(R"), wobei der Triger von ® in der abgeschlossenen Normkugel
Bgr(0) enthalten ist. Insgesamt folgt

Satz 2.2.9. Es seim = Y, ;. e, € P(T") mit m(0) = 1 und @ diber das
Produkt definiert. Dann ist ® € &' (R™).

Bemerkung 2.2.10. Es sei S,, := {k € Z" : hy # 0} der Triger der Maske
von m. In Gromes [34] wird genauer gezeigt, dafi der Triiger von ® unter den
Voraussetzungen von Satz 2.2.9 stets in der Menge

enthalten ist.

2.3 Skalierungsfunktionen als Erzeuger von Mehr-

fachauflésungen

Skalierungsfunktionen sind insbesondere als Erzeuger von Mehrfachauflosungen
von Bedeutung, mit deren Hilfe dann Wavelet-Basen konstruiert werden kénnen.
Bevor wir auf diesen Zusammenhang niher eingehen, sei an die folgende Verall-

gemeinerung einer Orthonormal-Basis erinnert.

Definition 2.3.1. Es sei H ein Hilbert-Raum und J eine abzidhlbare Indexmenge.
Dann heifit die Folge (®;)xecs ein Riesz-System, wenn Konstanten 0 < o < 8 < 00
existieren, so daB fiir alle (c;) € £2(J) gilt

alle)llew < 1D a®illa < Blier)llew)-
keJ

Ist zusétzlich H = span{®y, : k € J}, so heifit (Py)rcs Riesz-Basis von H.
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Im Zusammenhang mit Mehrfachauflésungen betrachten wir im weiteren Riesz-
Systeme, die durch Z"-Translation einer vorgegeben Funktion ® € L*(R") ent-

stehen. Diese lassen sich wie folgt auf der Fourier-Seite charakterisieren.
Satz 2.3.2. Fir ® € L?(R") ist dquivalent:
1. ® ist stabil, d.h. {®(- — k) : k € Z"} ist Riesz-System in L*(R™).
2. Es gibt 0 < a < B < 00 mit

a < w(|®|?) < B fast iberall.

Beweis. Siehe Hampel [37] Satz 3.11. O

Wir kommen nun zur Definition einer Mehfachauflésung, die auf Mallat [56], [57]
und Meyer [58] zuriickgeht.

Definition 2.3.3. Eine Folge (¥;),cz abgeschlossener Unterriume von L*(R™)
heifit Mehrfachauflosung (genauer (®, A)-Mehrfachauflosung), falls gilt:

L ¥ C Y fiir j € Z, Njegn %5 = {0} und U, ezn %5 = L*(R").
2. fe¥; & f(A)€e Y1 (& f(AT) € H).
3. Es gibt ein ® € ¥, so daB {®(- — k) : k € Z™} eine Riesz-Basis von %j ist.

® heifit auch der Erzeuger der Mehrfachauflsung. Bilden die {®(-— k) : k € Z"}
sogar eine Orthonormal-Basis von L?(R"™), so nennt man (¥;),ez eine orthogonale
Mehrfachauflésung.

Man sieht unmittelbar, dafl der Erzeuger einer Mehrfachauflésung stets skalierbar
ist. Nach 2. liegt ®(A~!-) nimlich in #; und somit wegen #; C ¥, auch in %. Da
{®(- — k) : kK € Z"} eine Riesz-Basis von ¥ ist, gilt

Yo =span{®(- — k)} = { D cx®(- — k) : (cx) € £2(Z")}.

kezr
Es existiert also eine Folge h = (h;) € L*(R™) mit
QA )=a ) h®(-—k).
kezr

Da somit
®=a) mO(A-—k),

kezn
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ist ® also (h, A)-skalierbar.

Unter schwachen Zusatzvoraussetzungen, siehe Satz 2.3.4, erzeugt umgekehrt je-
de stabile Skalierungsfunktion eine Mehrfachauflosung. Man startet mit einer
Funktion ® € L?*(R") und einer Dilatationsmatrix A und definiert

Y :=span{®(- — k) : k € Z"} (2.3.1)

und
¥ ={f e ’(R"): f(Al) € i} (2.3.2)

Wegen Definition 2.3.3 ist also eine Mehrauflésung eindeutig durch ihren Erzeuger

festgelegt. Definiert man noch
B, = aPB(ATT - —k), By =: By, (2.3.3)

so gilt

V; =span{®,, : k € Z"}
und da die Abbildung

Dl LX(R™) 3 f = a2 f(A77) € L*(R) (2.3.4)

unitér ist, ist {®,, : k € Z"} eine Riesz-Basis von 7, wenn @ stabil (und somit
{®(- — k)} eine Riesz-Basis von ¥;) ist.
Ist ® zusitzlich skalierbar mit einer Maske (hy) € 2(R"), d.h. es gilt

D=0 MDA —k)=al?) Dy,
kezn kezm
so ist ® € ¥, und es gilt somit auch %, C 7_;. Nach Definition folgt dann
¥; C ¥j_1. Damit die (%) eine Mehrfachauflssung bilden, muf} noch

N %= {0} wd | % = ®")

jezr Jjezr
gezeigt werden. Dies liefert der nachfolgende Satz.

Satz 2.3.4. Fir ® € L*(R") seien die Riume ¥; wie in (2.3.1) und (2.3.2)
definiert. Dann gilt (\;ezn ¥5 = {0}. Ist ® zusdtzlich stabil, bzgl. einer (*-Maske
skalierbar und ist ® # 0 fast tberall in einer Umgebung der Null, so gilt auch

Ujezn ;= L*(R"). (¥})ez ist dann eine Mehrfachauflosung mit Erzeuger ®.
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Beweis. Fiir die erste Aussage siehe de Boor et al. [21] Corollary 4.14. Dort
wird ebenfalls in Theorem 4.5 gezeigt, daf die durch (2.3.1) und (2.3.2) definierten
Ré&ume auch W = L?(R") erfiillen, falls sie ineinander geschachelt sind und
® in einer Umgebung der Null fast iiberall nicht verschwindet. Wir haben oben
gezeigt, daf} ersteres erfiillt ist, wenn ® stabil und bzgl. einer £2-Folge skalierbar
ist. Es sei angemerkt, daf in de Boor et al. [21] nur der Fall A = 2FE,, behandelt
wird, wobei E,, die n-dimensionale Einheitsmatrix sei. Die Beweise iibertragen

sich jedoch auf unsere allgemeinere Situation. O

Bemerkung 2.3.5. Die zusitzliche Voraussetzung an ® ist z.B. dann erfiillt,
wenn ® im Sinne von Bezeichnung 2.2.5 von m = ZkeZn hre_ i erzeugt wird. In
diesem Fall ist & stetig mit $(0) =

Wir benétigen spéter noch die Fourier-Transformation der Rdume 7;. Es gilt

Lemma 2.3.6. Ist ® stabil und ¥; wie in (2.3.1) und (2.3.2) definiert, so ist
¥; = {(v®)(B-) : v € L*(T")} fiir alle j € Z.

Dabei ist eine Funktion aus ¥; eindeutig durch die Darstellung (v®)(B7) festge-
legt.

Beweis. Wir betrachten zunichst ;7 = 0. Aus dem Satz von Beppo Levi und
Satz 2.3.2 folgt fiir alle v € L2(T")

nmwjmw > [1eewr =" [18pe-

keZ"an keZ"

=/wmmw§ﬁwmm

Ik

d.h. es gilt insbesondere v® € L2(R"). Fiir () € £2(Z") und jede endliche Menge
S C Z" erhalten wir

1D ke k@ — |l < B exey — éllarn

kes kesS

Somit konvergiert Y, . cre_® in L2(R") gegen ¢® und es gilt fiir alle () €
(7
=Y ad(—k) & f=:cd

keZn
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Da die {®(- — k) : k € Z"} eine Riesz-Basis von ¥; bilden und die diskrete
Fourier-Transformation ¢£2(Z") bijektiv auf L?(T") abbildet, folgt die Behauptung
fiir 5 = 0. Durch Anwendung von Df;1 aus (2.3.4) folgt die Aussage auch fiir
beliebiges j € Z. O

2.4 Interpolierende, orthogonale und biorthogo-

nale Funktionen

Dieser Abschnitt dient im wesentlichen zur Begriffsklarung. Die meisten der hier

vorgestellten Ergebnisse sind wohlbekannt, fiir einen Uberblick siehe Hampel [37].

Definition 2.4.1. 1. & € € (R™) heifit interpolierend, wenn
O (k) = Oy fiir alle k£ € Z".
2. @ € L*(R") heiBt orthogonal, wenn
< ®|D(- — k) >p2wn)= oy fiir alle k € Z",

d.h. wenn {®(- — k) : k € Z"} eine Orthonormalsystem bildet.
3. ®, & € L*(R") heifen dual zueinander oder auch biorthogonal, wenn

< ®|D(- — k) >2re)= do fiir alle k € Z",

d.h. wenn {®(-—k) : k € Z"} und {®(- — k) : k € Z"} ein biorthogonales System
bilden.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen interpolierenden und orthogonalen
bzw. biorthogonalen Funktionen. Dazu betrachte man fir ®, ® € L*(R") die
Funktion ® % &(—-). Es gilt

KA
Ko
K

(@5 B(~)" = (B(~))" = (24.1)

Somit ist ® % ®(-—) als inverse Fourier-Transformation einer L'-Funktion stetig

und mit

B+ 8(=))(k) = [ BB~ k) =< B — k) >pogee

folgt unmittelbar
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Lemma 2.4.2. Es seien ®, ® € L2(R"). Dann gilt:
1. ® ist orthogonal < ® x ®(—-) ist interpolierend.
2. ® und ® sind biorthogonal < ® % ®(—-) ist interpolierend.

In vielen Féllen geniigt es Eigenschaften von interpolierenden Funktionen herzu-
leiten, die entsprechenden Aussagen iiber orthogonale bzw. biorthogonale Funk-
tionen folgen automatisch aufgrund des obigen Zusammenhangs.

Eine direkte Anwendung der Poisson-Formel, siehe Satz 1.2.1, (man beachte
()" (k) = ®(—k)) liefert die folgende Aussage.

Lemma 2.4.3. Es sei ® € .'(R") mit & € LY(R™). Dann gilt:

A

® ist interpolierend < w(®) =1 fast diberall.

Mit Lemma 2.4.2 und (2.4.1) folgt
Folgerung 2.4.4. Fiir &, & € L*(R") gilt:
1. @ ist orthogonal < @(|®[%) =1 fast iberall.
2. ®, & sind biorthogonal < (D(&)(i)) =1 fast tiberall.

Ist eine interpolierende Funktion ® fiir ein h = (h;) € £'(Z") zusiitzlich (h, A)-
skalierbar und beschriankt, so folgt direkt aus der Skalierungsgleichung, die in

dieser Situation nach Bemerkung 2.1.2 punktweise erfiillt ist:

Sou=0()=aY mP(Al—k)=a ) hbaur=aha

kezm™ kezm™

und somit 5
ha = % fiir alle | € Z". (2.4.2)

Diese Bedingung an die Maske 148t sich auch mit Hilfe des zugehorigen Symbols

formulieren.

Lemma 2.4.5. Es sei (hy) € £'(Z") und m = Y,y hye_g. Dann ist (2.4.2)

dquivalent zu der folgenden Bedingung:

a—1

Y m(-+Bp) =1 (2.4.3)

i=1
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Beweis. Die Bedingung an das Symbol ist nach Definition des Transferoperators
dquivalent zu 77,1 = 1. Nach Satz 1.5.7 gilt aber

Thal=a Z(z hai—rdor)e—r = a Z hae_;.
12 keLm lezn
Somit ist genau dann 7,1 = 1, wenn (2.4.2) gilt. O
Sind ®, € L?(R") skalierbar bzgl. der ¢'-Masken h = (h;) bzw. h = (hy) und

sind m = Y, cpn ey bzw. m =", ;. hie_j die zugehorigen Symbole, so gilt
nach (2.4.1) und Lemma 2.1.5

(85 B(—)) =

I'e'll>
1

— (um)(B~1-)(9d)(B.).

Da h * h(—-) € £*(Z") die zum Symbol s zugehorige Maske ist und da b e
L'(R"), ist ® % ®(—-) nach Bemerkung 2.1.4 skalierbar mit der Maske h * h(—)
und dem Symbol mm. Lemma 2.4.2 und 2.4.5 geben also Anlaf} zu der folgenden

Definition:
Definition 2.4.6. Es seien m, m € L*°(T"). Dann heifit
1. m interpolierend, wenn 2?2—11 m(-+ B7'p;) = 1 gilt.
2. m orthogonal, wenn |m|? interpolierend ist.
3. m und m dual zueinander, wenn mm interpolierend ist.

Wir fassen zusammen:

Lemma 2.4.7. Es sei h = (hy), h = (hy) € (1(Z"). ®, ® seien (h, A) bzw. (h, A)
skalierbar und m = Y, jnhre_g, M = D, cpm hye_x die zugehdrigen Symbole.

Dann gilt:
1. ® st interpolierend und beschrdinkt = m ist interpolierend.
2. ® ist orthogonal = m st orthogonal.
3. ® und & sind biorthogonal = m und m sind dual zueinander.

Beweis. Die Aussage 1 haben wir schon weiter oben bewiesen. 2. und 3. folgen
mit Hilfe von Lemma 2.4.2 direkt aus 1., wenn man beachtet, dafl die Funktion
® « &(—) fiir &, & € L*(R") beschriinkt ist und daB 7msm, wie oben gezeigt, das
zugehorige Symbol ist. 0
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Da die Konstruktion von Skalierungsfunktionen stets mit der Konstruktion der
zugehorigen Symbole startet, ist es insbesondere interessant, inwieweit sich die
Aussagen des obigen Lemmas umkehren lassen und man also von Eigenschaften
der Symbole auf Eigenschaften der Skalierungsfunktionen schlieffen kann. Ge-
genbeispiele zeigen, daf} eine solche Umkehrung im allgemeinen nicht richtig ist,
siehe z.B. Jia et al [42]. Wir zeigen in Abschnitt 2.7, dafl im Falle einer endlichen
Maske eine stetige Skalierungsfunktion genau dann interpolierend ist, wenn m
interpolierend ist und zusétzlich noch das sog. Cohen-Kriterium erfiillt.

Dieses Kriterium diskutieren wir ausfiihrlich im nichsten Abschnitt.

2.5 Das Cohen-Kriterium

Es sei in diesem Abschnitt ® die von m := ZkeZn hre_r und A erzeugte Ska-
lierungsfunktion, d.h. es gilt (hy) € ¢'(Z"), m ist das zugehoérige Symbol und
® € S’(R™) ist iiber

b = H m(B-)

o0
j=1

definiert, wobei das Produkt gleichméflig auf Kompakta des R™ konvergiert, vgl.
Bezeichnung 2.2.5. Somit ist ® € .%’(R") auf jeden Fall stetig und es gilt m(0) =
$(0) = 1.

Das nach A. Cohen benannte Kriterium wurde von Cohen in [9] eingefiihrt, um
fiir B = 2E,, wobei E,, die n X n-Einheitsmatrix ist, diejenigen Symbole m zu
charakterisieren, fiir welche die von m induzierte Skalierungsfunktion orthogonal

ist. In allgemeiner Form besagt es folgendes:
(C0) Es existiert ein Kompaktum K C R", so daf} gilt:

1. K enthilt eine Umgebung des Ursprungs.
2. K ist Z"-Kachel.
3. m(w) # 0 fiir alle w € J;2, B7K.
Zwei dquivalente Ausagen zu (C0) wurden fiir n = 1 und m € Z?(T") von Lemarié

[52] bzw. Villemoes [78] aufgestellt, wobei auch Ideen von Cohen benutzt wurden.

Diese Kriterien lauten:

(C1) ® hat in R® keine Z"-periodischen Nullstellen.
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(C2) Es existiert kein w € R* mit ), ;. e_x(w)@(k —-) =0 (in S (R")").
Fiir & € L'(R") betrachten wir als drittes Kriterium:
(C3) Es existiert ein ¢ > 0 mit w(|®|) > ¢ fast iiberall.

Bemerkung 2.5.1. Besitzt @(|®|) einen stetigen Repriisentanten, so ist (C3)
squivalent dazu, da$ dieser keine Nullstellen besitzt. Zudem ist @(|®|) € L*(T"),
d.h. es gibt eine Konstante C' mit @(|®|) < C fast iiberall.

Fiir den Spezialfall m = |mg|? € 2(T") und ® = |®,|* besagt (C3), da &, €

L*(R") stabil ist, d.h. die Z"-Translatierten von ®, bilden eine Riesz-Basis von

span{®(- — k) : k € Z"},

siehe Folgerung 2.5.13. In diesem Fall wurde fiir ein orthogonales Symbol mg von
Cohen gezeigt, da8 (C0) auch zu (C3) dquivalent ist, vgl. [9], [10]. Die Aussage,
daB8 auch im allgemeinen (C3) das Cohen-Kriterium impliziert, findet sich in
Cohen et al. [14]. Der dort angebene Beweis scheint jedoch unvollstindig zu sein.
In diesem Abschnitt wird die Aquivalenz der vier Aussagen (C0) bis (C3) unter-
sucht. Wir iibertragen die oben genannten Ergebnisse auf den mehrdimensionalen
Fall und schlieBen dabei eine Beweisliicke beim Schritt von (C1) nach (C0). Wir
beschrénken uns nur fiir die Aussage (C2) auf den Fall ® € &'(R™).

Die hier vorgestellten Ergebnisse bauen auf der Arbeit Gromes/Saffmannshausen
[35] auf, in der der Fall einer endlichen Maske behandelt wird. Zudem findet sich
dort ein alternativer Beweis zu Satz 2.5.3, der ohne Satz 1.2.5 auskommt.

2.5.1 Die Kriterien (C1), (C2), (C3)

Wir zeigen in diesem Abschnitt die Implikationen zwischen diesen Kriterien.
Dabei wird die Voraussetzung, dafl & durch m erzeugt wird und damit eine
Skalierungsfunktion ist, nicht benétigt. Zunichst behandeln wir die Aquivalenz
(C1)&(C2) und beschrinken uns dabei auf den Fall ® € &'(R").

Wir benétigen noch eine direkte Folgerung aus der Poisson-Summations-Formel
fiir £'(R™).

Folgerung 2.5.2. Ist ® € &'(R"), so gilt fir alle w € R* in ' (R"):

€w Z e_r(w)®k—-)= Z (w — k)eg. (2.5.1)

kezn kezZm™
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Beweis. Fiir die spezielle Wahl = ¢,®(—:) € &'(R"), w € R fest, gilt

i = (en®(=))" = (®(=)) (- —w) = d(w - ) (2.5.2)
und 7(- — k) = e_g(w)e,P(k — -). Die Gleichung (2.5.1) folgt also aus Lemma
1.2.8. U

Satz 2.5.3. Ist ® € &'(R"), so ist (C1) dquivalent zu (C2).

Beweis. (C1)=-(C2): Gilt (C2) nicht, so existiert nach Folgerung 2.5.2 ein w € R"
mit Y, .o ®(w — k)ep = 0 in .7/ (R™). Wiihle fiir [ € Z" ein ¢, € 2(R") mit
@i(k) = 0y, fiir alle k € Z". Damit folgt

kezn kezZn
—Z w — k)ex(Pr) <Z w —k)eg, o >=0,
kezn kezn

und dies gilt fiir jedes | € Z". d besitzt also die Z"-periodische Nullstelle w, d.h.
(C1) gilt nicht.
(C2)=-(C1) folgt direkt aus Folgerung 2.5.2. O

Bemerkung 2.5.4. Die Formel (2.5.1) wurde bereits von Villemoes in [78] ver-

wendet, um die Aquivalenz von (C1) und (C2) im Falle n = 1 zu zeigen.
Den Zusammenhang mit (C3) gibt
Satz 2.5.5. Fir ® € /'(R") gilt:

1. Ist & € W(R") mit v > 1 +mn, so gilt (C3)=(C1).

2. Ist & € €(R"), so gilt (C1)=(C3).

Bemerkung 2.5.6. Fiir ® € &'(R*) und ® € L'(R") gilt nach Satz 1.2.5 & €
WP (R") fiir alle v € N. Die Bedingung in 1. dient dazu zu garantieren, daf
ZkeZ"|ci)(' — k)| iiberall konvergiert und stetig ist.

Beweis. 1. Fiir f = & sind alle Voraussetzungen aus Lemma 1.2.4 erfiillt. Somit
konvergiert Zkezn@(' — k)| iiberall und ist stetig. Aus (C3) folgt also

Z@(w—kﬂ > ¢ > 0 fiir alle w € R".
kezn
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Somit kann ® also keine Z™periodische Nullstelle haben.

2. Nach Voraussetzung gibt es fiir alle w € R ein k, € Z" mit ®(w — k,) #
0. Da stetig ist, existiert zu w eine Umgebung U, und eine Konstante c,
mit |®(- — k,)| > ¢, > 0 in U,. Da ZkeZ"‘(i)(' — k)| fast iiberall gegen @(|®|)
konvergiert, gilt also

@(|®]) > ¢y > 0 fast iiberall in U,.

Da I"™ kompakt ist, existieren endlich viele wy, ..., wy mit

N
" C U U,

i=1

Somit gilt fast iiberall in I” und damit wegen der Z"-Periodizitiit von @(|®|) auch
fast iiberall in R”

. N
w(|®]) > min ¢, =: ¢ > 0.
1=

2.5.2 Die Aquivalenz zum Cohen-Kriterium (C0)

In diesem Abschnitt sei ® nun die Skalierungsfunktion, die von m und A er-
zeugt wird. In einem ersten Schritt wird (C0)=-(C1) gezeigt. Wir geben zunéchst
elementare Umformulierungen der Bedingung 3 des Cohen-Kriteriums.

Bemerkung 2.5.7. Nach Voraussetzung konvergiert H;’il m(B™7-) iiberall ge-
gen die stetige Funktion ®. Da ein konvergentes unendliches Produkt genau dann
Null ist, wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist, ist fiir ein Kompaktum K
die Forderung 3 des Cohen-Kriteriums (C0) gleichbedeutend zu den folgenden

dquivalenten Bedingungen:
1. m(BJw) # 0 fiir allew € K und j € N.
2. ®(w) # 0 fiir alle w € K.
3. Es gibt ein ¢ > 0 mit |®(w)| > ¢ fiir alle w € K.

Satz 2.5.8. Aus dem Cohen-Kriterium (CO) folgt das Kriterium (C1) dber die

periodischen Nullstellen.



KAPITEL 2. SKALIERUNGSFUNKTIONEN 49

Beweis. Erfiillt m das Cohen-Kriterium und gibt es ein w € R* mit ®(w—k) = 0
fiir alle £ € Z", so gilt nach Bemerkung 2.5.7, 2.

KN (w—2") =0. (2.5.3)
Nach Bemerkung 1.4.3 gilt aber fiir eine kompakte Z"-Kachel sogar
R = | J (k+K).
kezm
Es gibt also ein k € Z" mit w — k € K. Dies ist ein Widerspruch zu (2.5.3).
U

Bemerkung 2.5.9. Falls ® die von m erzeugte Skalierungsfunktion ist, so ist d
insbesondere stetig. In diesem Fall folgt aus Satz 2.5.8 und Satz 2.5.5, daf} fiir
® € L'(R") das Cohen-Kriterium stets @(®) > ¢ > 0 fast iiberall impliziert.

Fiir die Umkehrung von Satz 2.5.8 benotigen wir noch ein mengentheoretisches
Lemma. Fiir mefibare Mengen A, B € R" sei wie in Abschnitt 1.4

A= B & A= B fast iiberall.

Ferner sei |A| das Lebesgue-Mafl von A, A der topologische Abschluf, CA das
Komplement und 0A der Rand von A.

Lemma 2.5.10. 1. Es seien A; C I™ mefbare Mengen mit |0A;| = 0 fir i =
0y..., N und Uy, A; = I"™. Sei
i—1
S() Z:Ao, Sz :Az\UA] fUT'Z: 1,...,N,
=0
so ist (S;)N, eine mefbare Partition von I™ mit [0S;] = 0.
2. Ist (S;)N, eine mepbare Partition von 1" mit |0S;| =0, k; € Z", i =0,..., N,
so ist K := Uijio ki + S; eine kompakte Z"-Kachel.

Beweis. 1. Nach Definition ist (5;) eine mefibare Partition von I™. Da fiir A,
BCR
0A =0(CA) und 0(AU B) C 0AU 0B,

gilt fiir S:=ANB
0S5 =0(CS)=0(C(ANB)) =0(CAUCB)
C 0(CA)UO(CB) =0AU OB,
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und damit

i—1 i—1

08; = 0(A4;nc|J4;) coduac| Ay

=0 j=0
i—1 i
=04;u0(|J4) c |Jo4;.
=0 =0

Somit folgt [0S;| < 3_o|0A;| = 0.
2. Als endliche Vereinigung von kompakten Mengen ist K kompakt. Zu w € R”
gibt es ein k£ € Z™ mit w — k € I™. Damit liegt w — k in einem S;, d.h.

wE(k—ki)-l‘ki-i-SiC(k—ki)-f‘K.

Es folgt R* = (J;czn(k + K). Ferner ist

und da [0S;| = 0, gilt

k+SiNnk+S;|=1[S:nS;| =|S;NS;| =0 fiir i # j und k € Z".

Damit erhalt man

N N L N
K| =) e+ 8] =) 1S =D [Si]="=

1=

Fiir R* = (J,czn(k + K) ist dies nach Folgerung 1.4.5 dquivalent zur zweiten
Kachel-Eigenschaft, also ist (k + K) N K = () fiir alle k € Z"™. O

Satz 2.5.11. Fiir ® € €*(R") mit v > n — 1 folgt das Cohen-Kriterium (CO)

aus dem Kriterium (C1).

Beweis. Es gelte (C1), fiir alle w € I gibt es also ein k, mit ®(w — k,) # 0,
wegen ®(0) = 1 kann man k, = 0 fiir w = 0 withlen. Da ® stetig ist, gibt es fiir
alle w € I" eine offene Umgebung U, von w mit

(- — ky)| > ¢y > 0in U,.
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Die (U,)uer» bilden eine offene Uberdeckung des Kompaktums I”, es existieren al-
50 wo(= 0),w, . . ., wy mit I C Y, U,,. Im weiteren sei k; := k,,, i =0,..., N.

Ist 0 < ¢ < min{c,,, ., Cuy}, s0 sind die Mengen
Ay ={weR": [B(w—k)| >ec}NI" i=0,...,N

mefibar und es gilt Uijio A =1

Da nach dem Lemma von Sard, siehe z.B. Zeidler [80] Proposition 4.55, die re-
guliiren Werte der ¢”-Funktion |®|? dicht in R liegen, kann ¢ ferner so gewihlt
werden, daf ¢? reguléirer Wert von |®|? ist.

Das Urbild von ¢ unter |®|? ist entweder leer oder eine (n — 1)-dimensionale
¢"-Untermannigfaltigkeit des R", vgl. Zeidler [80] Theorem 4.J. In beiden Fillen
ist diese Menge vom Maf} Null. Da fiir alle7 =0,..., N

0A; C {w e R" : |®(w — k;)| = ¢} UBI"
= (ki + (|9 {Y varn,

gilt dann |0A;| = 0 fiir ¢ = 0,..., N. Somit sind fiir die A; alle Voraussetzungen
aus Lemma 2.5.10, 1. erfiillt. Definiert man also die Mengen S; wie in Lemma
2.5.10, so ist (S;)Y, eine meBbare Partition von I™ mit [8S;| = 0 und K :=
Uﬁom ist nach Lemma 2.5.10, 2. eine kompakte Z"-Kachel.

Zu zeigen bleibt, daff dieses K auch die anderen Bedingungen aus (CO) erfiillt. K
enthélt mit So(= Ag) eine Umgebung der Null und nach Definition der A; und
da S; C A; gilt |¢p(w)| > c fiir alle w € K. Letzteres ist nach Bemerkung 2.5.7
gleichbedeutend zur Forderung 3 von (C0). O

Der nachfolgende Satz fafit unsere Ergebnisse fiir den Fall m € &2(T") zusammen.

Satz 2.5.12. Ist m € Z(T"), so sind die Bedingungen (C0)-(C2) dquivalent. Ist
® e LY(R™), so ist auch (C3) dquivalent zum Cohen-Kriterium.

Folgerung 2.5.13. Es sei m € 2(T") mit m(0) = 1, und es gelte ® € L*(R").
Dann ist jede der Bedingungen (C0)-(C2) dazu dquivalent, daff @ stabil ist.

Beweis. ® ist nach Satz 2.3.2 genau dann stabil, wenn Konstanten 0 < o < 8 <

00 existieren mit
a < w(|®?) < B fast iiberall. (2.5.4)
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Wie schon im Kapitel 2.4 erwihnt, ist die stetige Funktion ® * ®(—-) die Skalie-
rungsfunktion zum Symbol |m|? und besitzt folglich nach Satz 2.2.9 einen kom-
pakten Triager. Zudem gilt

@+ D(—))" =& (B(—))" =& = |D]2 € L'(R). (2.5.5)

Da somit fiir f = @\2 alle Voraussetzungen von Satz 1.2.5 erfiillt sind, konvergiert
> kezn |®(- — k)|? iiberall und ist stetig. Die Abschiitzung nach oben in (2.5.4) ist
also automatisch erfiillt. Somit ist (2.5.4) nach Satz 2.5.12 dazu dquivalent, daf
|m|? und somit auch m das Cohen-Kriterium erfiillt. Letzteres ist wiederum nach
Satz 2.5.12 dquivalent zu (C1) und (C2) (fiir ®). O

2.6 Der Eigenwert 1 des Transferoperators

Es sei in diesem Abschnitt ® wiederum die von m = Y, _,. hxe_; erzeugte Ska-
lierungsfunktion gem#f Bezeichnung 2.2.5. Fiir m € Z2(T") ist (C3) nach Satz
2.5.12 zu jeder der Bedingungen (C0)-(C2) fiquivalent, falls zusiitzlich ® € L'(R")
gilt. In diesem Abschnitt diskutieren wir fiir m > 0 zunéchst ein Kriterium fiir
letztere Bedingung und geben dann eine dquivalente Formulierung dafiir an, daf§
sowohl ® € L'(R") als auch (C3) erfiillt sind. In beiden Fillen ist der Transfer-
operator bzgl. m das entscheidende Hilfsmittel. Die Ergebnisse dieses Abschnittes
sind eine direkte Verallgemeinerung der entsprechenden L?-Resultate aus Cohen
et al [15], vgl. Bemerkung 2.6.13. Die Resultate dieses Abschnittes finden sich

schon zum Teil in Gromes/Safmannshausen [36].

Lemma 2.6.1. Fiir & € L'(R") ist &(®) eine Eigenfunktion von T,, zum Eigen-

wert 1. Ist m € 2(T"), so ist zudem &(®) € P2(T") mit @(P)(0) = 1.

Bemerkung 2.6.2. &(®) ist nach Satz 1.2.1, 2. fiir ® € L'(R") zunichst nur
ein Element aus L'(T"). Die Aussage, daB &(®) ein trigonometrisches Polynom
ist, bedeutet, dafl w(é) einen Reprisentanten besitzt, der ein trigonometrisches

A A

Polynom ist. Analog sind Aussagen wie w(®) ist stetig, w(®)(0) = 1 oder auch

A

@(®) > 0 zu verstehen.

Beweis. Aus ® = m(B~'-)®(B~!-) und nach Lemma 1.5.6 folgt unmittelbar

(®) = T, (D).
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Um nachzuweisen, da$ w(®) eine Eigenfunktion ist, ist also nur noch zu zeigen,
da$ w(®) nicht mit der Nullfunktion {ibereinstimmt. ® ist nach Voraussetzung die
von m = ), o hxe_ erzeugte Skalierungsfunktion und erfiillt insbesondere die
Skalierungsgleichung. Da & eine L!-Funktion ist, ist ® stetig und beschrénkt und
erfiillt somit nach Bemerkung 2.1.2 die Skalierungsgleichung punktweise iiberall,

es gilt also
) m®(Az — k) = ®(x) fiir alle z € R". (2.6.1)

kezm

Man nehme nun an, es sei @(®) = 0 in L'(T"). Nach der Poissonformel gilt also
®(k) = 0 fiir alle k € Z". Aus (2.6.1) folgt induktiv

®(A7k)=0fiirallej €N, k€ Z"

Fiir jedes € R” und jedes j € N existiert ein k € Z" mit A’z — k € I". Es gilt
also
|z = A7K|| < [[A7[[| A2 — K| < c][A7]],

wobei die Konstante ¢ nur von der gewédhlten Norm abhéngt. Nach Bemerkung

1.3.4 konvergiert ||A™/|| in jeder Norm gegen Null fiir j — oo. Somit ist die Menge
{A7k:j€N, kez"}

dicht in R". ® ist also eine stetige Funktion, die auf einer dichten Menge ver-
schwindet. Somit muB ® und damit auch & auf ganz R" identisch Null sein. Dies
ist aber wegen ®(0) = 1 und da ® stetig ist ein Widerspruch.

Fiir m € Z(T") besitzt ® nach Satz 2.2.9 kompakten Tréger. Nach der Poisson-
Summationsformel fiir f = CfT?, siehe Satz 1.2.5, gilt in diesem Fall iiberall

DOk =) (@) (ke = Xpepn B(k)e s

keZ™ kEZ™

(®) ist also ein trigonometrisches Polynom. Nach Hampel [37], Lemma 3.28 gilt

A

w
®(k) = by, fiir alle k € Z™. Somit folgt @(®)(0) = 3,y P(—K) = 1.
O

Lemma 2.6.3. Es seim € Z(T") und m > 0. Dann ist dquivalent:
1. & € LY(R).

2. Es existiert ein nichtnegatives f; € € (T™) mit f1(0) # 0 und T, f1 < f1.
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3. Es existiert eine nichinegative Figenfunktion fi € €(T") von Ty, zum FEi-

genwert 1.

Bemerkung 2.6.4. Die Aussagen 3.=2. und 2.=-1. gelten auch ohne die zusétz-
liche Voraussetzung m € Z2(T"). Fiir 1.=3. wird lediglich benétigt, daf @(®)
stetig ist.

Beweis. Dem eigentlichen Beweis der obigen dquivalenten Bedingungen sei die
folgende Voriiberlegung vorangestellt. Setzt man fiir j € N und f; € €(T")

A ] . .

Q)= Hm(B_Z-)lBanfl(B_J-),

i=1
SO ist <:T?j > 0 und <i>j € L'(R"). Es sei ein w € R® vorgegeben. Nach Bemerkung
1.3.4 gilt B 7w — 0, insbesondere existiert ein J(w) € N mit w € B/I" fiir
j > J(w). Damit folgt aus der Stetigkeit von f;
j . . ~

®;j(w) = [[m(B~'w) f1(B7w) — f1(0)®(w) fir j — oo,

=1

d.h. &; konvergiert punktweise gegen f;(0)®
Mit Folgerung 1.5.4 gilt zudem

19,11 = [ & dw—/Hm STACRD

R™ Biln "
=< T3 fil1 >ppam= [T f1

(2.6.2)

2.=1. DaT,, nichtnegative Funktionen auf ebensolche abbildet, impliziert T;,, f; <
f1 auch TTJ,'L f1 < fi fiir alle 7 € N. Mit der Monotonie des Lebesgue-Integrals folgt
also aus (2.6.2)

19;]|1 < || fu]lr» fiir alle j € N,

Man erhélt mit dem Lemma von Fatou insgesamt f,(0)® € L!'(R*) und da nach
Voraussetzung f;(0) # 0 auch 1.

3.=2. Es ist lediglich f;(0) # 0 zu zeigen. Man erhélt in diesem Fall aus (2.6.2)
sogar
|1®;ll1 = || fil|1,7~ fiir alle j € N. (2.6.3)
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Mit dem Lemma von Fatou erhélt man wiederum fi(0)® € L'(R") und nach
(2.6.3)

A9 = [1flls,e

f1(0) muB also ungleich Null sein. Ansonsten wire im Widerspruch zur Voraus-

setzung auch f; = 0.

1.=3. Nach Lemma 2.6.1 und da m > 0 ist @(®) eine nichtnegative Eigenfunktion
zum Eigenwert 1 mit w(®)(0) = 1. O

Folgerung 2.6.5. Es gelte m > 0 und 3% m(-+ B~'p;) < 1. (Dies ist z.B. fiir
ein interpolierendes Symbol m erfillt). Dann ist delL! (R™).

Beweis. Die Voraussetzung an m ist dquivalent zu 75,1 < 1. Somit folgt die
Behauptung direkt aus Lemma 2.6.3. O

Zum Beweis des Hauptergebnisses dieses Anschnitts benétigen wir noch das fol-

gende Lemma.

Lemma 2.6.6. Es sei m > 0, ® € L'(R") und 0 < ¢ < @(®) < C < oo fast
iiberall. Dann gilt fiir alle f, g € L*(T"):

< T} flg >r2(Tn)= / %

R

F(BTw)g(w)dw.

Bemerkung 2.6.7. Da fiir m € Z(T") nach Lemma 2.6.1 &(®) ein trigonome-
trisches Polynom ist, gilt in diesem Fall 0 < ¢ < @(®) < C' < oo fast iiberall

genau dann, wenn w(q)) nullstellenfrei ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt w := ®/@(®) € L'(R"), und nach Definition
der Periodisierung ist w(w) = 1. Aus Folgerung 1.5.4 folgt also fiir alle f, g €
L*(T")

Jiy — J . ,
<Tflg = [ 32 S (I ) 15 2wpgtee
B kezn ¥ i=1

Wegen m > 0 ist auch [0} > 0 und demnach ist
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fast iiberall fiir alle N € N. Somit erhédlt man mit dem Satz von Lebesgue und
der Z"-Periodizitit von m, f, g und w(®)

B Jw—k
<ij|g > L2(Rn) Z / B (

Jw "
kEZ™ BiTn

= Z / (i)(B—M(f[m(Biw))f(ij)g(w)dw

J

m(B’iw)) F(B iw)g(w)dw

—_

O

Satz 2.6.8. Es seim € Z(T") mit m > 0 und E C €(T") ein T,,-invarianter
Unterraum, der alle Figenfunktionen von T,, zum FEigenwert 1 enthdlt, die trigo-

nometrische Polynome sind. Dann ist dquivalent:
1. & € L'(R*) mit @(®) > 0.

2. 1 ist Eigenwert von T,,|g der algebraischen Vielfachheit 1 und es existiert

eine Figenfunktion f; > 0 zum FEigenwert 1.
Gilt eine der dquivalenten Bedingungen, so kann man f; = &)(ii)) wdhlen.
Bemerkung 2.6.9.

1. Wir zeigen in Kapitel 5.1, dafl man in obiger Situation E stets als endlich-

dimensionalen Unterraum von &(T") wéhlen kann.
2. Man kann auf m € Z(T") verzichten, wenn man zusétzlich fordert:

i) > pezn ®(- — k) konvergiert fast iiberall gegen eine stetige Funktion.
ii) E enthilt alle Eigenfunktionen vom T, zum Eigenwert 1, die aus

% (T") sind. Es geniigt auch: E enthilt &(®).

Beweis. 2.=1. Es sei 0.E. f1(0) = 1. Nach Lemma 2.6.3 gilt ® € L'(R"). @(®)
ist wegen m > 0 nichtnegativ und nach Lemma 2.6.1 eine Eigenfunktion von 7},
zum Eigenwert 1 mit w(®$)(0) = 1. Nach 2. folgt also w(®) = f; > 0.
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1.=2. Nach Lemma 2.6.1 ist f; := w(®) Eigenfunktion zum Eigenwert 1 mit
w(®)(0) = 1. Damit gilt fiir alle f, g € €(T") und j — oo

f(B7)

= $g— £(0)Pg € L' (R") punktweise.
S@)B Y f(0)®g € L'(R") p

Nach 1. ist f(B77-)§/@(®)(B~7-) beschrinkt, da ® € L'(R"), folgt mit dem Satz
von Lebesgue und Lemma 2.6.6 fiir alle f, g € € (T")

hm <T7 flg >r2(rny = hm /T—B)]w)f(ij)g(w)dw

= f(O)/é(w)g(w)dw (2.6.4)

= f(0) <w(®)g >r2(Tn),

letzteres mit dem Satz von Beppo Levi nach Definition der Periodisierung von
®. Es folgt also f = f(0)w(®) fiir alle f € E mit T),f = f, d.h. die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts 1 von T, ist 1.

Ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 1 grofler als 1, so exisitiert ein
f2 # 0 aus dem Hauptraum H(1,7,,) mit T,,fo = fo + fi. Demnach ist 77, fo =
fo + 7 f1 fiir alle 7, also auch

<Ti fol 1 >y =< folfi >r20mm) +J < filfi >r2Tmy -

Wegen < fi|fi >r2rm# 0 ist limo|< T2 fo| f1 >r2(rm)| = oo. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zu (2.6.4), da

Jli)rglo|< T3, fol fr >r2m| = [£(0)] |< fil fr >12(0m)| < o0
0

Korollar 2.6.10. Es sei m € 2(T") mit m > 0 und ® € L*(R") mit w(®) > 0.
Ist f € €(T") eine FEigenfunktion von T,, zum Eigenwert X, so gilt entweder
f(0) £ 0 und A =1 oder f(0) =0 und |\| < 1.

Bemerkung 2.6.11. Man kann wiederum auf m € Z2(T") verzichten, wenn man
zusdtzlich die Bedingung 1 aus Bemerkung 2.6.9 fordert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

<ij|g >L2 )= AJ <f\g >L2(’]]‘n)
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fir alle g € L?(T") und j € N. Da ein g existiert mit < f|g >r2¢pny# 0, konvergiert
nach (2.6.4) die Folge (\?) e fiir j — oo gegen eine Zahl c. Man hat also entweder
Al <1 und ¢ =0 oder A =1 und ¢ = 1. AuBerdem gilt fiir alle g € L?(T")

c < flg >rom) = lim M < flg >z

= JILI?O < Tﬂnf\g >r2(Tn)= f(O) < (I)((i))‘g >L2(Tn) -

Es folgt f(0)@(®) = ¢f und damit wegen @(®) > 0 und f # 0 die Behauptung.
U

Als eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 2.6.8 und Korollar 2.6.10 erhalten

wWir:

Korollar 2.6.12. Es sei m € 2(T") mit m > 0 und ® € L*(R") mit w(®) > 0.
Zusitzlich sei E C € (T") ein Unterraum, der alle Eigenfunktionen von T, zum
FEigenwert 1 enthdlt, die trigonometrische Polynome sind. Dann ist der Spektral-
radius von T, |g ein algebraisch einfacher Figenwert und es eristiert eine zu-
gehorige Eigenfunktion fi > 0. Zudem liegt kein weiterer Figenwert auf dem
Spektralkreis.

Bemerkung 2.6.13. Ist mg € Z?(T") ein Symbol mit zugehoriger Skalierungs-
funktion ® und hat m := |my|? die Skalierungsfunktion ®, so gilt ® = |®|2. Der
Satz 2.6.8 bzw. Lemma 2.6.3 und Korollar 2.6.10 gelten also auch dann, wenn
man in ihrer Formulierung & durch &y, @(®) durch @(|$o|?) und L*(R") durch
L*(R") ersetzt. Dies ist im wesentlichen der Inhalt des Theorems 3.1 bzw. der
daran anschlieBenden Korollare aus Cohen et al. [15]. Die Ergebnisse des vorange-
gangenen Abschnitts 2.6 sind eine Ubertragung auf die L'-Situation und stellen
insofern eine Verallgemeinerung dar, da aus ihnen direkt die Aussagen aus [15]

folgen.
Die néchste Folgerung bendtigen wir in Kapitel 2.8.

Folgerung 2.6.14. Es seim € 2(T") mitm > 0 und ® € L'(R*) mit (®) > 0.
E C €(T") sei ein Tp,-invarianter Unterraum mit 1 < dim E' < oco. Dann besteht

der Unterraum
F:={feFE:f(0)=0}

nicht nur aus der Null, ist ebenfalls T,,-invariant und fiir den Spektralradius op

von T, | gilt op < 1.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafi F' nicht nur aus der Null besteht. Da der Ei-
genwert 1 algebraisch einfach ist, muf 7,,,|r einen Eigenwert ungleich Eins besit-
zen. Fiir jede zugehorige Eigenfunktion f gilt aber nach Korollar 2.6.10 f(0) = 0.
Also ist F' # {0}. Aus Lemma 2.6.1 folgt zudem

a—

—

0= T,0(®)(0) ~ B(#)(0) = Y m(B~p)o(®)(B~p) ~ 1
= S (B~ p)a(®) (B )

Da w(®) nach Voraussetzung nur positive Werte annimmt, folgt m(B 1p;) = 0
fiir alle 7 # 0. Damit gilt fiir jedes f € F

a—

Tnf(0) =) m(B™'p)f(B 'p;) = f(0) =0.

%

[y

Il
<)

F ist also Tj,-invariant. Da nach Korollar 2.6.10 jeder Eigenwert von T,|r be-
tragsmafig kleiner Eins sein muf}, gilt o < 1. O

2.7 Charakterisierung von interpolierenden Ska-

lierungsfunktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die schon in Abschnitt 2.4 angekiindigte
Charakterisierung von interpolierenden Skalierungsfunktionen, die dann auch un-
mittelbar Ergebnisse fiir den orthogonalen bzw. biorthogonalen Fall impliziert.
Der niichste Satz findet sich ohne Beweis in Ji et al. [42] oder auch in Ji/Shen
[43]. Der Schritt von 1. nach 2. ist eine direkte Konsequenz der Ergebnisse aus
Han/Jia [38].

Satz 2.7.1. Es seim € Z(T") und ® € € (R") die von m erzeugte Skalierungs-

funktion. Dann ist dquivalent:

1. m ist interpolierend und erfullt das Cohen-Kriterium.

2. ® ist interpolierend.

Beweis. 1.= 2. Ausgehend von einer Funktion ®® € %, (R") betrachten wir die

folgende Iterationsvorschrift, den sog. Kaskaden-Algorithmus

U) = > " @Y (A - +k). (2.7.1)

kezmn
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Diese Iterationsvorschrift wird in der englischsprachigen Literatur auch als sub-
division scheme bezeichnet. In Han/Jia [38] wird gezeigt, dafi der Kaskaden-
Algorithmus mit der Startfunktion ®©® € %,(R") in der L®-Norm gegen die
Skalierungsfunktion ® konvergiert, falls zusétzlich
» O —k)=1. (2.7.2)
kezn
gilt und & als stetig und stabil vorausgesetzt wird. Letzteres ist nach Folgerung
2.5.13 in unserer Situation erfiillt.
Starten wir mit einer interpolierenden Funktion ®©, so sind auch alle Iterierten
interpolierend, falls dies fiir m zutrifft. Nehmen wir an, da ®) interpolierend
ist, so gilt ndmlich fiir alle [ € Z"
U (l) = a Z hy @' —k)=a Z hebaie = ahar = doy
keZ” kezn
Letzteres ist nach Lemma 2.4.5 eine dquivalente Bedingung dazu, dafl m inter-
polierend ist. Da die Folge ®U) sogar gleichmiiflig gegen ® konvergiert, gilt also
auch
®(k) = lim &Y (k) = 0.

j—o0 ’
Somit ist ® interpolierend. Ein Beispiel fiir eine interpolierende Startfunktion,

fiir die gleichzeitig (2.7.2) gilt, ist der tensorielle B-Spline

dO (g H h(z;), fir x = (z1,...,2,), (2.7.3)

j=1
wobei
1+t firte[-1,0),
h(t)=<1—t fiirte|0,1],
0 sonst.

2.=1. Wir miissen nur noch zeigen, dafl m das Cohen-Kriterium erfiillt, wenn &
interpolierend ist, sieche Lemma 2.4.7. Ist das Cohen-Kriterium nicht erfiillt, so
gibt es nach Satz 2.5.3 ein w € R* mit

Y e k(w)B(k—-) =0 in S (R").

kezn
® kann also nicht interpolierend sein, da ansonsten gelten wiirde

Zek Z&k 5k0—1

kezZm kezZm
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Bemerkung 2.7.2. Auf der Fourier-Seite folgt der Beweis von 1.=2. direkt mit
Hilfe des Transferoperators T},, wenn man ® € L!(R") voraussetzt. Es sei dazu
K die kompakte Z"-Kachel aus dem Cohen-Kriterium und fiir j € N
j -
0 = [[mB™)1pix. (2.7.4)
i=1
Da K eine Umgebung der Null enthélt, konvergiert 43]- punktweise gegen d, siehe
auch den Beweis von Lemma 2.6.3. Nach Bemerkung 2.5.7 gibt es ein ¢ > 0 mit
1x < |®|/c. Es gilt demnach
@, = [[[m(B7)1x(B7)]
i=1
< LT miB9bm0)) = Ligl e @)
T c Pl c
Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert ®; also in L'(R") gegen ®. Die In-
terpolationsbedingung an m ist dquivalent dazu, daf fiir den Ubergangsoperator
T,1 =1 gilt. Da K eine Z"-Kachel ist, erhalten wir somit durch Mehrfachan-

wendung von Lemma 1.5.6
@0(9;) = T,0(®;1) = --- = Thw(lg) = T41 = 1. (2.7.5)

Mit ®; — & in L'(R*) und der Stetigkeit von @ : L'(R*) — L'(T") folgt
(I)((i)) = 1. Nach Lemma 2.4.3 ist dies dquivalent dazu, daf§ ® interpolierend ist.
Fiir diesen zweiten Beweis von 1.=-2. kann man auf die Forderung m € 22(T")

verzichten.

Es zeigt sich, da} man in Satz 2.7.1 die Voraussetzung & ist stetig fallen las-
sen kann, wenn m nichtnegativ ist. Folgerung 2.6.5 besagt, dal die von einem
interpolierenden Symbol m > 0 erzeugte Skalierungsfunktion stets & € L'(R")
und somit insbesondere ® € €(T") erfiillt. Man erhélt somit die nachstehende
Folgerung, deren Ausage 1.= 2. sich fiir n = 1 schon bei Lemarié-Rieusset findet,
vgl. [47], [53].

Folgerung 2.7.3. Es seim € Z(T"), m > 0 und ® die von m erzeugte Skalie-

rungsfunktion. Dann ist dquivalent:

1. m st interpolierend und erfillt das Cohen-Kriterium.
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2. ® ist interpolierend.

Mit Lemma 2.4.2 bzw. Definition 2.4.6 erhilt man damit fiir den orthogonalen

Fall unmittelbar die Verallgemeinerung der Aussage von Cohen [9].

Folgerung 2.7.4. ® sei die von m € P (T") erzeugte Skalierungsfunktion. Dann

st dquivalent:
1. ® ist orthogonal.
2. m st orthogonal und erfillt das Cohen-Kriterium.

Ahnlich erhalten wir fiir den biorthogonalen Fall die folgende Aussage, die sich
auch bei Chui/Li [8] findet.

Folgerung 2.7.5. &, ® € L*(R*) seien die von m bzw. m € P(T") erzeugten

Skalierungsfunktionen. Dann ist dquivalent:
1. ®, ® sind biorthogonal.

2. m und m sind dual zueinander und erfiillen beide das Cohen-Kriterium mit
demselben K.

Bemerkung 2.7.6.

1. Die obige Aussage ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Bei der in Kapitel
3.1 vorgestellten Konstruktion von zueinander dualen Symbolen m und m
besitzen diese stets dieselben Nullstellen, erfiillen also das Cohen-Kriterium
mit demselben K. Es kann jedoch durch Ubertragung einer Beweisidee von
Cohen et al. [14] gezeigt werden, daf§ 2. zu

2’. m und m sind dual zueinander und erfiillen beide das Cohen-Kriterium

(nicht notwendigerweise mit demselben K).
dquivalent ist.

2. Man beachte den wichtigen Unterschied zwischen orthogonalem und bior-
thogonalem Fall. Bei letzterem kann man auf die Voraussetzung ®, ® €
LQA(R") nicht verzichten. Selbst wenn mm nichtnegativ ist, so folgt lediglich

P € L*(R™). Man betrachte das triviale Beispiel m > 0 interpolierend

und m = 1.
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2.8 Biorthogonale Wavelets

In diesem Abschnitt stellen wir den theoretischen Rahmen der Konstruktion von
mehrdimensionalen Wavelets vor und legen somit die Basis fiir die Resultate in
Kapitel 3.

Wir beschrénken uns hier im wesentlichen auf den biorthogonalen Fall, der jedoch
in natiirlicher Weise auch den orthogonalen Fall enthilt, vgl. Bemerkung 2.8.10.
Biorthogonale Wavelets wurden fiir n = 1 von Cohen et al. in [14] eingefiihrt.
Unsere Untersuchungen basieren auf der mehrdimensionalen Darstellung Chui/Li
8].

Fiir das weitere sei

W o={f=) e () €(Z")} CE(T")

kez™

die Wiener-Algebra.

Definition 2.8.1. Es seien m* = >, . hje_p, m* = >, .. ﬁge,k e W fir

pw=0,...,a —1. Dann heifit {m*, m*} eine exakte Symbolfamilie, wenn fiir
_ a—1 ~ ~ _ a—1
M = (m“(- + B lp”))u,u:ﬂ und M := (m“(- +B lpy))u,yzo (2.8.1)
die adjungierte Matrix M* invers zu M ist, d.h. fiir alle w € R® gilt
M (w)M*(w) = E,. (2.8.2)

Bemerkung 2.8.2. (2.8.2) ist dquivalent zu

a—1

L 1 = Z(fnumu’)(, + B_lpu) = 5u,u’a

v=0
d.h. fiir alle g sind m* und m* zueinander duale Symbole.
Sind m* € #, u = 0,...,a — 1, vorgegeben, so dafl M(w) fiir alle w € R"
invertierbar ist, so kann man die m* als Losung von

a—1
> mt(-+ B p,)ik = b, fiir alle v =0,...,a— 1 (2.8.3)
u=0
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bestimmen: Nach dem Lemma von Wiener, siehe z.B. Rudin [68], und der Cramer-
Regel sind die m* aus # und es gilt zunéchst fiir alle vy, v, € {0,...,a — 1}

a—1
Zmu( + B7'p, )it (- + B py,)
=0
a—1
= mh (- + Bilpm)mu(' + Bilpm + Bil(pl/z — Pu1))-
pn=0
Es existieren zudem zu vy, v, eindeutig bestimmte ¢ € {0,...,a— 1} und k € Z"
mit

Pvs — P, = p; + Bk,

wobei vy = v, dquivalent zu ¢ = 0 ist. Man erhélt also aus (2.8.3)

)
[ay

mu(' + B_lplll)mu(' + B_lpuz) = 50,'/2—1/1 = 51/1,112'

hi
(e}

und folglich
M*(w)M(w) = E, fiir alle w € R". (2.8.4)

Da Rechts- und Linksinverses gleich sind, ist dies dquivalent zu (2.8.2).

In der Praxis ist man im wesentlichen an exakten Symbolfamilien interessiert, die
aus trigonometrischen Polynomen bestehen. Diese fiihren dann auf Skalierungs-
funktionen und Wavelets mit kompaktem Tréger, vgl. Bemerkung 2.8.4.

Geht man bei der obigen Uberlegung von m# € P(T"), u=0,...,a—1 aus, so
kann nicht gesichert werden, da8 die m* aus (2.8.3) ebenfalls trigonometrische
Polynome sind. Wir stellen in Kapitel 3.2 ein Konstruktionsverfahren vor, das
ausgehend von zwei zueinander dualen Symbolen m, m € Z(T") eine exakte
Symbolfamilie konstruiert, die nur aus trigonometrischen Polynomen besteht.

Wir kommen nun zur Definition biorthogonaler Mother-Wavelets.

Definition 2.8.3. Es seien

mt = th:e,k, mt = Zﬁf:e,kEWﬁir/L:O,...,a—l,

kezn kez™

{m#,m*} sei eine exakte Symbolfamilie und &, d zwei biorthogonale, stabile

0

Skalierungsfunktionen, die von m® bzw. m°® erzeugt werden. Definiert man fiir

pwe{0,...,a—1}

A

§ = mr(B~1)d(B1) und U == m# (B~1)®(B ) (2.8.5)
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(d.h. U0 = & und WO = ®), so heift
{\il”,\il“:,uz 1,...,a—1}

eine Familie biorthogonaler Mother- Wavelets.
In dieser Situation definieren wir noch fiir 4 € {0,...,a— 1} und j € Z

W} = span{W%, : k € Z"} bzw. v = span{‘il?’k ke Zn}
und ¥ := #}° bzw. ¥, = 7/~j0, wobei
U, =a IPUH (AT - —k) baw. W =0 TPUM(ATT - —k),

und

U= \I!g,k bzw. \TIZ = \i!g,k
analog wie in (2.3.3) definiert sind.

Bemerkung 2.8.4.

1. Nach Satz 2.3.4 und Bemerkung 2.3.5 sind (¥%;) und (¥;) Mehrfachauflésun-

gen mit den Erzeugern ® bzw. ®.

2. Fiir m®, m® € 2(T") und ®, ® € L*(R") ist die Biorthogonalitiit der Ska-
lierungsfunktionen nach Folgerung 2.7.5 und Bemerkung 2.7.6 dazu &qui-
valent, dafl m°, m° dual zueinander sind und beide das Cohen-Kriterium
erfiillen. Letzteres ist nach Folgerung 2.5.13 dazu dquivalent, dafl & und
® stabil sind. Sind m® und m° also trigonometrische Polynome, so muf in
Definition 2.8.3 die Stabilitdt der zugehdrigen Skalierungsfunktionen nicht
gefordert werden, sondern folgt automatisch daraus, da ® und ® biortho-

gonal sind.

3. Besteht die exakte Symbolfamilie nur aus trigonometrischen Polynomen, so
besitzen die U* bzw. U* alle kompakten Tréger. Fiir © und ® folgt das di-
rekt aus Satz 2.2.9. Also sind die ¥* bzw. ¥* nach (2.8.5) ganze Funktionen
von exponentiellem Typ. Nach dem Satz von Payley-Wiener besitzen somit
alle U# bzw. U# kompakten Triiger. Die Umkehrung ist ebenfalls richtig.
Aus (2.8.5) folgt

VAT ) =a ) W(-— k),

kezn
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und da ® und ® biorthogonal sind, gilt fiir alle k € Z"
ahl =< (A7) D(- — k) >p2(n) -

Da nach Voraussetzung sowohl W# also auch ® kompakten Tréger besitzen,
konnen nur endlich viele h} ungleich Null sein. Dieselbe Aussage gilt auch
fiir iz;: )

Fiir den Beweis des Hauptresultats dieses Abschnitts bendtigen wir noch das

nachfolgende Lemma.

Lemma 2.8.5. Es seien m¥ = Y, . hite_y, m* = 3, pnhie_y € W. Es sei
fir c = (cx) € 2(Z™) und p€{0,...,a—1}

he: = al/%( Zh 4.Ck) undH”c = a'/?( th A.Ck)-

kezn kez™

Dann gilt:
1. HY, HY € Z2((7)).

2. HY'd = a' (X 4epn W' apdr) und (HY)*d = a/?(3,cpn B 4pdi) fiir alle
d € (Z"™).

3. (HY) f =a P?Typuf und (HY) f = a=Y? Ty f fir alle f € L*(T%).

Beweis. Wir zeigen die Aussagen fiir H'{, die Behauptungen fiir H ! folgen ana-
log. Mit der ¢'-Folge (h",) gilt fiir den Operator T, € L((Z™)) aus Satz

1.5.7
T, c—aZh (A—k)Ck) —ath k) =a?Hlc
kezn kezn

fiir alle ¢ = (cx) € £2(Z"™). Da (h*,) zudem die Maske des Symbols m* ist, folgen
alle Aussagen durch direkte Anwendung von Satz 1.5.7. O

Der néchste Satz ist zentral fiir den Zusammenhang von Skalierungsfunktionen

und biorthogonalen Wavelets.

Satz 2.8.6. Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Definition 2.8.3
gilt fir j € Z und p, p' € {0,...,a — 1}:

LAY,k €Z"} und {\ifg‘k : k € Z"} sind Riesz-Basen von W' baw. v

2. {V%, 1 k€ Z"} und {\il?k : k € Z™} sind biorthogonal.
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3. V/j" 1 7%”’ fir p # 1.
=D, 17/”1 und ¥; = D,.- 17//11
Beweis. Nach Definition der Rdume 7/]-“ und da die Abbildung
Dl : f s a2 f(A79)
unitar ist, geniigt es, den Fall j = 0 zu betrachten.

1. Wir zeigen die Aussage fiir W# und %", die Aussage fiir U# und #"* folgt
vollkommen analog. Nach Definition von #{" ist zu zeigen, dafl W* stabil ist.
Durch Anwendung von Lemma 1.5.6 auf

=[®[* und g = [¥** = [m**(B~")|@[*(B™")

folgt Tpmu2@(|®[2) = &(|U#[2). Da m stetig ist, ist Tjmu2l € €(T") und somit
nach oben beschrankt. Zudem folgt aus Bemerkung 2.8.2 und der Cauchy-Schwarz
Ungleichung
1= (Tﬁwﬁwl)Q < (T|’fh"\21)(T|m“|21)'

Timu21 besitzt also keine Nullstellen und kann durch eine positive Konstante
nach unten abgeschiitzt werden. Insgesamt existieren 0 < o/ < ' < oo mit
o < Tipuppl < B Da @ nach Voraussetzung stabil ist, gibt es nach Satz 2.3.2
zudem Konstanten 0 < @ < 8 < oo mit o < w(|®[2) < B fast iiberall. Insgesamt
gilt also fast iiberall

0 < ad’ < Typa < Tip(|9[?) = @(|94)*) < Tjup < B < o0,

Nach Satz 2.3.2 ist W* ebenfalls stabil.
2. und 3. Wir zeigen, daf} fiir alle £ € Z" gilt

< T — B) T > o= BP0 (2.8.6)

Daraus folgen dann nach Definition der Riume #{* bzw. #," und nach 1. die
Aussagen 2 und 3 fiir j = 0.
Durch Anwendung von Lemma 1.5.6 auf

f =& und g = WO = (mrm?)(B~1)(30) (B
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@((ixf)) = w(\if“\i“'). Da ® und & biorthogonal sind und {m#,m#}
eine exakte Symbolfamilie ist, folgt nach Bemerkung 2.8.2

folgt T'-

mkm#

und der Poisson-Formel
n(@(U D)) = (B 5 B (=) () =< P (- = ) > page) -

Insgesamt erhiilt man die Gleichung (2.8.6).

4. Mit H% aus Lemma 2.8.5 sei

Pt % — 7/0, Z qu)k — Z(ﬁZC)k\Ijik

kezZm kezZn

Man erhilt daraus, vgl. Lemma 2.3.6,

A

Pt Ay — Sy, v® > (T v)(B)mH . (2.8.7)
Mit v = ), c/n cke—k gilt nédmlich nach nach Lemma 2.8.5

]5“(1@) = (P“(Z cx®r))” = Zkezn(ﬁﬁc)k(qﬂf,ky

kezZn

=a'? )" (Hic)re_r(B-)U*(B:)

= (H4e)" (B)UH(B-) = ((H}) &) (B-)¥#(B-)
— (T50)(B)#(B-) = (T)(B)m#d.
Dabei wurde
(fis)" = @i f(BI-)e (B’

verwendet. Wir zeigen als niichstes, daf fiir P gilt

puw, = Oy Iy (2.8.8)
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Da ¥ nach 1. stabil ist, gilt nach Lemma 2.3.6
W = {(vI")(B):ve L2RM)} = {v(B)m¥® : v € L(R™)}.
Mit (2.8.7) und M (w)M*(w) = E, folgt

A

WW&W@=%M@MW@W%
—ijw“ e+ p)ol- + pi)|(B)mi®

A~

ﬂZm%“ L+ o)) (B)o(B)m"®

=0, v(B)m'®.

Es gilt also (2.8.8). Daraus folgt, daf§ die Summe '~ L direkt ist. Aus

a—1
Zg“:Omitg“E%"
u=0

folgt ndmlich

g’ = ]5’“‘(2 g") = 0 fiir alle p.

Mit M*(w)M (w) = E,, siehe (2.8.4), ergibt sich Vo = Y"0"¢ #" aus

a—1 a—1 a—1 a—1
Prud) = (Tsu v)(B)m'® = (") (- + B~ p;)mt®
pn=0 n=0 p=0 2=0
a—1 a—1
=) (O m"(+B p)m")u(-+ B 'p;)®
=0 u=0
a—1
= 25%01}(- + B 1pZ)CiD = vd
=0

69

Dieses Resultat iibertragen sich durch Fourier-Transformation direkt auf die Orts-
seite. Man erhilt also auch ¥ = GBZ;B #F. Die Aussage fiir %, folgt analog. [

Bemerkung 2.8.7.

1. Unser Beweis von Satz 2.8.6, 4. erfordert weniger Voraussetzungen als der

von Chui/Li [8], vgl. Hampel [37] Lemma 3.49.
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2. Mit {¥}, : p=0,...,a—1,k € Z"} erhalten wir nach obigem Satz eine
weitere Riesz-Basis von %;. Die Darstellungskoeffizienten eines f € %, bzgl.
dieser Basis erhalten wir mit Hilfe der H ! aus den Koeffizienten von f bzgl.
der Basis {®, : k € Z"}. Nach (2.8.8) induziert A% die Projektion P* auf
W langs Y ,, #*. Fiir die Darstellungskoeffizienten von f € %

w#p 71
a—1
F=) Q=Y > ctut,

kEZn p=0 kezZm
folgt aus 2.
. | .
ch =< f|®k >r2@e) und ¢ =< fIOY, >

und aus

Prf = Z Cllc’uqﬂf,k

kezn
folgt nach Definition von P*

cht = HY .

Umgekehrt erhéilt man mit Hilfe der HY aus den Darstellungskoeffizienten
eines f € W} bzgl. der Basis {¥},} die Koeffizienten bzgl. der Basis {®;}.
Es gilt nmlich fiir alle (dy) € ¢?(Z"™) nach Lemma 2.8.5
(D i) = D7 de(Why)" = a'? 3 dye (B F"(B)
kezn kezn kezn
= a*?d(B-ym* ® = ¢ V2T, d® = (H%) *d ®
= (Hy") dé = (HY"d) &= (3 (HY d)pds)’
kezZn

und somit

> AW = (HY )@y,

kezZ™ kezm™

d.h. die Abbildung
Er ot = Ao, Y dpU Y (HY d)p®y
keZ™ keZm
ist die Einbettung von #{" in ;.

Aus der Zerlegung V; = @Z;BV/I“ bzw. Vy = EBZ;E%“ erhilt man insgesamt

a—1 a—1
> E*P* =Idy, bzw. Y E*PF =1Id;,

»=0 u=0
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wenn man £ und P* analog wie oben definiert. Dieser Zusammenhang
ist entscheidend fiir alle Anwendungen und besagt im wesentlichen, daf
auch in der obigen mehrdimensionalen Situation das sog. Mallat-Schema
anwendbar ist, siehe Mallat [57] oder auch Daubechies [20], Kapitel 5.6.

Bisher waren die Ergebnisse auf eine feste Skala konzentriert. Es folgt jedoch

unmittelbar aus Satz 2.8.6

Folgerung 2.8.8. Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Defi-

nition 2.8.3. Dann sind
(Ut n>1, j€Z, keZ"} baw {V, :n>1, j€Z, keZ"}

biorthogonale Wavelet-Systeme, d.h. es gilt fir alle p, ' > 1, j, 7' € Z und k,
kK ez
< \Il?,k‘\llg’,k' > @)= O 05,50 Ok -

Beweis. Aus Formel (2.8.6) aus dem Beweis von Satz 2.8.6 folgt
< \Ili”\i}‘l;:k, >L2(Rn)= 5N7N'5kvk"

Dies ist genau die Behauptung fiir j = 5. Es sei nun o.E. j' < j. Somit gilt nach
Satz 2.8.6
0 ~ ]
Vi €W) CHja Co C V=W LAY

Da aber \il?,’,k, € 7/;5", folgt die Behauptung auch fiir j # j'. O

Nun untersuchen wir, ob die obigen Wavelet-Systeme auch Basen von L*(R")
bilden.
Nach Satz 2.8.6 gilt mit #; := @*_} #} und #; := &'} #}/

¥y = Vi1 ® Wi und ¥ = Vjr @ Wi

und somit iterativ fiir alle v € N

jtv jtv
V= Yiwn ® @ #iund ¥ = Vi@ @ i (2.8.9)
i=j+1 i=j+1

Wie schon in Bemerkung 2.8.4, erwéhnt bilden die 7} bzw. "17J aus Definition 2.8.3
Mehrfachauflésungen mit Erzeugern ® und ®. Es gilt also insbesondere

U= U 7% =rm)

JEL" JEL™
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und

N %= %=1}

jezr jezn
Mit Hilfe dieser beiden globalen Eigenschaften einer Mehrfachauflosungen kann
gezeigt werden, sieche Chui/Li [8] Theorem 2.9, daf§ aus (2.8.9)

L’R") =P #; und L*(R") = P #;.
jewn jezn

folgt. Dabei bedeutet letzteres, dafl sich jedes f € L?(R") eindeutig in der Form

F=> 95, g; €W;und f = "G, §; € ¥;
JEL JEL
schreiben 148t, d.h. unter den Voraussetzungen von Satz 2.8.6 sind

(U, p>1, j€Z, k€ Z"} baw. {V4, - p>1, j€Z, k€ Z"}

biorthogonale Basen von L?*(R") im Sinne von Chui/Li [8]. Im Falle, da§ die
verwendete exakte Symbolfamilie nur aus trigonometrischen Polynomen besteht,
sind diese Basen sogar Riesz-Basen von L?(R"). Dies ist der Inhalt des niichsten
Satzes, der sich nicht in Chui/Li [8] befindet.

Satz 2.8.9. {m* mt} sei eine exakte Symbolfamilie aus trigonometrischen Po-

lynomen und ®, ® zwei biorthogonale Skalierungsfunktionen, die von m® bzw. m°

erzeugt werden. Dann sind
(U4 n>1, jE€Z, keZ'} und {¥, :n>1, j€Z, keZ}

biorthogonale Riesz-Basen von L*(R™), wobei alle Basisfunktionen kompakten

Triger besitzen.

Beweis. Wir wihlen einen Unterraum E von Z(T") mit
1. 1<dimF < .
2. E ist Tjp02 und Tjz02-invariant.

(In Kapitel 5.1 wird gezeigt, daf} ein solcher Unterraum stets existiert).
Es sei F':= {f € E: f(0) = 0} und gr bzw. or der Spektralradius von T,z |r
bzw. Tj 2| r. Aus Folgerung 2.6.14 fiir [m®|* bzw. |/m°|* erhalten wir, dai F' nicht
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nur aus der Null besteht und dafl o und or beide kleiner Eins sind. Nach Theo-
rem 3.5 aus Chui/Li [8] ist dies unter obigen Voraussetzungen ein hinreichendes

Kriterium dafiir, dafl
(U n>1, j€Z, keZ'yund {4, : p>1, j€Z, kel

biorthogonale Riesz-Basen von L?(R") sind. Nach Bemerkung 2.8.4 besitzen alle
Basisfunktionen kompakten Tréger. O

Bemerkung 2.8.10. Gilt in Definition 2.8.3 m# = m* fiir alle x und ist ® = @,
d.h. in diesem Fall ist ® orthogonal, so fallen die Funktionen ¥* mit den ¥* und
somit auch die Rédume 7/}“ bzw. den %}/ zusammen. Man erhélt also eine Familie
von orthogonalen Mother-Wavelets. Nach Satz 2.8.6 bildet {W), : k € Z"} eine

Orthonormalbasis von V/j“ und man erhilt die Zerlegung

a—1
%=
n=0

wobei die 7/]-’“‘ paarweise zueinander orthogonal sind. Unter analogen Vorausset-
zungen wie in Satz 2.8.9 bildet

(W, n>1,j€Z, keZ}

sogar eine Orthonormalbasis von L?(R"), deren Basisfunktionen alle kompakten

Tréger besitzen.



Kapitel 3
Konkrete Konstruktionen

Wir haben in Kapitel 2.8 ausgefiihrt, wie man ausgehend von zwei biorthogonalen
Skalierungfunktionen ® und ® mit kompaktem Triiger und einer exakten Sym-
bolfamilie {m*, m#}, die nur aus trigonometrischen Polynomen besteht, biortho-
gonale Wavelets mit kompaktem Tréger konstruieren kann, die sogar Riesz-Basen
von L?(R") sind. Wir haben dort in Bemerkung 2.8.10 auch erwiihnt, da§ man
fiir ® = ® und m* = Mk, @w=0,...,a— 1 orthogonale Wavelet-Basen erhélt.
Fiir alle Anwendungen ist die Regularitéit der Wavelets von entscheidender Be-
deutung. Diese wiederum wird durch die Regularitit der Skalierungsfunktionen
bestimmt. Vom Standpunkt der Regularitit her kann man fiir n = 1 den ortho-
gonalen und biorthogonalen Fall in folgendem Sinne als gleichberechtigt ansehen:
Es existieren in beiden Fillen Familien von beliebig glatten Skalierungsfunktio-
nen und Wavelets mit kompaktem Tréger, siehe Daubechies [19] und [20] fiir den
orthogonalen und Cohen et al. [14] fiir den biorthogonalen Fall. Letzteren be-
trachtet man hauptséchlich deshalb, weil er es ermdglicht, reelle symmetrische
Wavelets zu konstruieren. Zudem hat man eine grofiere Flexibilitdt bei der Wahl
der Symbole. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieses Problemkreises sei auf Dau-
bechies [20] verwiesen.

Fiir n > 1 sieht die Situation im orthogonalen Fall anders aus. Die entscheidenden
Schritte zur Konstruktion von orthogonalen Wavelets basieren auf der Kenntnis
eines orthogonalen Symbols. Die eindimensionale Konstruktion von Daubechies
kann jedoch nicht ins Mehrdimensionale iibertragen werden, da dort das Haupt-
hilfsmittel, das Lemma von Riesz, nicht zur Verfiigung steht. Es wurde von Co-
hen/Daubechies in [12] untersucht, inwieweit die eindimensionalen orthogonalen

Symbole aus [19] auch fiir n = 2 verwendet werden kénnen. Diese induzieren je-

74
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doch nur fiir tensorartige Félle glatte zweidimensionale orthogonale Skalierungs-

(1)

konnte sogar gezeigt werden, dafl die Verwendung der eindimensionalen Daubechies-

funktionen. Fiir die Matrix

Symbole auf nicht stetig differenzierbare Skalierungsfunktionen fiihrt. Bisher wur-
de nur eine stetige orthogonale Skalierungsfunktion fiir R gefunden, siehe Ville-
moes [77]. Fiir allgemeinere Dilatationsmatrizen sind unserer Kenntnis nach keine
orthogonalen Symbole bekannt, die auf glatte Skalierungsfunktionen fithren. Im
biorthogonalen Fall sieht die Situation giinstiger aus. Schon in der oben erwéhn-
ten Arbeit Cohen/Daubechies [12] wurde fiir die Matrix R eine Familie von belie-
big glatten biorthogonalen Skalierungsfunktionen (und Wavelets) mit kompaktem
Tréger angegeben.

Im ersten Teil des vorliegenden Kapitels stellen wir ein auf Ji et al. [42] zuriick-
gehendes Verfahren zur Konstruktion von interpolierenden Symbolen und Ska-
lierungsfunktionen vor, dafl auch fiir allgemeine Dilatationsmatrizen zueinander
duale Symbole und unter gewissen Voraussetzungen auch eine Familie beliebig
glatter biorthogonaler Skalierungsfunktionen mit kompaktem Tréger liefert. Im
zweiten Teil zeigen wir, wie man ausgehend von zwei zueinander dualen Symbo-
len eine exakte Symbolfamilie konstruieren kann, die nur aus trigonometrischen
Polynomen besteht. Auch dabei spielt die Interpolationseigenschaft der Symbole
eine wichtige Rolle. Diese Uberlegungen gehen auf Riemenschneider/Shen [65]
und Ji et al. [42] zuriick.

3.1 Mehrdimensionale Konstruktion von inter-
polierenden und biorthogonalen Skalierungs-

funktionen mit kompaktem Triger

In Kapitel 2.7 wurde gezeigt, dal im Falle einer endlichen Maske eine stetige
Funktion genau dann eine interpolierende Skalierungsfunktion ist, wenn das zu-
gehorige Symbol interpolierend ist und zudem das Cohen-Kriterium erfiillt, siehe
Satz 2.7.1. Deshalb startet die konkrete Konstruktion von interpolierenden Ska-

lierungsfunktionen stets mit der Konstruktion eines interpolierenden Symbols
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m € P(T"). Ist dieses nichtnegativ, so ist die von m erzeugte Skalierungsfunk-
tion @ stetig, es gilt sogar ® € L'(R"). Erfiillt 7 dann zusitzlich noch das
Cohen-Kriterium, so ist ® automatisch interpolierend, vgl. Folgerung 2.7.3.

Die entscheidende Bedeutung von interpolierenden Skalierungsfunktionen liegt
neben ihrer Verwendung in der graphischen Modellierung im engen Zusammen-
hang zu ihren orthogonalen bzw. biorthogonalen Entsprechungen. In Kapitel 2.7
wurde dies ausgenutzt, um auch fiir letztere eine analoge Charakterisierung zu
Satz 2.7.1 herzuleiten, siehe Folgerung 2.7.4 bzw. Folgerung 2.7.5. Dieser Zu-
sammenhang ist aber auch fundamental fiir konkrete Konstruktionen. Ist man
namlich in der Lage, ein interpolierendes Symbol m in der Form m = mymy
zu faktorisieren, so sind mg und my automatisch zueinander duale Symbole, gilt
sogar mg = My, so ist mgy orthogonal. Diese Symbole konnen dann verwendet wer-
den, um biorthogonale bzw. orthogonale Skalierungsfunktionen zu erzeugen. Fiir
den orthogonalen Fall geniigt es dafiir nach Folgerung 2.7.4, dal my das Cohen-
Kriterium erfiillt. Fiir den biorthogonalen Fall sind noch Zusatzvoraussetzungen
notig, siehe Folgerung 2.7.5. Im eindimensionalen Fall existiert eine kanonische
Faktorisierung, fiir n > 1 konstruiert man aus einem interpolierenden Symbol ein
neues Symbol mit derselben Eigenschaft, das dann faktorisiert werden kann.
Die eindimensionalen Konstruktionen von orthogonalen bzw. biorthogonalen Ska-
lierungsfunktionen(und Wavelets) mit kompaktem Tréiger von Daubechies, siehe
[19], [20], bzw. Cohen et al., siehe [11], [14], konnen auch in diesem Sinne inter-
pretiert werden.

Man startet mit dem einfachen interpolierenden Symbol

1+€,1 2

2

m:COSZ’]T': ‘

Fiir jedes N € N kann mit Hilfe des Lemmas von Bezout ein neues interpo-
lierendes Symbol konstruiert werden, welches das Cohen-Kriterium erfiillt und
durch m” faktorisiert wird. Dieser Faktor trigt potenziell zur Erhohung der
Regularitit der zugehorigen interpolierenden Skalierungsfunktion bei, da er das
Abklingverhalten der Fourier-Transformierten verbessert. Der zweite Faktor ver-
ringert die Regularitit, kann jedoch kontrolliert werden. Es kann gezeigt werden,
dal man mit wachsenden N (und damit wachsenden Triger der Maske) belie-
big glatte interpolierende Skalierungsfunktionen erhélt. Aus den interpolieren-
den Symbolen ergeben sich dann durch triviale Faktorisierung zueinander dua-
le bzw. mit dem Lemma von Riesz auch orthogonale Symbole. Dieses besagt,
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dal zu einem nichtnegativen trigonometrischen Polynom stets ein trigonometri-
sches Polynom mg mit m = |mg|? existiert. Fiir diese Symbole kann man eine
analoge Reguléritdtanalyse durchfiihren. (Sie werden zwar nicht durch Potenzen
von cos® -, aber durch Potenzen von (1 + e_;)/2 faktorisiert). Man kann somit
ebenfalls beliebig glatte biorthogonale bzw. orthogonale Skalierungsfunktionen
mit kompaktem Triger konstruieren, die dann auf beliebig glatte Wavelets mit
kompaktem Triger filhren. Diese Uberlegungen bilden auch die Grundlage der
zweidimensionalen Konstruktionen von Cohen/Daubechies [12] und He/Lai[39].
Fiir bestimmte Beispiele von Dilationsmatrizen ist es moglich, das zweidimensio-
nale Problem auf die eindimensionale Situation zuriickzufithren und die obigen
Techniken anzuwenden.

In diesem Kapitel diskutieren wir die von Ji et al. [42] vorgestellte mehrdimensio-
nale Konstruktion von interpolierenden Symbolen und Skalierungsfunktionen, die
man als eine Verallgemeinerung der obigen Vorgehensweise interpretieren kann.
Ahnlich wie oben startet man mit einem interpolierenden Symbol m und kon-
struiert ein neues Symbol, das ebenfalls interpolierend ist. Ist das Startsymbol
nichtnegativ und erfiillt es das Cohen-Kriterium, so erben die neu konstruierten
Symbole diese Eigenschaften. Da das neue Symbol zudem eine Potenz von m als
Faktor besitzt, erhdlt man in natiirlicher Weise auch zueinander duale Symbole
und damit Kandidaten fiir biorthogonale Skalierungsfunktionen. Im Unterschied
zum eindimensionalen Fall ist jedoch nicht klar, wie man aus den interpolieren-
den Symbolen orthogonale Symbole erhalten kann, da im Mehrdimensionalen kein
Analogon des Lemmas von Riesz existiert.

Mit dhnlichen Methoden wie im Eindimensionalen kann gezeigt werden, dafl man
beliebig glatte interpolierende bzw. biorthogonale Skalierungsfunktionen erhilt,
falls das Abklingverhalten der Fourier-Transformierten der Startfunktion geeignet
ist.

Wir benotigen noch die folgenden Bezeichnungen:

Bezeichnung 3.1.1. Fiir vorgegebenes m € Z(T") und ein Reprisentantensy-

stem {po, ..., pa 1} von Z"/pzn sei
m,, == m(-+ B 'p;).
Zudem sei fiir o = (ag,...,04-1) € N* und N € N

(m) _(@N)!__ (aN)!

« a! agl -« 1!
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Wir starten mit einem interpolierenden Symbol m € &£2(T"), d.h es gilt

a—1 a—1
Sy = om0
=0 =0

Diese Gleichung wird mit aN, N € N potenziert. Man erhilt durch die Verallge-

meinerung des binomischen Lehrsatzes

(gmpi)wz > (G;V):ijmg;: : (3.1.1)

|a|=aN

Die letzte Gleichung ist nun der Ausgangspunkt fiir die weiteren Konstruktionen.

Wir definieren noch fiir j =0,...,a —1
I'7:={a € N : |a| = aN und fiir genau j + 1 der a, gilt oy, = ||af|o} (3.1.2)

und suchen jetzt trigonometrische Polynome H(j, N) mit

aiH(J} N)p=> (“5) ﬁmg;. (3.1.3)

i=0 a€rs i=0
Da
a—1
{a eN":|a| =aN} = UF;‘
§=0

eine disjunkte Vereinigung ist, gilt dann nach (3.1.1)

?_1 (aiH(j, N)),, = a._l az_lH(j, N), = LT_I (a(iV) ﬁmﬁ:

=0 7=0 7=0 =0 7=0 aeI‘;f =0
a—1
aN o
= E | | moy =1
a p
la|=aN =0

Also haben wir dann mit .
m™ =3 H(j,N)
j=0

ein neues interpolierendes Symbol gefunden. Der nichste Satz zeigt, dal Losungen

H(j, N) existieren, die sogar durch m™¥*! faktorisiert werden kénnen.

Satz 3.1.2. Es sei m ein interpolierendes Symbol. Fiir j =0,...,a — 2 sei

I ={ac I‘;- top = ||of|lo}
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wobei I'; wie in (3.1.2) definiert sei. Setzt man fir N € N

1 aN\ %=
H(.?aN) =T ( )ngf
J + 1 acl’; a =0

und

H(a—1,N):= ((?V]\!f))a!mnmz,

so gilt fiir alle j =0,...,a — 1 die Gleichung (3.1.3). Somit ist

a—1
=2 _H(
7=0
aN a—1 (CLN)' a—1

M3 ( ) [+ L

0 a€ly =0 =0

ebenfalls ein interpolierendes Symbol. Zudem besitzt m\N) die Faktorisierung
m) — mN+1m(N)’

wober mny wiederum ein trigonometrisches Polynom ist, insbesondere sind m

und MmN := (m™) /m) zueinander duale Symbole.

Bemerkung 3.1.3. Es kann vorkommen, dafl einige der Menge I'; fiir bestimmte
a und N leer sind. In diesem Fall setzt man H(j, N) := 0.

Beweis. Es sei zunéichst angemerkt, da8 fiir jedes v € {0,...,a — 1}

(mPO(' + Bilpl/)’ SRR mpafl(' + Bilpu))

eine Permutation von (my,,...,m,, ,) ist. Dies gilt, da (po + pu,- - -, Pa—1 + pv)
selbst eine Permutation von (py, - .., pa—1) ist. Man erhélt fiir j = a — 1
a—1 ( ' a—1

> H(a—1,N), ') Z Hm (-+B7'p)
(aN)! N aN Lt
~ (Ve Uzzom”” gmm - ((N, . ..,N)) gm/’f

Da I';_; nur aus (N, ..., N) besteht, folgt (3.1.3) fiir j = a — 1.
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Fir0<j<a—2mitI;#0und 0<v <a—1gilt

1 aN\ %=¢ 1 aN\ %y
H(j’N)Pu:-— ( )ngii('—i_Blp”): ; Z ( )Hmﬁf’
] + 1 aEI‘j a =0 J + 1 aEI‘j(u) o 1=0

wobei I';(v) = {a € '] : @, = [|a||o0 }. Summiert man iiber alle 0 <v < a—1, so
folgt
a—1 a—1 a—1 a—1
HGN =2 3 () T = X () T
v=0 R R acl,v) ¥ ¢/ 20 €T >/ %o
Letzteres gilt, da jedes a € I'; ein Element von j + 1 verschiedenen I';(v) ist und
't somit von den I';(v), ¥ =0,...,a — 1 genau j + 1-mal iiberdeckt wird.
Die Gleichung (3.1.3) gilt also auch fiir 0 < j < a — 1 und m™®) ist folglich nach
unseren Voriiberlegungen ein interpolierendes Symbol.
Wir zeigen noch, daf die geforderte Faktorisierung m™) = m™N+1m,y, existiert.
Firein o € I'; mit j =0,...,a — 2 muBl oy = ||a||ec > N sei, da ansonsten im
Widerspruch zur Definition von I'; o = (NN, ..., N) gelten miiite. Somit folgt
- a2
T ; j+1

a

S (") T+ 0 T

aEFJ‘ =0

a—2 a—1 a—1
1 aN ~ (aN)! .
_ N+1 ag—N-1 a; a;
=m Zj—-l-l (a)mo Hmpi—i_(N!)aHmpi
7=0 a€l’; =1 =1
=m" " m,
(3.1.4)
mit einem trigonometrischen Polynom my ). 0

Bemerkung 3.1.4. In Derado [22] wird ein &hnliches Verfahren zur Konstruk-
tion von interpolierenden Skalierungsfunktionen vorgestellt, das ebenfalls auf der

Potenzierung der Gleichung

a—1

Zm(- +B7lp) =1

i=0
beruht. Man startet mit den nichtnegativen Symbolen mp := |my|?, wobei D :=
{Ko,...,Kq_1} ein Reprisentantensystem von 2"/,;» und my iiber
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definiert ist. Diese Symbole sind orthogonal, sieche Gréchenig/Haas [32], und wur-
den schon in Grochenig/Madych [33] zur Konstruktion von verallgemeinerten
Haar-Basen des R” verwendet. mp ist also insbesondere interpolierend. In Dera-
do [22] werden fiir vorgegebenes L € N* interpolierende, nichtnegative Symbole
Mp mit P > a(L — 1) + 1 konstruiert, die die Faktorisierung Mp = m% F haben,
wobei F' ein trigonometrisches Polynom ist. Diese Symbole erfiillen genau dann
das Cohen-Kriterium, wenn dies fiir mp zutrifft. Fiir P = a/N ergibt sich der
folgende Zusammenhang zu den von Ji et al. konstruierten Symbolen:

a—1
(N) (aN)' 1 N _
mp~+ (N!)G(E - mD)g(mD)pi = Man-

Wir betrachten nun noch speziell den Fall ¢ = 2. Nach dem Lemma von Bezout,
siehe z.B. Daubechies [20], existiert genau ein Polynom Py vom Grad N — 1, das

der folgenden Gleichung geniigt:
(1= 2)"Px(2) + 2VPn(1 - 2) =1,

Pa(z) = Ng; (N —il + z) 4

Man nennt Py auch das N-te Bezout-Polynom.
Definiert man fiir N € N* das Polynom Q)5 vom Grad N — 1 iiber

I T (i)

namlich

acly
2N-2
2N -2 , , 2N -2
_ 1 — ,)i—N 2N—2—i N—-1
;\,( ; )( z2)" Nz + N_1)%
so gilt
2N—2
2N -2 , , 2N -2
1_ N — 1_ i 2N—2—1 1_ N _N-1
(1-2)"Qn(2) :ZN< i )( 2)'z +{y_q)0-2"
und
2N—2
2N -2 . 2N -2
N 1— — 1— 2N—-2—1 1— N-1_N
2V Qn(1—2) ,ZEN . (1-2) 2t + N_1 (1-2)""z
N—2
2N -2 . , 2N -2
_ 1 — )i 2N—2—i 1 — \N-1,N
§<2N—2—i)( 2)'z +<N—1>( )
2

N—
2N -2 ; ; 2N -2
= 2 < ) >(1 _z)zZZN—2—1+ <N_ 1)(1 —Z)N_lzN.
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Mit

(2]3[__12) (1=2)VN "+ (1= 2)N 12N = (2]5:12) (1—2)N 1N

folgt insgesamt,

(1 — z)NQN(Z) + ZNQN(l . Z) _ i (QN'— 2) (1 _ z)iZZN—Z—i

1=0 E
—(1-z+2)? =1

Also stimmt (Qx mit dem N-ten Bezout-Polynom Py iiberein. Da zudem nach
(3.1.4)

mv-1) = Qn(1 —m)

gilt, erhdlt man
m™ D = mVPy(1 —m) und MY = NPy (1 — m).
Der oben geschilderte Zusammenhang wurde schon in Hampel [37] festgestellt.

Bemerkung 3.1.5. Die im eindimensionalen Fall von Daubechies in [19] bzw.
[20] zur Konstruktion von orthogonalen Wavelets mit kompakten Tréger verwen-
deten Symbole entsprechen fiir m = cos?(7-) der Wurzel der Symbole m®~1).
Eine geeignete Faktorisierung dieser Symbole wird in Cohen et al. [14] oder auch
Cohen [11] verwendet, um biorthogonale Wavelets mit kompakten Tréger zu kon-

struieren.

Das in Satz 3.1.2 aus einem interpolierenden Symbol m neu konstruierte Symbol
m®) ist ebenfalls interpolierend. Der niichste Satz zeigt, daB fiir nichtnegative
Symbole auch das Cohen-Kriterium erhalten bleibt.

Satz 3.1.6. Es set m > 0. Dann sind die in Satz 3.1.2 definierten trigonome-

(N) und m™Y) ebenfalls nichtnegativ und besitzen dieselbe

trischen Polynome m
Nullstellenmenge wie m. Erfillt also m das Cohen-Kriterium, so auch m™) und
m®™) mit demselben Kompaktum K. Ist m zudem interpolierend mit m(0) = 1,

so gilt auch m™(0) =1 und m™(0) = 1.

Beweis. Ist m positiv und interpolierend, so gilt m,, > O fiiralle: =0,...,a—1.
Somit ist m(y) als Summe von nichtnegativen Termen ebenfalls nichtnegativ.

Zudem ist m(y) genau dann Null, wenn jeder dieser Terme verschwindet. Da
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aber der Term m@ Y¥~1 als Summand vorkommt, ist die Nullstellenmenge von

myyy in der von m enthalten. Somit sind

(N) N+ N

mY =m lm(N) und MmN =m m(N)

nichtnegativ, besitzen dieselbe Nullstellenmenge wie m und es folgt unmittelbar
die Aussage iiber das Cohen-Kriterium. Wir miissen nur noch zeigen, daf§ auch

m™(0) = m™(0) = 1 gilt, wenn m interpolierend ist. Aus

m(0)=1= Y 0) =1+ Ym0

folgt m,,, (0) = 0 fiir alle ¢ # 0. Da m@ YN"1 der einzige Term in m(y) ist, in

dem m allein auftritt, ist m@—DN-1

auch der einzige Term in my) der in Null
ausgewertet ungleich Null ist. Es folgt also m(y)(0) = m@YV-1(0) = 1 und

somit auch m (0) = mM(0) = 1. O

Die nichste Folgerung beschreibt die Auswirkung der Konstruktionen auf die

zugehorigen Skalierungsfunktionen.

Folgerung 3.1.7. Es sei m > 0 mit m(0) = 1. ®, ®™) und &) seien die von

m, m™) und mN) erzeugten Skalierungsfunktionen. Ist ® interpolierend, so auch

®M)_ Ist zusitzlich ®N) € L2(R™), so sind ® und ®N) auch biorthogonal.

Beweis. Nach Satz 2.7.1 ist m interpolierend und erfiillt das Cohen-Kriterium.
Wir haben in Satz 3.1.6 gezeigt, da8 mit m(0) = 1 auch m®™) (0) = m®™(0) =1

gilt. Es ist also sinnvoll, von den von m™) bzw. m(™) erzeugten Skalierungs-

funktionen zu sprechen. Da nach Satz 3.1.2 und Satz 3.1.6 m(™)

(V)

nichtnegativ
und interpolierend ist und das Cohen-Kriterium erfiillt, ist ') nach Folgerung
2.7.3 ebenfalls interpolierend. ® selbst ist nach Voraussetzung stetig und besitzt
als Skalierungsfunktion, die von einem trigonometrischen Polynom erzeugt wird,
einen kompakten Triiger, ist also insbesondere aus L?(R"). Zudem erfiillen m
und M) das Cohen-Kriterium mit demselben Kompaktum K und sind nach
Satz 3.1.2 zueinander dual. Da auBerdem ®®) € L?(R") vorausgesetzt ist, sind

® und ®™ nach Folgerung 2.7.5 auch biorthogonal. O

Mit wachsenden N erhilt man immer gréflere Potenzen von m in den entstehen-
den Symbolen. Man kann hoffen, daf} dies wie im Eindimensionalen zur Erh6hung
der Regularitéit der zugehorigen Skalierungfunktionen beitrégt.
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Mit wachsenden N wird jedoch die Komplexitit von m(™ rasch groBer. Da
aber m(™) die entscheidenden Eigenschaften Nichtnegativitit, Interpolationsei-
genschaft und Cohen-Kriterium vom Ausgangssysmbol m erbt, ist es moglich,
das beschriebenen Konstruktionsverfahren bei festgehaltenem N auch iterativ
anzuwenden, um eine héhere Regularitét zu erreichen.

Wir starten mit einem Symbol m(®¥:?) = m und definieren fiir j € N iterativ die
Symbole

MMt ()W)

(N +1) . mNi+1) Jm (V)

es gilt also insbesondere m(M1) = m®) und MM = mW),

Es sei nun m interpolierend vorausgesetzt. Dann gilt dies nach Satz 3.1.2 auch
fir alle m(™4). Zudem sind m®™ und m®™7+Y zueinander duale Symbole. Bei
der obigen Iteration erhalten wir aber auch in jedem Schritt ein zu m duales
Symbol. Da m nimlich ein Faktor eines jeden m®9) ist, sind m und m®-)/m
ebenfalls dual zueinander. Ist das Startsymbol nichtnegativ, so sind auch alle
iterierten Symbole nichtnegativ und besitzen die gleiche Nullstellenmenge. Erfiillt
m also das Cohen-Kriterium, so gilt dies auch fiir alle iterierten Symbole und
zwar mit demselben Kompaktum K. Wir definieren dann noch die zugehérigen
Skalierungsfunktionen: Es seien also &) &) und Cf( n,j) die von mV:9) g (NV:3)
und m®™9) /m erzeugten Skalierungsfunktionen. In diesem Fall ist &4 fiir alle
j interpolierend. ®(V+) bzw. &)(N,j) sind Kandidaten fiir eine zu ®™7- bzw. &
duale Funktion.

In Ji et al. [42] wird gezeigt, dal man tatséichlich Familien von beliebig glatten
Skalierungfunktionen erhilt, falls die Abklingrate der Fourier-Transformierten der
Ausgangsfunktion groB genug ist. Dabei sagt man, ® besitzt die Abklingrate -,

wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dafl
[(w)] < e(l+ [w])

fiir alle w € R™. Die Abklingrate der Fourier-Transformation ist direkt mit der

Regularitit der Funktion selbst verbunden. Es gilt ndmlich

Satz 3.1.8. Besitzt die Fourier-Transformierte von ® € #'(R") die Abklingrate
v>n+s, so gilt ® € Ci(R").

Beweis. Siehe z.B. Hampel [37] Folgerung 3.60. O
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Es geniigt also zu zeigen, dafl die Abklingrate der Fourier-Transformierten der
oben definierten Funktionen beliebig grofl gemacht werden kann. Dies ist der
Inhalt des nachfolgenden Satzes.

Satz 3.1.9. Es sei m € Z(T") mit m > 0 und m(0) = 1. ® sei die zugehdrige
Skalierungsfunktion. Ist die Abklingrate vy von o grof$ genug, genauer gilt

In||m(n) oo

i N 1.
Yo > Nlnl/gas fiir alle N € N, (3.1.5)

so kann die Abklingrate der Fourier-Transformierten von ®N3), &W-9) ynd é(N,j)
fiir 7 =1 und wachsendes N bzw. fir fiziertes N und wachsendes j beliebig grofs

gemacht werden.

Beweis. Der vollstindige Beweis findet sich in Ji et al. [42]. Wir wollen hier die
Beweisidee am Beispiel von ®) = ®:1) illustrieren. Es sei zunichst angemerkt,
dafl in Ji et al. [42] gezeigt wird, daf} eine nur von Eigenschaften der Matrix A

abhéngige, berechenbare Konstante ¢ > 0 existiert, so daf§

1 o0
7n||m(N)|| < c fiir alle V.
Die Forderung in (3.1.5) ist also sinnvoll.

Da nach Satz 3.1.2 m™) = mN*'myy gilt, erhilt man mit

die folgende Darstellung
SO — GV,

Der erste Faktor besitzt trivialerweise die Abklingrate (N + 1)7y,. Um die Ab-

(N

klingrate von &) zu bestimmen, schiitzen wir @(N) mit Hilfe der Brute-Force

Methode ab. Dazu wihlen wir ein 7 €|1,1/p4-1[ mit
In[mw)loo
Nlnr
Nach Folgerung 2.2.4 mit v = 1 gilt
~ In||m () lloo
(I>(N) Sc(l_{_H) Inr
Insgesamt besitzt V) also die Abklingrate

_ Inflmgw)lle

N+1
(N + 1) oy

In|lmnylleoy |, Inllmmylloo
= (N+1) (-
( + )(70 Nlinr ) Nlinr

Nach Wahl von r kann diese also beliebig grofi gemacht werden. 0
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Bemerkung 3.1.10.

1. Fiir j = 1 fest und N wachsend nimmt sowohl der Durchmesser des Trégers
der Maske also auch die Abklingrate der Fourier-Transformierten linear
in N zu. Es zeigt sich, daf fiir ein fixiertes N und grofler werdendes j
sowohl der Durchmesser des Tréigers als auch die Abklingrate der Fourier-
Transformierten geometrisch in j anwéchst, d.h. um die Regularitit effizient
zu erhdhen und gleichzeitig die Grofle des Tragers zu kontrollieren, ist es
besser, N zu vergroflern. Auf der anderen Seite nimmt die Komplexitit von

m(n), wie schon erwéhnt, mit wachsendem N stark zu.

2. Die Abschitzungen fiir die notwendige Startregularitit sind eher pessimi-
stisch. Wir stellen in Kapitel 4 einen Zugang vor, der fiir ein vorgegebenes

Symbol eine genauere Regularitidtsanalyse moglich macht.

3.2 Konstruktion von exakten Symbolfamilien

Eine weitere wesentliche Voraussetzung zur Konstruktion von biorthogonalen
Wavelets mit kompaktem Triger ist die Kenntnis einer exakten Symbolfami-
lie, die nur aus trigonometrischen Polynomen besteht, siehe Kapitel 2.8. Wir
stellen hier ein auf Ji et al. [42] bzw. Riemenschneider/Shen [65] aufbauendes
Verfahren vor, das ausgehend von zwei zueinander dualen Symbolen eine sol-
che exakte Symbolfamilie erzeugt. Entscheidend dabei ist die Lésung des fol-
genden Matrix-Erweiterungsproblems. Es sei .2 im weiteren der Ring der n-

dimensionalen Laurent-Polynome, d.h.

. -1 -1
L =Clz1,2]{ sy 2n, 2,

= {Z hy2"® : (hy) € £(Z™) ist eine endliche Folge}.

kezZ™

Matrix-Erweiterungsproblem 3.2.1. Es seien zwei Zeilenvektoren
P = (Po, .. -;PN—I); Q= (Qo, .. -;QN—l) € LN mit

N
PQ'=) PQ, =1
v=0

gegeben. Gesucht seien zwei Matrizen X, Y € ZNVxN

X=X, hundY = (v,)N!

H,v=0 H,v=0
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mit
XYt=Ey

und Xy, =P, Yo, =Q, fir v =0,..., N — 1, d.h die erste Zeile von X stimmt
mit P und die erste Zeile von Y stimmt mit () iiberein.

Das entscheidende Hilfsmittel zur Losung des obigen Problems ist der Satz von
Quillen-Suslin fiir den Ring der Laurent-Polynome .. Wir benétigen noch die
folgende Definition:

Definition 3.2.2. Z sei ein abelscher Ring mit 1.

1. P=(Py,...,Py_1) € Z™N heilt unimodulare Zeile, falls ein
Q= (Qq,-...,Qn_1) € Z™N existiert mit

N
PQ'=) PQ, =1
v=0

2. P=(Py,...,Pi1) € Z™N heit erweiterbar iiber Z, falls eine invertier-

bare Matrix K € Z¥*N existiert mit
KO v — PI/

)

firv =0,...,N — 1, d.h. die erste Zeile von K stimmt mit P {iberein.

3. Z besitzt die unimodulare Zeileneigenschaft, falls fiir alle N € N gilt: Jede

unimodulare Zeile ist erweiterbar.

Nach Definition ist jede erweiterbare Zeile unimodular. Die Umkehrung ist i.a.
nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt, das sich schon in Jia/Micchelli [46]
findet.

Beispiel 3.2.3. Fiir ein n € N* sei S"~! die (n — 1)-dimensionale Sphire
n—1
{(%0, . ,-Tn—l) e R": Zl‘? = 1}
=0
% sei der abelsche Ring aller reellwertigen stetigen Funktionen auf S"~!. Man
betrachte die Funktionen P,, die durch
P,(z):=z,, v=0,...,n—1

gegeben sind. Dann ist P := (P,..., P,_1) eine unimodulare Zeile mit Q = P.
Aber nach einem Satz von Adam, siehe [1], ist P genau dann erweiterbar iiber
X, fallsn=1,2,4,8.
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Ein hinreichendes Kriterium dafiir, daf} ein Ring &% die unimodulare Zeileneigen-
schaft besitzt, liefert der nachfolgende Satz.

Satz 3.2.4. Es sei Z ein kommutativer Ring mit Eins. Ist jeder endlich-erzeugte
projektive Z-Modul frei, so erfillt # die unimodulare Zeileneigenschaft.

Beweis. Siehe Rutman [67] Theorem 4.51. O

Nun besagt der berithmte Satz von Quillen-Suslin, siehe Quillen [63] und Suslin
[74], daf fiir einen Polynomring iiber einen Korper die Proposition des vorange-

gangenen Satzes erfiillt ist. Wir erhalten also:

Satz 3.2.5 (Quillen-Suslin). Es sei K ein Kdrper. Dann besitzt der Polynom-

ring K|z1, - .., z,] die unimodulare Zeileneigenschaft.
Beweis. Siehe Quillen [63] und Suslin [74]. O

Fiir Ringe von Laurent-Polynomen iiber einem Korper ist die Aussage des Satzes
von Quillen-Suslin ebenfalls richtig, siehe Swan [75]. Aus Satz 3.2.4 folgt also

Satz 3.2.6 (Swan). FEs sei K ein Kdrper. Dann besitzt der Ring der Laurent-
Polynome K[z, 2, -+, 2, 2 '] die unimodulare Zeileneigenschaft, insbesondere
gilt dies fir L.

Wir stellen nun zunéchst einen Algorithmus zur Losung des Matrixerweiterungs-
Problems 3.2.1 vor und schlieflen daran eine Diskussion der einzelnen Schritte an.
Wenn wir davon sprechen, daf§ ein K € ZV*¥ invertierbar ist, so meinen wir
Invertierbarkeit im Ring ZV*N, d.h. es existiert ein Element aus K’ € #N*V
mit

KK' =K'K = Ey.

Existiert ein solches Element, so bezeichnen wir dieses mit K '.

Algorithmus 3.2.7. Es seien P = (Py,..., Px_1),Q = (Qo,...,Qn_1) € LN
mit PQ! = Z,],V:o P,Q, = 1 vorgegeben.

1. Finde eine invertierbare Matrix K € ZV*N mit

K= |, Kye N
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2. Ersetze die K, aus K durch G, so daf} sie orthogonal zu () sind:
G, =K,— (K,Q")P
firp=1,...,N—1.

3. Definiere

Gna
Dann ist X € ZV*N wieder invertierbar.
4. Berechne Y* := X~!. Es gilt
XY'=VY!X =Ey

und Xo, =P, Yy, =Q, firv=0,...,a—1, d.h. X und Y sind Lésungen
des Matrixerweiterungs-Problems 3.2.1.

Zu 1. Satz 3.2.6 sichert zunichst nur die Existenz einer solchen Matrix K. Es exi-
stieren jedoch Algorithmen fiir den Satz von Quillen-Suslin fiir Laurent-Polynome,
siehe Laubenbacher/Woodburn [50] und Park [61], die verwendet werden kénnen,
um K zu berechnen. Diese Algorithmen bendétigen als Input eine unimodulare
Zeile P € N und liefern als Output eine invertierbare Matrix U € ZN*N
mit

PU = (1,0,...,0).
Somit folgt P = (1,0,...,0)U !. Die Matrix K := U ! besitzt also P als erste
Zeile. In Riemenschneider/Shen [65]wird zur Konstruktion von K ein Algorithmus
von Logar/Sturmfels vorgeschlagen, siehe [55]. Dieser behandelt jedoch nur den
Fall der Erweiterung einer unimodularen Zeile mit Eintréigen aus Clzy, ..., 2,].
In vielen wichtigen Féllen 148t sich die Matrix K jedoch aufgrund von Eigen-
schaften von P direkt angeben, vgl. Bemerkung 3.2.11.
Zu 2. Es gilt fiiralle py=1,..., N —1

Gth = Kth - (Kth)PQt
=K,Q"'- K,Q"'=0.

Zum Nachweis, dal X € ZV*V aus 3. invertierbar ist, bendtigen wir noch das

nachfolgende Lemma:
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Lemma 3.2.8. Fir X € ZN*N st dquivalent:

1. X ist invertierbar.

2. X(z) € CN*N st invertierbar fiir alle z € C*".

Beweis. Der Schritt von 1.=-2. ist klar. Es gelte nun 2. Man definiere fiir z € C*"

Wir miissen zeigen, dafl die Eintridge von W Laurent-Polynome sind. Es gilt nach
der Cramer-Regel fiir alle z € C*"

1

W) = G x)

X#(2)

mit

X#(2) = ((=1)"*" det X, ()

1,05
wobei X, die Matrix ist, die aus X durch Streichen der v-ten Zeile und pu-ten
Spalte entsteht. Da die Eintrige von X# Laurent-Polynome sind, reicht es also zu
zeigen, dafl 1/det X ein Laurent-Polynom ist. Nach Voraussetzung ist det X ein
Laurent-Polynom, das keine Nullstellen in C*" besitzt. Somit existiert ein 5 € N*
mit 5; > 1, so daf

FPdet X(2) =0 = 2 =0.

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gibt es also ein p € N mit
2P det X(2) teilt 27...22 in Clzy, ..., ).

Da Clz1, ..., z,] ein faktorieller Ring ist und die Polynome f;(z) = z; irreduzibel
sind, haben alle Teiler von 2z} ...2? die Form cz* mit ¢ € C* und o € N*, a;; < p.

Somit existiert ein k € Z™ und ein ¢ € C* mit
det X (2) = c2".

Also ist 1/det X ein Laurent-Polynom und alle Eintrige von W sind Laurent-
Polynome, d.h. W € ZNxV, O

Zu 3. Nach dem Lemma 3.2.8 geniigt es zu zeigen, dafl die Zeilen von X (z) linear

unabhéngig fiir alle z € C*" sind. Es seien also g, ..., Axy_1 € C vorgegeben mit

N-1
0=XP(z) + > MGyu(2) fiir alle z € C*".
p=1
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Daraus folgt nach Konstruktion
N—1 N-1
0=(Xo— Z MK (2)QN2)) P(z) + Z MK, (2) fiir alle z € C*".
pn=1 pu=1

Da nach 1. K € #N*¥ invertierbar ist, sind die Zeilen von K (z) fiir alle z € C*"

linear unabhéngig, und es gilt
N-1
Ao — Z MK, (2)QN(2) = 0 fiir alle z € C"
u=1

und

Also ist auch Ay = 0.
Zu 4. Nach Konstruktion gilt

XQ'= | | undsomit Q' =Y

Bemerkung 3.2.9. Gilt P(z) = Q(z) fiir alle z € C* mit [z;| = 1 fiir alle
j =1,...,n, so kann man Lésungen X, Y € Z¥*N des Matrixerweiterungs-

Problems 3.2.1 angeben, fiir die
Y(z) = X(2) fir alle z € C* mit |z;| =--- = |z,] =1 (3.2.1)

gilt. Dazu miissen die Zeilen der Matrix K (e 2™ ... e~?"%nr) mit Hilfe des
Schmidt-Verfahrens orthonormalisiert werden. Die neu entstehende Matrix aus

P(T™)N*N definiert eine invertierbare Matrix aus .ZV*", die wir wiederum mit
X bezeichnen. Fiir YV := (X~1)! gilt dann (3.2.1).

Wir zeigen nun, wie man den Algorithmus 3.2.7 verwenden kann, um ausgehend
von zwei zueinander dualen Symbolen eine exakte Symbolfamilie zu konstruieren.
Es seien im weiteren {kq,...,kq_1} und {po, ..., pa_1} Reprisentantensysteme
von 2%/ azn bzw. 2" /pza und m = 3", n hre_p und mo =y, 4. hie_y, zueinander
duale trigonometrische Polynome, d.h. es gilt

a—1

> (mm)(-+ B 'p,) =1.

v=0
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Ziel ist nun die Konstruktion einer exakten Symbolfamilie {m*, m# Z;}) mit m® =
m und m° = m, wobei die einzelnen m* und m* allesamt trigonometrische Poly-
nome sein sollen.

Wir stellen diese Konstruktion wiederum in algorithmischer Form vor und disku-

tieren anschlieend die Giiltigkeit der einzelnen Schritte.

Algorithmus 3.2.10. m = 3, s he , m = >y cgnhre p € P(T") seien
zueinander duale Symbole.

1. Definiere fiir v =0,...,a— 1 und z € C*"

P,(2) = Z e, A 2®

kezZn

und

Qu(z) = Z l:zn,,JrAkz_k.

kezn
Dann sind P := (Py,..., P, 1), Q := (Qq,--., Q4 1) aus £1*® und es gilt

a—1
PQ'=) PQ,=1
v=0
2. Wende Algorithmus 3.2.7 mit N = a auf P und ) an und erhalte somit

Matrizen X, Y € Z%x.

3. Definiere fiir py =0,...,0a —1 und w € R®

und

wobei €* := (e*,...,e*)! fiir z € C".

Dann gilt m#, m# € 22(T") fiir alle 4 = 0,...,a — 1 und m® = m bzw.

mb = m.

4. Fiir die Matrizen

M = (m (-4 p,))5 g und M = (R#(-+ p,)i!

uw=0
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gilt
M (w)M*(w) = M(w)M(w)* = X (e7 2Byt (e72mBe) =

d.h. {m# mH} ist eine exakte Symbolfamilie.

Zu 1. Da {kq,...,kq 1} ein Reprisentantensystem von 2"/, ist, ergibt sich Z"
als die disjunkte Vereinigung der Nebenklassen k, + AZ™, v =10,...,a — 1. Wir
erhalten
a—1 a—1
m = Z hre p = Z z hre p = Z Z P, + AKE Ak
kezZm™ v=0 k€K, +AZ"™ v=0 kezZ™
a—1
= Z ( Z hn,,—l—Ak:e—Ak:)e—n,,-
v=0 kezZ™

Beachtet man nun noch

e—Ak(L&J) — e—2m‘<Ak|w> _ e—27rz'<k|Bw> _ (e_zmgw)k

b

fiir w € R™, so folgt

@
H

m(w) = Z Py ak (€775 e, (w)

kezZ™

- (3.2.2)
— P,,(eiQWiBw)e,n” (w)
v=0
Man erhilt analog
-1
m(w) = Z Z hm,—f—Ak ZMBM)k)e—nu (w)
v=0 keZn
a—1
=3 (X e ael@ ) e, ) (323)
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Firpu=0,...,a—1 gilt

a—1
miw+ Bp) = D P T e (w4 B p,)
v=0

a—1
=Y P (w+ Bp,)
v=0

€—ro(w+ B~ 'py)
— P(e—QﬁiBw)
e*”a—l (w + B_IIOM)

und somit
(m(w+ B 'pg),...,mw+ B 'p,_1)) = Ple”™P)NU(w), (3.2.4)

wobei
Uw) = (e~x, (W + B "))}, uo-
Analog folgt
m(w + B~" po)
: = (U(w))'Q"(e~*P¥). (3.2.5)
m(w + B~ pg-1)
Da die Matrix U(w) fiir alle w € R™ unitér ist, siehe z.B. Chui/Li [8], und da m

und 7 dual zueinander sind, gilt

L= Y () + B o) = Y (mm)(w+ Bp)

— P(efQWiBw)U(w)(U(w))*Qt(ef%iBw)
— P(e—27riBw)Qt(e—27riBw) — (PQt) (e_QWiBw).

Es gilt also auch (PQ?)(e ?™) = 1 fiir alle w € R". Da die Koeffizienten der
trigonometrischen Polynome eindeutig bestimmt sind, gilt somit PQ* = 1.

Zu 2. Algorithmus 3.2.7 kann angewandt werden, da, wie eben gezeigt, PQ' = 1
gilt.

Zu 3. Wir miissen nur noch nachweisen, da§ m® = m und m° = m. Nach (3.2.2)
bzw. (3.2.3) und da nach Konstruktion die erste Zeile von X mit P und die erste

Zeile von Y mit @ iibereinstimmt, gilt
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bzw.

ZYE) e ZMBw e—l-a,, ZQ —27rsz e—n., (w) = 7M.

Zu 4. Aus der Definition von X, und Y, , folgt analog wie oben, siehe (3.2.4)
und (3.2.5),

(m*(w~+ B 'py),...,m"w+ B pac1)) = (Xuole >™P9), ..., Xpaoi(e 2P U (w).

bzw. _ .
mH(w + B~ po) Y, o(e2mBe)
: = (U W) :
mt(w+ B~ pa-1) Y a-1(e72759)
und somit
M(w) = X (e72"B)U(w) und M*(w) = (U(w))*Y* (e 2"B), (3.2.6)

Es gilt nach Konstruktion X (2)Y*(z) = E, fiir alle z € C*" und somit auch fiir
alle w € R*

M(w)M*(w) — X(e—QwiBw)Yt(e—Zm'Bw) — Ea,-
Damit folgt auch

Bemerkung 3.2.11.

1. Ist m interpolierend (dies ist z.B. der Fall, wenn man die zueinander dualen
Symbole mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 3.1 konstruiert hat), so ist der
entscheidende Schritt 1 in Algorithmus 3.2.7 besonders einfach. In diesem
Fall gilt nach (2.4.2)

hap = 507’“ fiir alle k € Z"

und somit Py = 1/a. Man findet direkt eine invertierbare Matrix K € £%*%,

die P als erste Zeile enthilt, ndmlich

P P ... P,
1 0
K = @
0 1

Also auch hier zeigt sich die besondere Bedeutung von interpolierenden

Symbolen und Skalierungsfunktionen.
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2. Unsere Darstellung unterscheidet sich an mehreren Stellen von den Origi-
nalarbeiten Riemenschneider/Shen [65] und Ji et al. [42], dort werden zum
Beispiel P, und @), in 1. wie folgt definiert:

Z hn,,+AkZ und @, (2 Z hnu+AkZ

kez™ kez™
Bei dieser Wahl impliziert die Dualitdt von m und m jedoch nicht die Be-
dingung PQ* = 1, die zur Anwendung des Algorithmus 3.2.7 benéstigt wird.

Ein weiterer Fehler findet sich in 3. bei der Definition von m¥. Die Definition

a—1

o= Y Tl T ),

v=0

fithrt nicht auf den gesuchten Zusammenhang (3.2.6).

3. Wir haben gezeigt, dal wenn m, m und P,() wie in 1. Schritt von Algorith-
mus 3.2.10 miteinander verbunden sind, jede Losung (X,Y) des Matrix-
Erweiterungsproblems 3.2.7 eine exakte Symbolfamilie definiert. Die Um-
kehrung ist aber ebenfalls richtig. Ist eine exakte Symbolfamilie (m*, m*)
mit m® = m und m® = m gegeben, so besitzen die Symbole analog zu
(3.2.2) bzw. (3.2.3) die folgende Darstellung:

a—1
=2 (D b an(€75) ey, (w).

v=0 keZ"

bzw.

a—1

Z Z h (€7 B e (w).

v=0 keZn

Definiert man X, Y € Z%*¢ {iber
Z hy, 42" bzw. Y, Z My ax? ™"
kezm kezZm™
so ist (X,Y’) Losung des Matrix-Erweiterungsproblem 3.2.7.
4. Gilt m = m, d.h ist m orthogonal, und sind P, Q € £'** wie im 1. Schritt
von Algorithmus 3.2.10 definiert, so folgt P(z) = Q(z) fiir alle z € C"

mit |z;| =1 fiir alle j. Nach Bemerkung 3.2.9 kann man nun Losungen X,
Y € %% des Matrixerweiterungs-Problems 3.2.1 finden, fiir die

Y(z) = X(2) fir alle z € C" mit |z| =---=|2,] =1
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gilt. Fiir die Symbole aus dem 3. Schritt von Algorithmus 3.2.10 gilt al-
so m* = m* fiir alle p = 0,...,a — 1. Dies liefert die Grundlage fiir die
Konstruktion von orthogonalen Wavelets, vgl. Bemerkung 2.8.10. Die Pro-
blematik bei der Konstruktion von orthogonalen Symbolen im allgemeinen

Fall haben wir schon in der Einleitung zu diesem Kapitel diskutiert.

Wir diskutieren nun noch den Fall ¢ = 2. In diesem Fall kann man alle Lésungen
des Matrix-Erweiterungsproblems 3.2.7 direkt angeben.
Wir starten mit P = (P, P1), Q = (Qo, Q1) € Z'*? mit

PyQo + P, = 1.

Ziel ist nun die Bestimmung aller invertierbaren Matrizen

P I P i A (3.2.7)
KO K1 Ql *

Dadurch sind alle Losungen des Matrix-Erweiterungsproblems gegeben, wenn
man Y iiber Y = X! definiert.
Analog wie im Beweis von Lemma, 3.2.8 folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz

det X (2) = cz“ mit ¢ # 0 und o € Z™.

Nach der Cramer-Regel folgt

Qo )_cz—a 0 Ky(2)| = e
und

Qi(z) = — Ko(z) 0|~ ez
Es folgt

Ko(z) = —cz%Q1(2) und Ki(z) = cz®Qo(2)

und in Matrixschreibweise

2) = Po(z) P1 (Z)
xo= (B0 m9 ) oas

Ebenfalls mit der Cramer-Regel erhélt man fiir Y := (X~!)¢

_ Qo(2) @Q1(2)
Y(2) = (—(cz"‘)_lPl(z) (cza)—lpo(z)> . (3.2.9)
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Wir haben also gezeigt, dafl jede Losung von (3.2.7) die Form (3.2.8) besitzt.
Umgekehrt ist aber auch jedes X der Form (3.2.8) mit ¢ # 0 und a € Z" Losung
des urspriinglichen Matrix-Erweiterungsproblems.

Wir wollen nun noch berechnen, wie die zugehdrigen Symbolfamilien in diesem
Fall aussehen. Es seien m, m zwei zueinander duale Symbole und P = (P, P,),
Q = (Qo, Q1) wie im 1. Schritt von Algorithmus 3.2.10 definiert. X, ¥ = (X 1)
seien Losungen des Matrix-Erweiterungsproblems und m#, m# mit Hilfe von X
und Y definiert. Nach (3.2.6) gilt mit (3.2.8)

W) = mo(w) mo(w"‘B_lpl) — X (e~ 2 B9[] (4
M(w) (ml(w) ml(w—i-Blpl)) = )

. , (3.2.10)
_ ( P0(6727mb) 1‘_)1 (efQMBw) ) U(w)
)

—CE_ Aq (W)Ql (67271'2'30.1) Ce_ Aq (W)QO (efQWiBw

bzw. mit (3.2.9)
T — [MW) @+ BT0)\ _ sy,
M(w) ( Lw) ml(w+Blpl)> " e

:< Qe ) Q) )W.

S 3

—C —16_Aa (W)W z —1€_Aa (w)Po(e_ZMB“’)
(3.2.11)

Fiir die Matrix U, die den Zusammenhang zwischen Symbolen und Laurent-
Polynomen herstellt, gilt

1 1
U= (e, (-+B! oy =
(e -+ B p))us ( e_m(B_lpl)e_m)

Da U unitér ist, gilt insbesondere e_,, (B~!p;) = —1 und somit

1 1
o )
€ r; —C€ g

Aus (3.2.10) erhalten wir also
m®(w + B p1) = Xoole 2) — Xoy(e 2 P)e ()
— Py(e 2mBwY _ P (e 2B (1)
und
m(w) = Xio(e2MB2) 4 X, (e 27B%)e_, ()
= ce_aa(w) (= Qu(e72™B4) 4 Qo(e~2"B)e . (w))

= ce_r;—a0(W) (Qo(€™7™P¥) — Qu(e7*™F)ey, (w)),
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aus (3.2.11)

m’(w + B~ p1) = Yoo(e~275¢) — You (e~27B%)e_y, (w)
— Qo(ef?m'Bw) _ Q1(672m’Bw)67'Cl (w)

und

ml (w) — Y’lo(efZWiBw) + Yn(e*%ww)e,/ﬁ(w)
E_le_Aa(w)( _ Pl(e—Zm'Bw) + Po(e—Zm'Bw)e_m (w))

Efle_Aa_m(w)(po(e—Qm'Bw) _ P1(6_2”B“’)€m(w))-

Es gilt also
m' = ce_p,_4am’(- + B™'py)

und

mt=¢

le*manmO(' + Bilpl)‘

Nach Bemerkung 3.2.11, 3. miissen alle Symbole, die m und m zu einer exakten
Symbolfamilie vervollstéindigen, von dieser Form sein. Fiir &« = 0 und ¢ = 1 sind

dies die Symbole, die schon in Cohen/Daubechies [12] verwendet wurden.



Kapitel 4

Regularitit von

Skalierungsfunktionen

In diesem Kapitel verkniipfen wir aufbauend auf der Arbeit Cohen et al. [15]
die Regularitit einer mehrdimensionalen Skalierungsfunktion mit Spektraleigen-
schaften des zugehorigen Transferoperators 7,,. Wir verwenden als Maf} fiir die
Regularitit den sog. L'-Sobolev-Exponenten bzgl. der Pseudonorm x . Letztere
wird in Abschnitt 4.1 vorgestellt. Wir charakterisieren den Sobolev-Exponenten
mit Hilfe des Spektralradius des auf einen geeigneten Unterraum eingeschrinkten
Transferoperators, wobei dieser Unterraum verallgemeinerten Nullstellenbedin-

gungen geniigen muf, die wir in Paragraph 4.2 ausfiihrlich diskutieren.

4.1 Pseudonormen

Es sei im weiteren fiir ein B € R"*" stets a := |det B|.

Definition 4.1.1. Eine Funktion xp : R* — R heifit Pseudonorm (bzgl. B €
R*™) falls gilt

1. xp ist stetig auf R".
2. Fiir alle w # 0 gilt xp(w) > 0 und xp(w) = xB(—w).
3. Fiir alle w € R gilt: xp(Bw) = a'/"xp(w).

Bemerkung 4.1.2. Pseudonormen bzgl. einer Matrix B wurden von Lemarié-
Rieusset in [54] eingefiihrt und spéter von Cohen et al. in [15] verwendet, um

100
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die Regularitdt von mehrdimensionalen Skalierungsfunktionen zu charakterisie-
ren, vgl. Abschnitt 4.3. Unsere Definition einer Pseudonorm unterscheidet sich
leicht von der von Lemarié-Rieusset angegebenen. Dort ist eine Pseudonorm nach
Definition eine ¥ *°-Funktion auf R” \ {0} und es gilt statt 3.

3.” Fiir alle w € R gilt: x5(Bw) = a x5(w).

Das néchste Lemma sichert fiir invertierbare Matrizen B mit gg-1 < 1 die Exi-
stenz einer zugehorigen Pseudonorm, die sogar auf R™ \ {0} eine €*°-Funktion
ist, und zeigt, daB diese bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist. Der Beweis
findet sich auch schon in Lemarié-Rieusset [54], vgl. das dortige Lemme 17. Wir
fiihren ihn hier vor, um nachzuweisen, dafy die Aussage 2 auch fiir Pseudonormen
nach unserer Definition gilt.

Lemma 4.1.3. Es sei B € R"™*"™ invertierbar mit op-1 < 1. Dann gilt:

1. FEs existiert eine Pseudonorm xp bzgl. B, die auf R*\{0} eine €*-Funktion

1st.

2. Es seien x1, X2 zwet Pseudonormen bzgl. B. Dann existiert eine Konstante
c >0, so daf$ fir alle w € R* gilt

) £ 6) < cal).

Beweis. 1. Man wihle fiir 1 < X < 1/gp-1 < pp < )\ geméfl Lemma 1.3.3 eine
Norm mit
Nlwll < |Bwll < Allw]]

fiir alle w € R™. Somit gilt auch
N lwl| < |Bw]| < N]|w]| (4.1.1)
fiir alle j € N und w € R". Zudem erfiille ¢ € 2(R"):
1. ¢ >0, p(w) = ¢(—w) fiir alle w € R™.
2. suppp C{w:1/2 < Jjw| <A+ 1/2}.

3. p(w) =1 fir alle 1 < |lw| < A
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Eine solches ¢ erhilt man durch geeignete Regularisierung der charakteristischen
Funktion von {3/4 < ||lw|| < A+ 1/4}. Als Kandidaten fiir die gesuchte Pseudo-

norm bzgl. B definiert man nun
X = Y a?"p(B).
j=—00

Fiir w # 0 gilt nach Bemerkung 1.3.4 Biw — 0 fiir j — —occ und Blw — oo fiir
j — 00. Da die ¥*°-Funktion ¢ kompakten Triger besitzt, ist xp in R \ {0} die
lokal-endliche Summe von ¢ *°-Funktionen und somit dort selbst ¢*°. Fiir alle w
und j > 0 gilt nach (4.1.1) und da X' > 1

: 1
1B w|| < 75

< el < llwll-

Somit gilt fiir ||w|| < 1/2 aufgrund der Eigenschaft 2 von ¢
xB(w) = Za’j/"go(ij).
j=1

Diese Reihe konvergiert wegen a > 2 nach dem Konvergenz-Kriterium von Wei-
erstrafl gleichméfig fiir ||w|| < 1/2. Somit ist xp auch stetig in der Null. Zudem
gilt

xp(Bw)= Y a7 "p(B7w) = a'/m Y am 0T Mp(BITw) = oty ()

und da ¢ eine gerade Funktion ist, ist auch x g gerade. Es bleibt noch zu zeigen,
da8 xp auf R” \ {0} positiv ist. Man definiert dazu fiir w # 0

jo = jo(w) := max{j € Z : ||Biw| < 1}. (4.1.2)

Ein solches j, existiert, da Biw — 0 fiir j = —oo und B'w — oo fiir j — oo.
Somit erhélt man nach (4.1.1)

1< ||BPHw| < A|BPw| < A
und nach der Eigenschaft 3 von ¢ auch
xg(w) > a~Uot/np(Biotly) = g~ Uotl)/n 5 (4.1.3)

wobei die erste Ungleichung gilt, da ¢ nichtnegativ ist.
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2. Es sei x1 eine weitere Pseudonorm. Man definiert
K:={weR":1< xp(w) <a/"}.

Da xp stetig auf R™ ist, ist K abgeschlossen. Fiir ||w|| > A? gilt nach (4.1.1)

| B 2w|| > “;\0—2” > 1.
In diesem Fall muB jo(w) aus (4.1.2) echt kleiner als —2 sein. Es gilt nach (4.1.3)
xe(w) > a®™ fiir alle ||w|| > A2
und somit nach Definition von K

|lw|| < A? fiir alle w € K.

Folglich ist K beschrinkt und insgesamt kompakt. Die stetige Funktion x; ist
damit auf dem Kompaktum K beschrinkt und, da die Null nicht in K enthalten
ist, dort auch positiv. Es existiert also eine Konstante ¢ > 0 mit

1
- < x1(w) < cfiir allew € K. (4.1.4)
c

Man wéhle nun zu w # 0 ein j = j(w) mit

a" < xp(w) < oV,

Dann gilt
1 <a"yp(w) = xp(Bw) < a'/m (4.1.5)
und folglich B~w € K, d.h. es gilt nach (4.1.4)
1 )
LB <e (4.1.6)
c
Man erhilt mit der Pseudonorm-Eigenschaft von xpg bzw. x;
1 ai/m (4L y i B
EXB(W) = xp(B7w) < d"xp(Bw)xi (B w)
(4.1.5) :
< @UHh/my, (B7w) = a'’"x1 (w)
und
_ . (416)
x1(w) ="y (B7w) < cad/m

(4.1.5) o
< ea"xp(Bw)d™ = exp(w).

Wir haben also gezeigt, dafl jede Pseudonorm dquivalent zu yp ist. Somit sind

auch je zwei Pseudonormen dquivalent zueinander. O
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Bemerkung 4.1.4. Aufgrund des Ergebnisses 2 aus dem obigen Lemma sprechen

wir im weiteren stets von der Pseudonorm bzgl. B.

Fiir komplex diagonalisierbare Matrizen kann man die Pseudonorm direkt ange-

geben. Dazu beachte man die folgende Bezeichnung:

Bezeichnung 4.1.5. Es sei v € R}, Man definiert fiir w € C”

n

jwly = Z‘wjpj-

i=1

Lemma 4.1.6. Es sei B € R"*" invertierbar mit pg-1 < 1 und (komplezx) dia-
gonalisierbar, es existieren also Matrizen C', D € C”" mit BC' = CD, wobei
C invertierbar und D = diag(\y, ..., \n). Dann ist die Pseudonorm bzgl. B fiir

w € R™® durch
Ina

=|C™! ity = ————
XB((U) | w")’ mi fY] nln‘A]|7

(4.1.7)
gegeben.

Beweis. Da pp-1 < 1, gilt 7; > 0 fiir alle j = 1,...,n. Somit erfiillt |-|, (und
damit auch |C!-|,) die Voraussetzungen 1. und 2. aus Definition 4.1.1. v ist

zudem gerade so festgelegt worden, da8 |\;|% = a'/". Es folgt
n n
[Dwly = N[ w7 = a'/™ Y w1 = a' /" wl,.
7j=1 7j=1

|-|4 ist also die Pseudonorm bzgl. D und es gilt nach Definition von xp
xs(Bw) = |C™'Bwl|, = |[DC7'w|, = a'/™|C7'w|, = a'/"xp(w).
U

Bemerkung 4.1.7. Da eine isotrope Matrix B nur Eigenwerte mit demselben
Betrag besitzt, gilt v = (1,1,...,1)". In diesem Fall stimmt |-|, also mit der
1-Norm || iiberein. Fiir xp kann also die Norm |C'~!-| gewihlt werden, wobei
C € C"" wie in Lemma 4.1.6 eine invertierbare Matrix von Eigenvektoren zu
B ist. Fiir isotropes B entspricht die Pseudonorm somit der Norm aus Lemma
1.3.3.
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Im isotropen Fall ist die Pseudonorm also eine Norm auf dem R™ und folglich
existiert zu jeder Norm ||-|| auf dem R" eine Konstante ¢ = ¢(||-||) > 0 mit

1
—|lw|| < xB(w) < ¢||w|| fiir alle w € R".
c

Im allgemeinen Fall gilt noch folgendes Ergebnis, dessen Beweisidee auf Lemarié-

Rieusset zuriickgeht, vgl. [54] Lemme 17.

Lemma 4.1.8. Es sei B € R™™ mit pg-1 < 1 und xp die zugehdrige Pseudo-

norm, sowie

Ina Ina
So 1= und 1o i= ———.
nlnopg nln pg-1
Dann existieren zu jeder Norm ||| auf dem R™ und fir alle 0 < s < sq und

ro < 1 < 0o Konstanten c; = ¢1(s,||-]|) > 0 und co = co(r, ||-||) > 0 mit
Lo s g
el < xp(w) < erf|w]]” fir flwll <1

und .
c—lllwlls < xs(Ww) < eflwl]” fir ||lwl| > 1.

Beweis. Zu 1 < X < 1/pp-1 und A > pp existiert nach Lemma 1.3.3 eine Norm
auf dem R" mit
N|w|| < [|Bw]|| < A|w|| fiir alle w € R™. (4.1.8)

Es geniigt, die obige Aussage fiir diese feste Norm zu zeigen. Da ||B’w|| nach
(4.1.8) fiir alle w € R™ \ {0} monoton iiber alle Grenzen wéchst, existiert fiir

jedes w # 0 ein j = j(w) € Z™ mit
1B w|| < 1, [|Blw| > 1,

es gilt also
1< ||Bw| < BB w| < ||B]. (4.1.9)

Da die stetige Funktion yp auf dem Kompaktum
K :={w:1<|wl| <|IB[[}

beschriinkt ist, gilt 0 < ¢ < xp(w) < C fiir allew € K. Nach (4.1.9) ist Blw € K,
die Eigenschaft 3 aus Definition 4.1.1 impliziert also

ca/" < a7y p(Blw) = xp(w) < Ca™9/™, (4.1.10)
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Fiir ||w|| < 1ist j > 1 und es folgt aus (4.1.8)
Nlwl| < [|BPwl| < V]|
und nach (4.1.9)
N flwll < [|B]] und 1 < XJw].
Aus der Monotonie des Logarithmus folgt
n% < —jInXN und —jInA < In|jw]. (4.1.11)

Durch Multiplikation der ersten Ungleichung von (4.1.11) mit Ina/(nln \') und
der zweiten Ungleichung von (4.1.11) mit Ina/(nln ) erhilt man

Ina [|w]|

n—<—llna<ln—a]n||w||.
nln X ||B]| T n “nlnA

Also gilt

]

Ina/(nlnX) .
ihad 15 < a—y/n < ”w“lna/(nln)\)
(||B||>
und somit nach (4.1.10)

||w|| Ina/(nlnX)
(a1) <

XB(W) < C”w”lna/(nln)\)'
1B
Fiir ||w|| > 1 ist j < 0, und man erhilt analog

||w|| Ina/(nlnX)
“(1a1)

1B

< XB(W) < C”w“lna/(nln)\’)'

Fiir 0 < s < sp und 7y < r definiere man A > pp und 0 < X' < 1/pg-1 iiber

Ina ¢ by Ina B

nln A “nln N
Fiir ¢; := max(||B||*/¢, C) und ¢y := max(|| B||"/¢, C) folgt dann die Behauptung.

O
Wenn wir im weiteren fiir Funktionen f, g : R* — C die Landauschen Ordnungs-

symbole o() bzw. O() ohne Angabe des Grenziibergangs verwenden, so meinen
wir stets w — 0, d.h

Fw) = o(g(w)) & L)

— 0 firw—0
g(w)

fw) = 0(g(w)) & 1Y

<cfirw-—0.
g(w)

Aus Lemma 4.1.8 erhilt man sofort
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Folgerung 4.1.9. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.1.8 gilt:
1. limy o xg(w) = 0 und limy,_, xB(w) = oco.
2. f(w) =o(xE(w)) = f(w) =o(||w||®) fir s < rsy.

3. flw) = o(|wl") = f(w) = o(xp(w)) fir s <r/ro.

4.2 Verallgemeinerte Nullstellenbedingungen

Es sei zunéchst an die iibliche Definition der Ordnung einer Nullstelle erinnert.

Definition 4.2.1. f € €%“(R") besitzt in wy € R* eine Nullstelle der Ordnung
L, falls
(0% f) (wo) = O fiir alle « € N* mit |a| < L.

Es sei N,,(f) € NU {oo} die Nullstellenordnung von f in wy € R,
Nao(f) = sup { L € N: (8°f) (wp) = 0 fiir alle |a| < L}.
Fiir wyg = 0 sei N(f) = No(f)-

Bemerkung 4.2.2. f € ¢%(R") besitzt nach der Taylor-Formel, vgl. auch Satz
4.2.11 mit v = (1,...,1)*, genau dann eine Nullstelle der Ordnung L, wenn

f(wo + w) = o||w|]?) fiir alle s < L. (4.2.1)

Ersetzt man in (4.2.1) die Norm durch eine allgemeinere Funktion x und L € N
durch S € R, so erhilt man die folgende Verallgemeinerung der Definition 4.2.1:

Definition 4.2.3. Es sei x eine nichtnegative, in der Null stetige Funktion mit
X(w) = 0 genau fiir w = 0. Man sagt, die Funktion f : R* — C erfiillt in wy € R"
die Nullstellenbedingung der Ordnung s € R bzgl. x, falls

F(wo +w) = o(x(@)) (4.2.2)

und besitzt dort eine Nullstelle der Ordnung S bzgl. x, falls (4.2.2) fiir alle s < S
gilt.
Es sei Ny, (f) die Nullstellenordnung von f in wo bzgl. x,

Nuo(f) :=sup {s ER: flwp+w) = O(Xs(w))}. (4.2.3)
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Fiir wy = 0 sei Ny (f) = Noy(f)-

Ein Unterraum E von auf R” definierten, komplexwertigen Funktionen erfiillt die
Nullstellenbedingung der Ordnung s bzgl. x, falls dies in Null fiir alle f € F zutrifft
und habe die Nullstellenordnung S bzgl. x, falls fiir alle f € E gilt N, (f) > S.

Bemerkung 4.2.4. Ist x eine Norm, z.B. wenn y die Pseudonorm einer isotro-
pen Matrix ist, gilt nach der Taylor-Formel, vgl. Satz 4.2.11: Ist die Funktion f
geniigend glatt, so besitzt sie genau dann in wy € R" eine Nullstelle der Ordnung
S bzgl. x, wenn

0% f(wp) = 0 fiir alle || < L :=min{r e N: v > S},

d.h. genau dann wenn f in wy eine klassische Nullstelle der Ordnung L € [S, S+1]
besitzt. Zudem gilt

Nuox (f) = Nup(f) € NU {00},

vgl. auch Folgerung 4.2.14. In diesem Fall stimmt also die klassische Nullstellen-
ordnung mit der Nullstellenordnung bzgl. x iiberein und es gilt

flwo+w) = o(x(w)") & s < Nuoxf,
d.h. das Supremum in (4.2.3) wird nicht angenommen.

Existieren fiir die Funktion y aus Definition 4.2.3 zusétzlich Konstanten sg, o > 0

mit
fw) =o(x"(w)) = f(w) = o(||lw|l*) fiir s <759 (4.2.4)

und

fw) =o(||lw]|") = f(w) = o(x’(w)) fiir s < r/r, (4.2.5)

so erfiillt N, ,(f) die grundlegenden Eigenschaften, die man von einer Nullstel-

lenordnung erwartet.

Bemerkung 4.2.5. Es sei x eine nichtnegative, in der Null stetige Funktion.
Zudem seien sg, ro > 0 zwei Konstanten, so daf fiir y (4.2.4) und (4.2.5) gilt.
Dies ist nach Folgerung 4.1.9 z.B. dann erfiillt, wenn y eine Pseudonorm zu einer
Matrix B mit gg-1 < 1 ist.
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1. Da nach Voraussetzung x fiir w — 0 gegen 0 konvergiert, gilt fiir stetiges
f auch lim,,_,,, f(wo + w)/x*(w) = 0 fiir alle s < 0. Die Nullstellenordnung

von f in wy bzgl. x ist also stets nichtnegativ.

2. Aus N, ,(f) > 0 folgt f ist stetig in wy mit f(wg) = 0. Ist f sogar stetig
differenzierbar, so folgt mit Bemerkung 4.2.2 aus f(wg) = 0, daf

f(wo +w) = o(||w||") fiir r < 1.

Nach (4.2.5) gilt dann fiir s < 1/ry auch f(wy + w) = o(x*(w)),
Nyox (f) > 1/rg > 0. Fiir stetig differenzierbares f ist folglich N, ,(f)
dquivalent zu f(wy) = 0.

d.h.
>0

3. Ist f # 0 holomorph in wy € R*, 50 ist Ny, (f) < co. Man nehme dazu
an, es sei f(wy + w) = o(x"(w)) fiir alle » € R. Nach (4.2.4) gilt dann auch
flwo + w) = o(||w|®) fiir alle s € R™. Es folgt wiederum aus Bemerkung
4.2.2, daf} alle partiellen Ableitungen von f in wy verschwinden. Da auch
im Mehrdimensionalen eine holomorphe Funktion durch ihre Taylor-Reihe
dargestellt wird, vgl. z.B. Grauert/Fritzsche [30], ist dies ein Widerspruch

zu f #0.

Wir diskutieren zunéchst Nullstellenbedingungen bzgl. der speziellen Funktionen
X = |'ly; ¥ € RY" aus Bezeichnung 4.1.5. Diese entsprechen den Pseudonormen,

die zu einer Diagonalmatrix gehoren.

Bezeichnung 4.2.6. Fiir o € N* und v € R}" definiert man
2o

Y B! Tn
Der Wertebereich der Abbildung

) e R

n
(6 o,
NS e —‘:Z—Ze]&
’Y i:lryi

ist eine diskrete Menge, deren der Grofle nach geordneten Elemente im weiteren
mit
So=0<s1 <89 < ...

bezeichnet werden. Zudem sei stets fiir v € N definiert:
o
N, := max{|a| : « € N* mit ‘—‘ <sy_1}+ 1.

Y
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Ist v = (1,...,1)% so gilt
s, =N,=vfiraller e N

und

= |/ fiir alle @ € N".

Zur Charakterisierung der Nullstellenbedingungen bzgl. x ben&tigen wir eine Ver-
allgemeinerung der Taylor-Formel. Dazu zunéchst das nachfolgende Lemma.

Lemma 4.2.7. Fir alle o € N* gilt
lw®| < n|w|| | fiir alle w € C".

Beweis. Es ist nur der Fall o # 0 zu beweisen. Es sei 0.E. ay,...,a, > 0 und
ayr1 =+ = ap = 0. Die Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen
und geometrischen Mittel, vgl. z.B. Heuser [41] Satz 59.1, besagt fiir positive
Zahlen a; und positive Zahlen \; mit Z§:1 Aj=1

Haj‘j S ZAj&j. (426)
j=1 j=1

Wiéhlt man A; = £ 9‘ > 0 und a; := |w;|%/% > 0 fiir j = 1,...,v, so gilt
> A =1und somlt nach (4.2.6)

7j=1
14 14 14
o) = [Jlost = [T =TT < -0
j=1 j=1 j=1 j=1
14 14 14
|l |
= Aoyl = 3 Al 5] < 3 oy 5]
= = =
<Z\w |A”| |<Z|w|| |<n|cu|| |

Bezeichnung 4.2.8. Fiir v € N, w, wy € R” und f geniigend glatt sei

jzo,'yf(w): Z _8a Z Z —80‘ (,()0
2fzn =0 |2,

v

|
=: Z ﬁDio,’Yf(w)'

=0

der v-Jet oder das v-te Taylor-Polynom von f in wy bzgl. 7.
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Bemerkung 4.2.9. Fiir v = (1,...,1)" ist

Foonf @) = ity f(0) = 37 0" flun)

o <v
- 1., N ~1
=22 0 o)t = ) DS ().
=0 |a|=j j=0

der klassische v-Jet oder das klassische Taylor-Polynom der Ordnung v von f.

Satz 4.2.10. Fir v € N set N = N, wie in Bezeichnung 4.2.6 definiert. Dann
gilt fir f € €Y (R"), wy, w € R"

flwo+w) =gt flw)+ sup D [0*f()] g(w),
telorl o <
|5 1250

wobei g(w) = O(|wl3).

Beweis. Nach der klassischen Taylor-Formel gilt fiir alle w € R”

flwo+w) =N f(w)+O( sup | Y 0*f(€)w?)),

g€lwowl |4=n

wobei Jwo, w[:= {wo + t(w — wy) : t €]0,1] }.
Nach Definition von N gilt

{aEN":‘%‘ <sp1} C{aeN' o < N -1}
und somit
>IN — 1 o [0 1 (67 « 1 o o
Jor @)=Y <0 flwo)w = Y 0 flwo)w+ Y 0" f(wo)w®
la|<N-1 2] <50 lal<N-1

(o7
21>5,_
|'y|>"1

a

Aus ‘%‘ > 5,1 folgt nach der Definition der s; sogar > s,. Letzteres gilt

auch fiir alle o mit || = N, so daf} insgesamt folgt

flwo+w) =l f@) +O0( sup Y |0*F(€)we)),
selnl e
2>,

wobei [wp, w[ analog wie oben definiert ist. Da fiir alle o mit |

4.2.7 |w|* = O(|wl3”) gilt, folgt daraus die Behauptung.

> s, nach Lemma
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Satz 4.2.11. N = N, sei wie in Bezeichnung 4.2.6 definiert. Dann ist fir f €
€N (R*) und wy € R* dquivalent:

1. f(wo +w) = o(jw[5).
2. juif=0.

a
Y

3. 0%f(wo) =0 fiir alle < s,_1.

4- flwo+w) = o(|w|3) fiir alle s <'s,.

Beweis. 2. & 3. folgt unmittelbar aus der linearen Unabhéngigkeit der Monome
1d®, 2. = 4. direkt aus Satz 4.2.10 und 4. = 1. wegen s, | < S,,.

1. = 2. (Beweis durch vollstéindige Induktion nach v).

Fiir v = 1 folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von f. Es gelte die Aussage
nun fiir v und es sei f(wo +w) = o(|w|3*) vorausgesetzt. Da s,_; < s, gilt auch
f(wo +w) = of|w|3~") und nach Induktionsvoraussetzung j2 ) f = 0. Zu zeigen
bleibt, dafl auch D} . f(w) fiir alle w verschwindet. Mit Satz 4.2.10 folgt

1
o(|wl5) = flwo +w) = jip\ f (W) +o(jwly) = =D, o f () + o(|wly).

Somit gilt DY . f(w) = o(|w[3). Fiir A > 0 und w # 0 definiert man w(A) € R

wo,Y

durch w;(A\) = A\iw;. Mit

W), =Y A w7 = Awl,

j=1
und

w(,\)o‘ — H,\aj/”rjw;_"j DT/ e /\‘%|w"“
j=1

erhilt man

Dyl () v
- 2

1 6] [0
|w()\)|§v = o] aa fwo)w(A)

T lgl=s
V! Z 1 aaf( )/\|Q‘ a
= — —_— [09) TIW
)\Su|w‘§yﬂ a! 0 (4.2.7)
31
V! 1 1
= —0” @=_—D .
|Ld|,‘5;" Z o f(UJ())w ‘W‘g" wg,'yf(w)
21
Da w(]) fiir A — 0 gegen Null konvergiert, ist also Dy f(w) = 0. O
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Folgerung 4.2.12. Es gelten die Voraussetzungen wie in Satz 4.2.11 und fiir das
Polyom P := Z|%|§s,,_1 aqtd® gelte

fwo +w) = P(w) + o(w]3). (4.2.8)
Dann gilt P = j4f.
Beweis. Aus (4.2.8) folgt mit Satz 4.2.11

Jon (F(wo++) = P) =0.
Nach Definition von P gilt aber auch jO”,;IP = P und somit
P =gt P =g, flwo+ ) = jigsf
]

Bemerkung 4.2.13. Satz 4.2.11 zeigt insbesondere, dafl die Abschitzung in
Lemma 4.2.7 scharf ist. Man nehme dazu an, es existiere fiir ein o« € N” ein s >
la/y] mit |w*| = O(|w|3). Nach Satz 4.2.11 gilt fiir f(w) := w® also 0*f(0) = 0.
Dies steht im Widerspruch zu 9*f(0) = a! # 0.

Man betrachte fiir invertierbares C' € R**" und v € RY" die speziellen Funktionen
x = |C7'|,. Diese entsprechen gerade den Pseudonormen, die zu einer reell
diagonalisierbaren Matrix gehoren, vgl. Lemma 4.1.6. In diesem Fall 148t sich
die Ordnung einer Nullstelle bzgl. x ebenfalls mittels verschwindender partieller
Ableitungen charakterisieren. Es gilt ndmlich

Folgerung 4.2.14. Es sei x = |C~ |, mit invertierbaren C € R™™ und v € R".
Zudem set f : R* — C gentigend glatt.

1. Dann st dquivalent:

i) f besitzt in wy eine Nullstelle der Ordnung S > 0 bzgl. x.

o

i) 0%(f 0 C)(C™wo) = 0 fir alle || < s, := min{s, : s, > S}.

2. Nuox(f) = Ne-1ug,).1,(f 0 C) € {5, : pp € N} U {oo} und
flwo +w) =o(x(w)*) & s < Nyof

d.h. das Supremum in (4.2.3) wird nicht angenommen.
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Beweis. 1. 1) ist dquivalent zu (f o C)(C~'wo + w) = o(|wl?) fiir alle s < S und
ii) nach Satz 4.2.11 #quivalent zu (f o C)(C™wp + w) = o(|wl?) fiir alle 5 < s,
Somit folgt die Aussage wiederum aus Satz 4.2.11.

2. Man nehme an, es gelte s,_1 < N, ,(f) < s,. Nach Satz 4.2.11 gilt dann aber
auch f(wo+w) = o(x(w)®) fiir alle s < s,,. Dies ist ein Widerspruch zur Definition
von Ny, (f). Mit demselben Argument fiihrt die Annahme, dafi das Supremum

in (4.2.3) angenommen wird, zu einem Widerspruch. O

4.3 Regularitidtsanalyse mit Hilfe des Transfer-

operators
Es sei im weiteren A € Z™ " eine Dilatationsmatrix, a := |det A|, B := A’
und Z := {poy,.-.,pa_1} ein Repriisentantensystem von Z"/pz.. ® sei die von

m =), znhge_ und A erzeugte Skalierungsfunktion, xp sei die Pseudonorm
bzgl. B.

Wie schon mehrfach erwéhnt, ist eine hohe Regularitit der Skalierungsfunktion
® fiir alle interessanten Anwendungen von Vorteil, sei es im Bereich der Verfei-
nerungsschemata oder auch im Bereich der Wavelet-Konstruktionen. Da in den
meisten Fillen ® nicht analytisch bekannt ist, sondern ausgehend vom Symbol

m iiber die Produktdarstellung

$ = H m(B™7")
j=1
gegeben ist, sollte eine Regularitdtanalyse von ® stets auf Eigenschaften von m
aufbauen. Eine Moglichkeit, die wir schon in Kapitel 3.1 kennengelernt haben, ist
die Abschitzung des Fallverhalten der Fourier-Transformation des Skalierungs-
funktion durch eine direkte Untersuchung des obigen Produkts (z.B. mit der
Brute-Force Methode aus Folgerung 2.2.4). Ist m geeignet faktorisierbar, so lie-
fert Satz 3.1.8 dann eine untere Schranke fiir den maximalen Hélder-Exponenten.
In diesem Kapitel verkniipfen wir die Regularitdt der Skalierungsfunktion mit
Spektraleigenschaften des Transferoperators 7T,,. Es existieren in der Literatur
zahlreiche Arbeiten zu diesem Thema, siche Cohen/Daubechies [13], Conze/Raugi
[16], Deslaurier/Dubuc [24], Eirola [28], Hervé [40], Villemoes [76] fiir den Fall
n = 1, Hampel [37], Jia [45] fiir n > 1 und isotrope Dilatationsmatrix A, Cohen
et al. [15], Ron/Shen [66] fiir n > 1 und allgemeines A. Bis auf Hervé [40] und
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Cohen/Daubechies [13] wird in den obigen Arbeiten stets der Fall m € 22(T")
betrachtet.

Unsere Darstellung baut auf der Veroffentlichung Cohen et al. [15] auf. Wir be-
handeln den allgemeinen mehrdimensionalen Fall, insbesondere machen wir keine
Einschriankungen an die Dilatationsmatrix. Einer méglichen Anisotropie der Ma-
trix A wird insofern Rechnung getragen, als dafl sie in das Mafl der Regularitét
eingearbeitet wird. Zur Charakterisierung der Regularitit von & verwenden wir
nimlich den sog. L!-Sobolev-Exponenten von ® bzgl. der Pseudonom . Dazu

beachte man die folgende Definition.

Definition 4.3.1. Es sei A eine Dilatationsmatrix und yp die Pseudonorm zu
B = At. Dann heift

Sps (@) :=sup {s: (1 + xp)* € LP(R")}, (4.3.1)
der LP-Sobolev-Exponent von ® bzgl. xp.

Ist die Matrix isotrop, so ist x5 eine Norm und s, ,(®) stimmt folglich mit dem

iiblichen LP-Sobolev-Exponenten
55(®) i= sup {5 (1 + )" € L(R")},

iiberein.

Die Auswirkung der Gewichtsfunktion yp kann besonders gut deutlich gemacht
werden, wenn A reell diagonalisierbar ist. C' € R"*" sei eine Matrix von Eigen-
vektoren zu B und A, ...\, die zugehorigen Eigenwerte. Es gilt dann also nach
Lemma4.1.6 yg = |C~!-|,, wobei 7; = Ina/(nIn|);|) und |-|, wie in Bezeichnung
4.1.5 definiert sei. Dann ist

18160+ () < o0

dquivalent zu
n
/ BC)(1+ Y s %) < oo,
R" j=1

d.h. grob gesprochen, je betragsmissig grofler ein Eigenwert von B ist, um so
weniger stark muB ® in der Richtung des zugehorigen Eigenvektors abfallen, um
zu garantieren, dafl das obige Integral endlich ist.

Wir leiten nun Abschitzungen fiir s, ,(®) mit Hilfe der Spektralradius des auf

einen geeigneten Unterraum eingeschrinkten Transferoperator 7;,, her.
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Es sei im weiteren E C %(T") ein T,,-invarianter Banach-Raum, der stetig in
L?(T") eingebettet sei. Zudem gelte Ty, | € Z(E) und g sei stets der Spektral-
radius von T}, |g.

Der néchste Satz liefert eine untere Abschétzung fiir s, ,(®). Die Idee zu diesem

Beweis stammt aus Cohen et al. [15].

Satz 4.3.2 (Regularitit nach Littlewood-Paley). Seim > 0. Es existiere ein
nichtnegatives f € E mit f > 0 in einer punktierten Umgebung des Nullpunkts.
Dann gilt

nln
o <1 unds< — o

=  &(1 s ¢ LYR").
na (1+xB)* € L' (R")

Beweis. <i>(1 + xB)° ist stetig, also insbesondere mef3bar, es bleibt zu zeigen:

/(i)(l + xB)° < 0.

R’I’L
Nach der Spektralradius-Formel, vgl. Rudin [69], gilt

1
. ] ‘7 —
S [[(Ton| )Ml ) = ep-

Zu € > 0 gibt es also ein jo = jo(€) € N mit

< TLIN >peeny < T3 fllorn < coll T2 SNl
< N(Tule) 2| f 1l (4-3.2)
< (og + ¢)’[|f|| e fiir alle j > jo.
Man wihle nach Bemerkung 1.3.4 eine Norm ||-|| auf dem C", so daf§ fiir die
zugehorige Matrixnorm ||B!|| < 1 gilt. Nach Voraussetzung gibt es ein r > 0 mit
f(w) > 0 fiir alle 0 < ||w|| < r. Definiert man K := B, (0)N1I" soist B'K C K
und U := K \ B™'K Teilmenge der kompakten Menge {w : r||B7!|| < |jw|| < 7}
und es gilt

fw) > min{f(w) : 7| B7Y| < |Jw|| < 7} =: ¢; > 0 fiir alle w € U. (4.3.3)

Da die Pseudonorm stetig auf R” und demnach beschrinkt auf U ist, gilt fiir
we BIU
1 + XB(w) =1 + XB(BJ(Bijw)) =1 + aj/"XB(B*jw)
< (L+xs(Bw))a™ < c;a'",
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mit einer von j unabhéngigen Konstanten c,. Mit der Positivitdt von m und f
und (4.3.3) erhiilt man

/@(1+><B <ca]s/"/Hm §(B i) LB

f(B7Iw)
BIiU BiU
CZHQHOOU ]s/n/Hm I/_ B ])
BIiU
<ca’s/"/Hm O f(BT.
Bil™ "

Mit Folgerung 1.5.4 und (4.3.2) folgt insgesamt

/ (Ab(l + XB)S < 03ajs/" < T7jrzf’ 1 > 12(Tm)
BiU

< cq(a®™(op + €)) fiir alle j > jo.

Da nach Bemerkung 1.3.4 fiir alle w € R? gilt B’w — 0 fiir j — 0, erhiilt man

UBJU U BjK\leK):GBjK\K:R"\K,

j=1 j=1
wobei die Vereinigung iiber die B’U disjunkt ist. Mit
Jo—1 _ _ _
Up:=KU | BU=KU(B"K\K)=B"K

=1

und dem Satz von Beppo Levi folgt

/é)(l-l-XB)S:/ 1+ xB) +Z/ 1+ xB)°
R o 72opiy (4.3.4)

Sctoa Z(as/n(QE +e)),

Jj>Jjo

wobei das Integral iiber dem Kompaktum Uy beschrénkt ist, da Cf(l + xB)® stetig
ist. Die Voraussetzung s < —nln gg/Ina ist dazu dquivalent, da a*/"op < 1.
Man kann also € > 0 so wihlen, daB auch a*/"(og +¢) < 1 gilt. Somit konvergiert
die Reihe in (4.3.4). O
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Mit Hilfe des in Lemma 4.1.8 beobachteten Zusammenhangs zwischen der Norm
und der Pseudonorm erhilt man das nachfolgende Ergebnis, daf} sich auch schon
in Hampel [37] findet.

Folgerung 4.3.3. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 4.3.2. Dann gilt

In g
In g4

op <1 und s < — = B+ e L'(R).

Beweis. Man wihle zu s < —In gg/In g4 ein € > 0 mit

1 1 1 1
ste<——cr_ TRop 14 :—anan (4.3.5)
In o4 Ina nlnpgy Ina

mit ag aus Lemma 4.1.8 und definiert

O<a:= 5 oy < Q.
s
Es folgt aus Lemma 4.1.8
D1+ |w|)® < e®(1 + xp(w))*/* fiir alle |w| > 1. (4.3.6)

Da nach (4.3.5)
s _ste < _alngE

« Qg Ina
gilt, erhilt man nach Satz 4.3.2 ®(1 + x)** € L}(R") und somit nach (4.3.6)
auch ®(1 + |-|)* € L'(R). O
Bemerkung 4.3.4. Da aus ®(1 + |-|)* € L'(R") stets ® € C}(R") folgt, sie-
he z.B. Satz 3.59 in Hampel [37], liefert die obige Folgerung sofort eine untere
Abschétzung fiir den maximalen Holder-Exponenten.

Im weiteren wollen wir zeigen, dafl die Schranke aus Satz 4.3.2 unter gewissen

Zusatzforderungen an das Symbol m und den Unterraum E sogar exakt ist.

Definition 4.3.5. Es sei x eine nichtnegative, in der Null stetige Funktion mit
X(w) = 0 genau fiir w = 0. m € €(T") erfiillt die Strang-Fiz-Bedingungen der
Ordnung s bzgl. x, falls m fiir i = 1,...,a — 1 in B~!p; der Nullstellenbedingung
der Ordnung s bzgl. x geniigt, d.h. es gilt
m(B 'p; +w) = o(x*(w)) fiir allei = 1,...,a — 1. (4.3.7)
SF,(m) sei die Strang-Fiz-Ordnung von m bzgl. x,
SFy(m) :=sup {s: s erfiillt (4.3.7)}

a—1 (438)
= min { Np-1,,(m)}.
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Bemerkung 4.3.6. Definition 4.3.5 verallgemeinert die klassische Strang-Fix-
Ordnung. Man sagt, m erfiillt die Strang-Fix-Gleichungen der Ordnung L, falls

0°m(B'p;) =0 fiiralle |o| < Lundi=1...,a — 1,

d.h. wenn m fiir i = 1,...,a — 1 in B~!p; eine Nullstelle der Ordnung L besitzt.
Man definiert die Strang-Fix-Ordnung von m dann analog zu (4.3.8) iiber

Ist x eine Norm, so gilt nach Bemerkung 4.2.4
SF\(m) =SF(m) € NU {oo}.

In diesem Fall stimmt also die Strang-Fix-Ordnung bzgl. x mit der klassischen
Strang-Fix-Ordnung iiberein.

In den nachfolgenden Sdtzen 4.3.7 und 4.3.9 bendtigt man eine gewisse Glattheit
des Symbols m. Diese wird dabei in Abhéngigkeit von der Konstante

Ina
rg=————
nln pg-1

aus Lemma 4.1.8 formuliert.

Der nachfolgende Satz ist eine Ubertragung des entsprechenden Ergebnisses von
Cohen et al. [15] fiir m = |mg|? mit me € Z(T"). Fiir m € 2(T"), ® interpolie-
rend und A isotrop findet sich das Ergebnis in Hampel [37].

Satz 4.3.7. Es sei m > 0 und ®(1 + xp)* € L*(R") fiir ein s > 0, ferner sei
(®) > ¢ > 0 fast iiberall. Zudem gelte m € €*(T") mit v > sro. Dann erfillt m
die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung s bzgl. xg-

Beweis. Man definiert

A~

B, = Dy

Nach Voraussetzung gilt ®, € L'(R") und somit @(®,) € L'(T"). Wir zeigen
zuniichst #hnlich wie in Lemma 2.6.1, da$ w(®,) eine Eigenfunktion von 7}, zum

Eigenwert a /™ ist. Aus der Skalierungseigenschaft von ® folgt

m(B1)&,(B 1) = m(B )&(B )xp(B )

. . (4.3.9)
=a*"P Xp = a” ",
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und somit nach Lemma 1.5.6

0" (®,) = T (D,).

120

(4.3.10)

Da die Pseudonorm nur in der Null verschwindet und da nach Folgerung 4.1.9

lim x(w) = oo,

erhilt man fiir jede kompakte Menge K mit K NZ" =

inf  x3w—k)>¢, >0

WEK KELN

und somit

A A

0(Ds) > ¢, ,@(P®) > ¢y pc > 0 fast iiberall in K.

0

(4.3.11)

Es sei ||-]| eine Norm auf dem R", so daf} fiir die zugehérige Matrixnorm ||B~!|| < 1

gilt. Eine solche Norm existiert nach Bemerkung 1.3.4. Da & stetig mit ®(0) = 1

ist, kann man ein R > 0 wéhlen, so dafl zum einen gilt

¢ > ®(w) > o > 0 fiir alle w € K == {w : ||lw|| < R}.

(4.3.12)

Zudem sei R so klein gewihlt, da§ (Ko + B 'p) NZ" = firi =1,...,a — 1.
Nach (4.3.12) und da die Pseudonorm nur in Null verschwindet, ist die Funktion
g = @(d,)/d, auf K, \ {0} definiert. Aus (4.3.9) und (4.3.10) folgt fiir w €

B7'K, \ {0}
Ly w0(®)(B)  @(P)
9(B-) —g() = %.(3) Y
a 37w (®,)(B-) — mw(®,)

Soioi (m(®,))(- + B 'pi)

md,
=: h(w).

Fiir w € B71Kj gilt nach (4.3.12)

m(w)®s(w) = &(Bw)xp(w) > eix

(4.3.13)
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Mit, (4.3.11) fiir K := |J?Z, (Ko + B~ p;) folgt somit fiir fast alle w € B~ K, \ {0}

hw) > —— 3 (mes(®,)) (w + B~ )
- (4.3.14)

mit ¢,,c¢/c; > 0. Nach Konstruktion gilt B/K, C K, fiir alle j € N. Man
betrachtet fiir 7 € N die Mengen

R; := B Ry mit Ry := K, \ B"'K,
und definiert

1 . 1 .
gjzzﬁﬂ/gfurjENundhj:Z@/hfurjEN*.
R; R

Aus (4.3.13) und dem Transformationssatz folgt fiir j € N*

1 a~t 1
0Sh-=—/(g(3-)—g)=—/g—g:—/g—g-
7Ry |R; ’ |BR;] !
Rj BR]' BRj
=
= [ 9-9;=9;-1—9;
|Rj—1| J J J
Rj_4

Die monoton wachsende Folge der Partialsummen von »_ 2%, h; konvergiert, da

sie wegen
N N

ZhJ—Zgg—l—gj):go—gNSgo
j=1

nach oben beschrankt ist. Folglich gilt lim;_,,, h; = 0 und somit nach (4.3.14) fiir
allei=1,...,a — 1 auch

lim /m +B P) _ g, (4.3.15)
j—oo |Rjl

Da m nach Voraussetzung v-fach stetig differenzierbar ist, existiert nach der

Taylor-Formel ein Polynom P vom Grad kleiner gleich v — 1 mit

m(w+ B~ p;) = P(w) + Q(w), (4.3.16)
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wobei Q(w) = o(|w|") fiir alle r < v. Man wihle ein r mit srqg < r < v. Es gilt
also s < r/ry und somit nach Folgerung 4.1.9 angewandt auf

f=m(+B"p)-P
fiir das Restglied die Aussage
Qw) = o(xp(w)). (4.3.17)

Also gilt nach dem Transformationssatz und dem Satz von Lebesgue

Lol @ [IRIBIY 1 [QIB

im = lim — = lim — = 0.
ime [Ri| ) X i Rl xp(BY) goe |Rel S xB(BY)
R; 0 Ry
Mit xp(B-) = a'/"xp folgt somit aus (4.3.15) auch
a’*/" / |P(B 5 |P(B7) . 1 [|P]
lim ——— = lim — [ — =
i | Ro R \Rol Xp(B™7:) oo Ryl
Ry R;
Da fiir w € Ry C {w: R||B7}|| < ||lw|| < R} gilt
0<c < x3Ww) <ez <o, (4.3.18)
ist dies dquivalent zu
]s/n
lim —— /|P (B™w)| (4.3.19)
Jj—o0 |R0

Da auf dem endlich-dimensionalen Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich
v — 1 alle Normen #quivalent sind und mit P auch P(B /) ein Polynom vom
Grad kleiner gleich v — 1 ist, folgt aus (4.3.19) auch

lim [|a”*/" P(B~") | oc,r, = 0.
j—o0
Mit (4.3.18) und a/*/" = x% /x5 (B~9) erhiilt man daraus

P(B 7.
lim || ( )

S8 )y =0, 4.3.20
jo00 B(B_]')“ »Ro ( )

Nach der Definition der R; gilt

Jo Jo
U Ri=JB7Ky\ B77'Ky = B7K,\ BT"'K,

J=jo Jj=jo
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und folglich
BT K, = U R; fiir alle j, € N.

j=jo
Man erhélt also aus (4.3.20)
P(B77.) P
0= hm ”(TJ)“‘X’ Ry = jll)n;)”X_SB”OOaRj
P
= lim sup||—[loc,r, = lim [|=Iloc,p-10 K-
jo=%0 j>jo X jo—00" Xp

Fiir w # 0 sei j(w) := max{j : B'w € Ky}. Es gilt j(w) — oo fiir w — 0. Man
wéhle nun zunéchst zu € > 0 ein j,, so dafl
P S
| — oo, B-i K, < € fiir alle j > 7o
B

und zu jg ein § > 0, so dafl
J(w) > 7o fiir alle 0 < |jw]|| < 6.

Fiir alle € > 0 existiert also ein § > 0, so daf

P P
| C) |<||—||ooB ik, < €fiiralle 0 < |lw|| <0,
X5 (w) XB

wobei die erste Ungleichung gilt, da nach Definition w € B /(W K,. Es gilt also
auch P(w) = o(x%(w)) und somit nach (4.3.16) und (4.3.17)

m(w+ B p;) = o(x3(w)) fiirallei =1,...,a — 1,
d.h. m erfiillt die Strang-Fix-Bedingungen der Ordnung s bzgl. x 5. O

Der folgende Satz gibt eine teilweise Umkehrung von Satz 4.3.2.

Satz 4.3.8. Es seim > 0 und ® € L*(R") mit
0<c<@®) <C < oo fast iberall.

Zudem erfille E die Nullstellenbedingung der Ordnung s bzgl. xp und Tn|p sei
kompakt. Dann gilt

nlnogp

dA+xp) el = s<-— .
Ina
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Beweis. Im Falle pp = 0 ist wegen — In pg = 0o nichts zu zeigen. Es sei also im
weiteren op > 0. T),|p ist kompakt, also existiert ein Eigenwert A mit || = gg.
Es sei ¢ € F eine Eigenfunktion zum FEigenwert A. Nach Voraussetzung gilt
g(w) = o(x%(+)). Damit ist die durch

9(w)
q(w) = x3(w) w70,
0

w=20

definierte Funktion ¢ stetig auf R” und wegen g € € (T") und Folgerung 4.1.9
dort auch beschriankt. Mit Lemma 2.6.6 und aus der Pseudonormeigenschaft von
x B folgt und fiir j > 1

o [loP @) =< Thglg >m= [
Tn

R

—@(w) W) g(w)dw
Ak

_ / _ P B (Bw)glw)dw

2 o(®)(Biw)
- o) B w)xg(w)g(w)dw
aJs/an @(A)(B_jw)q( )XB( )g( )
< lﬁ”ﬁ /@(w)x%(w)\ﬂ(B_jw)dw-

Insgesamt gilt also mit einer Konstanten ¢; > 0

(0pa™) < ¢ / B(w)x% (@) g (B w)duw fiir j > 1. (4.3.21)
Rn

Da ¢ stetig und beschrénkt ist, gilt fiir alle 7 € N
Ox5()lgl(B7) < edxp(-) € L'(RY)

und wegen der punktweisen Konvergenz von B~7w gegen Null, vgl. Bemerkung
1.3.4, gilt fiir alle w € R* und j — o0

A

b (w)x5(w)]gl (B7w) — &(w)xh(w)]gl (0) = 0.

Aus (4.3.21) folgt somit aus dem Satz von Lebesgue (ogpa®™)’ — 0. Also ist
opa®’™ < 1 und damit folgt die Behauptung. O

Die Zusammenfassung der Sitze 4.3.2, 4.3.7 und 4.3.8 ergibt die exakte Charak-

terisierung der Regularititsordnung von ® durch den Spektralradius von 7, |g.
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Satz 4.3.9. Seim > 0, ro = —Ina/(nlngg-1) mit m € €*(R"), wobei v >
r0SFy, (m). Zudem sei ® € L'(R*) mit 0 < ¢ < @(®) < C < oo fast iberall und

es gelte:
1. T,,|E ist kompakt.

2. Erfillt m fir ein s die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung s bzgl. xg, so
gilt fiir E die entsprechende Nullstellenbedingung.

3. FEs existiere ein nichtnegatives f € E mit f > 0 in einer punktierten Um-

gebung des Nullpunkts.

Dann gqilt

A nlnog
d(1 Se LYR® — .
(1+xs) € IR & T

Beweis. Es sei ®(1 + x5)* € L}(R"). Nach Satz 4.3.7 erfiillt m die Strang-Fix-
Bedingungen der Ordnung s. Da nach Voraussetzung fiir E' die Nullstellenbedin-
gung derselben Ordung gilt, erhilt man nach Satz 4.3.8

nlnog

5 < (4.3.22)

Ina

Fiir die Umkehrung dieser Aussage ist nur noch pr < 1 zu zeigen, den Rest liefert
dann Satz 4.3.2. Nach Voraussetzung gilt ® € L'(R"). Aus (4.3.22) folgt somit
In o < 0. Dies ist aber dquivalent zu o < 1. O

Bemerkung 4.3.10.

1. Ist m ein trigonometrisches Polynom, so zeigt sich, dal man E als endlich-
dimensionalen Unterraum von Z(T") wihlen kann, vgl. Kapitel 5. In die-
sem Fall ist E bzgl. jeder Norm ein Banach-Raum und stetig in L?(T")
eingebettet und T),|p stets kompakt. Die obere Abschiitzung fiir w(®) ist
in diesem Fall automatisch erfiillt. Die Sitze 2.5.12 und 2.6.8 liefern dann

squivalente Kriterien fiir & € L'(R") und @(®) > 0.

2. In den Fillen, in denen das Supremum in der Definition der Strang-Fix-
Ordnung nicht angenommen wird, kann man in Satz 4.3.9 die Bedingung
2. wie folgt formulieren: Fiir alle s < SF) ,(m) erfiillt E die Nullstellenbe-
dingung der Ordnung s. Ist A isotrop bzw. reell diagonalisierbar, so ist dies
genau dann erfiillt, wenn E die Nullstellenordnung s;, > SF, ,(m) bzgl. x5
besitzt, vgl. Bemerkung 4.2.4 und Folgerung 4.2.14.
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3. Fiir m € Z(T"), A isotrop, ® interpolierend und einen speziellen endlich-
dimensionalen Raum findet sich ein analoges Ergebnis in Hampel [37].

Es sei nun ®, die von einem nicht notwendig nichtnegativen Symbol mq erzeugte
Skalierungsfunktion. Fiir m = |my|? erfiille der Unterraum FE dieselben Voraus-

setzungen wie bisher. Man erhélt unmittelbar aus Satz 4.3.9

Folgerung 4.3.11. Es sei mg € €"(R") mit v > 19SFy,(mo). Zudem sei D

stabil und es gelte:
1. Tipmyp2| & ist kompakt.

2. Erfillt mg fir ein s die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung s bzgl. xp,
so gilt fur E die entsprechende Nullstellenbedingung.

3. Es existiere ein nichitnegatives f € E mit f > 0 in einer punktierten Um-

gebung des Nullpunkts.

Dann gilt
nlnog

P (1 s e L*(R" .
o(l1+xs)°’ € L*R") & s< S Tha

Bemerkung 4.3.12. Fiir mg € &?(T") und spezielle endlich-dimensionale Un-
terrdume findet sich das obige Resultat in Cohen et al. [15] bzw. fiir den isotropen
Fall in Jia [45].

Folgerung 4.3.13. Fiir den L'-Sobolev-Exponenten von ® bzgl. xp gilt unter

den Voraussetzungen von Satz 4.3.9

1. s1,45(®) = —nlngg/Ina, wobei das Supremum in (4.3.1) nicht durch das

Mazimum ersetzt werden kann.

2. Der Spektralradius o = QZSI’XB(CD) 15t unabhdngig von E.

Mit dem Zusammenhang zwischen Norm und Pseudonorm aus Lemma 4.1.8 er-

halten wir nun auch eine obere Schranke fiir den klassischen L*-Sobolev-Exponenten.

Folgerung 4.3.14. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.53.9 gilt fiir den klas-
sischen L'-Sobolev-Exponenten

In op
lIl 04-1 '

In pp
In o4

S 51(@) <
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Beweis. Da man die untere Abschitzung direkt aus Folgerung 4.3.3 erhélt, ist
nur noch die obere Abschiitzung zu zeigen. Es sei dazu &(1+|-|)* € L}(R"). Nach
Lemma 4.1.8 gilt fiir alle r > 7 = —Ina/(nln gg-1)

B(1 4 xpW))*" < c®(1 + |w|)* fiir alle |w| > 1.

Somit ist ®(1 + xp)*/" € L'(R") fiir alle 7 < ro. Nach Satz 4.3.9 gilt also

S S nln og
sup—=— < —
r>ro T T Ina
und folglich
1 1
81(¢)§—nngE _ n o

Ina © lnps
[

Bemerkung 4.3.15. Die Aussagen der letzten beiden Folgerungen gelten sinn-
gemif fiir die L?-Situation, d.h. es gilt unter den Voraussetzungen von Folgerung

4.3.11
nln op In og

< 5y(@) < In o

®) = — _ _mom
92xs(®) 2na 2lnps — ~ 2lnpy1

Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir, daffi man sich im Falle n = 1 und
A = B = 2 stets auf Rdume ohne Nullstellenbedingungen zuriickziehen kann.
Dies beruht darauf, dafl sich ein geniigend glattes m mit Strang-Fix Ordnung L

stets in der Form

m= (1 +261>Lq mit ¢ € €(T") und ¢(1/2) #0

schreiben 148t. Es sei nun Ey C €' (T") ein T-invarianter Banach-Raum, der stetig
in L?(R") eingebettet sei und T}| g, sei kompakt. Wir betrachten

E = {(1 _261)Lf0 fo e EO}.

Dieser Raum besitzt auf jeden Fall die Nullstellenordnung L. Mit der Festsetzung

F= (570 o = 17le = Lol

machen wir £ C %(T") zu einem Banach-Raum, der stetig in L?(R") eingebettet
ist. Auflerdem gilt

Tm((1 _26‘1)L fo) - 2—L(1 _26‘1)LTq fo € E. (4.3.23)
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E ist also ein T,-invarianter Unterraum mit der Nullstellenordnung L und mit
T,|E, ist auch T,,|r kompakt. Aus (4.3.23) folgt zudem

Or = 2_LQ(Tq|E0) =: 2_LQE0'
Nach Satz 4.3.9 gilt also

Ilnom In(27%0g,) I_ In og,

) = = = .
51(P) In2 In2 In2




Kapitel 5
Tr,-invariante Unterriume

In den Kapiteln 2.6 und 4 war das Spektrum des Transferoperators auf geeigne-
ten 1},-invarianten Unterrdumen von Interesse. In diesem Kapitel wird die Struk-
tur solcher Unterrdume untersucht. Das vorliegende Kapitel baut auf der Arbeit
Gromes/Samannshausen [36] auf, in der endlich-dimensionale Unterrdume von
Z(T") mit klassischen Nullstellenbedingungen behandelt werden.

Wir betrachten zunéchst Unterrdume ohne Nullstellenbedingungen, vgl. Satz
2.6.8.

5.1 7T,,-invariante Unterrdume ohne Nullstellen-
bedingungen

Zuerst sei das Symbol m ein trigonometrisches Polynom. Es zeigt sich, daf} in
diesem Fall geeignete endlich-dimensionale 7;,,-invariante Unterrdume existieren.
Es sei, soweit nichts anderes gesagt wird, ||-|| eine Norm auf R", so daf fiir die

zugehorige Matrixnorm ||A7!|| < 1 gilt, vgl. Bemerkung 1.3.4.

Bezeichnung 5.1.1. Fiir f =", ;. cre_ € Z(T") sei
Sy = {k €L ¢ # 0} und Ry := max]||k||.
keSy
Ferner sei

Ef :=span {T,{Lf:j € N}

129
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der Raum, der schon in Cohen et al. [15] zur Regularitéitsanalyse verwendet wird
und fiir M C Z"

Ey = {f e 2(T"):Sf C M}.
Zusétzlich sei fir R >0
ER = EBR(O)nZn = {f S (@(T’n) : Rf S R}

Ahnliche Fassungen des nachfolgenden Satz finden sich auch bei Cohen et al. [15],
Lawton et al. [51] und Han/Jia [38]. Dabei taucht interessanterweise wiederum

die Menge

o0

> (ATS,) = {iA—jkj T kj € Sm}

7j=1
auf, die schon in Kapitel 2.1 als Obermenge des Trigers einer Skalierungsfunktion

von Bedeutung war, sieche Bemerkung 2.2.10.

Satz 5.1.2. Es seim =), s hpe_y, [ =D cpncre_y € Z(T"),

My :=2"N) (A7Sy),

j=1
und Ry = Ry, [|[A7Y|/(1 = [|[A7Y|). Dann gilt fir alle j > 1
1. Sy C Y (A7ISy) + ATIS,.
2. Ry, <max(Ra, Ry).

3. Fir alle f € 2(T")\{0} existiert ein jo € N mit T, f € Eypy, fiir alle j > jo.
Der Unterraum Ey, C E®4 ist T,,-invariant und enthdlt alle Eigenfunk-
tionen von T,, € L (L*(T")) zu Eigenwerten X\ # 0, die trigonometrische

Polynome sind.

Beweis. 1. Nach Satz 1.5.7 ist ¢ := T2 ' f = >, ;. gre—x Wiederum ein trigo-
nometrisches Polynom und es gilt mit m =), ;. hxe_

Twng=0a) (> hrga—r)et.
lez™ kez™

Zul € STan gibt es zumindest ein k£ € Z" mit hxgar ; # 0, es gilt also k € 5,
und Al —k € Spy-1,. Aus | = A™'(k + (Al — k)) erhilt man demnach fiir j > 1

Sy CA! (Sm + Sy f)
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und induktiv die Aussage 1.
2. Nach 1. ist

J
Ryg; < A iRy + A PR
=1
_ A
[ AT

= (1= l1A7F)Ra + |A7H P Ry

| | 5.1.1
(1= 1ATHP) R + | AT Ry 1Y

Daraus folgt 2.
3. Es sei ky € Z", so daB3 0 € kg + S,,,. Mit 1. folgt

J
Sps; C Y (A7'Sp) + A7,
1=1

J J
= (A7 (ko + Sm)) = D A ko + AT,
=1

=1

J
(A7 (ko + Sm)) = Y A7k + A7IS,

M |

i=1 i=j+1
Die Menge
K=Y (A"Sy)
i=1

ist kompakt, siehe z.B. Gromes [34], und fiir die Menge
Kj:==> A'kg+A7S;
i=j+1
gilt wegen [|[A7Y| < 1
lim sup ||w|| = 0. (5.1.2)
_)

oowEKj
Wir zeigen, daf} fiir geniigend grofles j gilt
KNZ"= (K + K;)N7Z"
Da aus (5.1.2) insbesondere K; NZ" C {0} fiir j grof} genug folgt, gilt

KNZ"=KNZ"+ K;NZ" C (K + K;) NZ".
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Wir nehmen nun an, es existiere eine Folge
Wy, +(:)ju = kju € ((K+Kju)/K)ﬂZn (513)

O.E. konvergiere (w;,) gegen ein w € K (ansonsten wihle ein Teilfolge, die kon-
vergiert). Da (@;,) nach (5.1.2) gegen Null konvergiert, muf (k;,) C Z" ab einem
gewissen Index konstant sein. Es gilt also fiir v grof} genug

w; +@; = lim(w; +&; )= limw; =we K
v ju V_m( ju ]u) S Wy,

Da dies im Widerspruch zu (5.1.3) steht, gilt ab einem gewissem Index
(K+K;,))NZ"CKNZ"

und folglich auch
My=KnZ"=(K+K;)nNZ".

Somit gilt Sz , C My fiir j > jo; dies bedeutet aber gerade T! f € Ey, fir
Jj > jo- Ist f € Z2(T") also eine Eigenfunktion zu einem Eigenwert A # 0 von

1., so gilt insbesondere

1 .
— Ty
f= )\jOTm"f € Ey,.
Die Invarianz des Raumes E,, folgt direkt aus 1. nach Definition der Menge M.
Zudem gilt fir k =32, A~k; € M,

Kl = 1) A7kl < R Y | AT
i=1 =1

A~
= R,————— = Ra.
I |

Es folgt also auch Ey, C Ef4. O
Bemerkung 5.1.3.

1. Aus Satz 5.1.2, 2. folgt, dal E; endlich-dimensional (und nach Definition
T,,-invariant) ist und daf fir R > R4 auch E® T, -invariant ist. Nach 3.
enthalten die Rdume E,;, und E® mit R > R, alle Eigenfunktionen von
T,,, die trigonometrische Polynome sind, sie sind also geeignet, um in Satz
2.6.8 verwendet zu werden. Die Dimension von E)y, ist im allgemeinen sehr
viel kleiner als die des Raumes Ef4. Der Raum Eyy, ist also fiir praktische
Rechnungen den Rdumen E® vorzuziehen. Die Bestimmung der Menge M,

ist allerdings fiir allgemeinere Matrizen eine nichttriviale Aufgabe.
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2. Wir haben im Beweis von Satz 2.8.9 verwendet, daf} fiir jede Dilatations-
matrix und zwei vorgebene trigonometrische Polynome m und m stets ein
Unterraum E von Z(T") mit 1 < dim E < oo existiert, der sowohl T, also

auch Ty, invariant ist. Satz 5.1.2 zeigt, dafl der Raum E dies fiir

A~

R Z maX(Rm, Rm)m

erfiillt.

Nun diskutieren wir noch ein unendlich-dimensionales Beispiel eines 7;,,-invarianten

Unterraums. Wir benétigen das folgende elementare Lemma.
Lemma 5.1.4. Es gilt:

1. Genau fiir s > n gilt

PO

2w T <
EA0

2. Fir alles >0, r >0 gilt

D llk|Ire Ml < oo

kezn

Beweis. 1. Es geniigt die Konvergenz bzw. Nicht-Konvergenz bzgl. einer spezi-

ellen Norm und einer speziellen Nummerierung von Z" nachzuweisen. Wir be-

trachten
Swi= 2 |||| Z 21
IIkII <N =17 lIkl| oo =4
kA0
Da

dool=(2j+1)r— (21"
elloo=3

existieren nur von n abhéngige Konstanten c;, c; > 0 mit
ajt < Y 1<t
l[Kllco =3
fiir alle 5 € N. Somit gilt

N N

1 1
‘ st n+l < Sy < C2st—n+1'

=1 =1
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Da die Reihe »7°2, 1/5° """ genau fiir s —n + 1 > 1 konvergiert, folgt die Be-
hauptung.
2. Da es fiir alle r > 0, s > 0 eine Konstante ¢ > 0 gibt mit

C||k||s+n+1 < eT”k”,

folgt nach 1.

1 1
—rllkll <« =
D_lkle < 2> e < o

kezn kezmn
U
Fiir die zu Beginn gewihlte Norm ||-|| sei C' > 0 mit
1
el < llwllz < Cllw] (5.1.4)

fiir alle w € R™". Wir setzen zudem voraus, dafl die Fourier-Koeffizienten von

exponentiell abfallen, d.h. es existieren positive Konstanten ¢, und ¢y, so daf fiir
alle k € Z" gilt
|| < coe2mtollkll, (5.1.5)

Es folgt fiir alle w € C"* und k € Z"

[l le—(w)| = || <FITme>
< coe 2mtol Ikl g2mC k]|[[m ]|
= cye 2kl (to—C*|mwll)
Da die Reihe ), ;. e "Ikl nach Lemma 5.1.4 fiir alle r > 0 konvergiert, konver-
giert Y, zn hxe_g also in {w € C" : [[Imw]| < ty/C?} gleichméBig auf Kompakta
gegen m, d.h. m ist dort holomorph. Wir betrachten nun den Raum

Eo={f =) frer: Ifll} = D_Ifel?e** " <00} (5.1.6)
keZn kezn
Dieser Raum wurde mit [|-]| = ||-||2 schon in Cohen/Daubechies [13] vorgestellt.

Aus (5.1.5) folgt
(264 < om0 ),
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dh.m € E; firallet < to. Fiir f =), 5. fre_x und g = >, ;. gre_y betrachte

man

< flg >p= Z Fegee ™ FIE,

kezn

F=Y fre s € B & (fre’H) e i2(z7)

kezZn
ist unmittelbar klar, dal E; bzgl. < -|- >; ein Hilbert-Raum ist. Fiir ein f € E,
existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle Fourier-Koeffizienten von f gilt

| fi| < eI
Es folgt also analog wie oben, daf} sich jedes f € E; holomorph auf
{weC:|Imw| <t/C?*}

fortsetzen 1af3t.

Der nichste Satz falt die wichtigsten Eigenschaften des Raumes E; zusammen.

Satz 5.1.5. Fir allet > 0 ist E; bzgl. des Skalarproduktes < -|- >; ein Hilbert-
Raum von €*°-Funktionen, die sich holomorph auf {w € C* : ||[Imw]|| < t/C?}
fortsetzen lassen. E; enthdilt 2(T"), ist fir alle N € N stetig in €~ (T") einge-
bettet und, falls fir m (5.1.5) gilt, fir to <t < to/||A7Y|| auch T,,-invariant. In
diesem Fall ist zudem T, |, kompakt.

Beweis. Wir zeigen zunichst fiir N € N die stetige Einbettung von FE; in
CY(T"), wobei C¥(T™) mit der kanonischen Norm

[[loo,n := max||0loq
a|<N

versehen ist. Wie schon bemerkt besteht der Raum E; aus in
{weC" :|mw| <t/C*}

holomorphen Funktionen, es gilt also E; C ¢V (T") fiir alle N € N.
Fiir f =,y fre—x € By und o € N* gilt

aaf = Z aa(fk(i,k) = (—271'2')‘04 Z kafke,k.

kez™ kezZ™
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Somit folgt nach Cauchy-Schwarz

10° 712, < (20237 K1 u)? < mPel|fIE S ke e el

kez™ kez™

< ci(@)|IfIF D IIk|Pele e,

keZ™

Nach Lemma 5.1.4 gilt fiir alle «

Z ||| 2 eIkt < o0

kezZn

und somit insgesamt

[flloo,n = max [|0%fl[cc < e(N)|[f]]e-

la|<N

T f besitzt fiiv f =3, ;. fre_r € Ey C L*(T") nach Satz 1.5.7 die Darstellung

Tof =0 (D ha-rfr)er.

leZn  kezZ™

Man definiert fir N € N den Operator T3 € .% (E;) durch

T\Nf:=a Z ( Z haikfi)ei.

KN kezn

T st als Operator mit endlich-dimensionalem Bild kompakt. Nach Cauchy-
Schwarz und (5.1.5) folgt fiir alle f € E; \ {0}

(T = TSI = a2 31D b ful?et I

[I|>N kezn
2 —27l||k||t 2w ||kl 12 4w||l]|t
=@ SIS har e 2rIFIE el gl
[t|>N kezm
2 2 2 _—4w||k||t J4x||l||t
< a?|| f||? E : E :IhAHc\ e AmlIkl|t A ||l
[I|>N kez™
2 2 2 —Anto||Al—k|| ,—4x||k||t Ar||l||t
<qad®lflf Y e e ¢
[l|>N,keZ™
- ~1y|— -
< c§a2||f||f E: e~ Amto([[Ll/ AT =[[K[]) o =4 |kl 41|t
[l|>N,kezn

= a?||f|2 3 etalltt=to) § talto/A~ 1)

kezZn [I|>N
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Durch Ubergang zum Supremum aller f € E; mit ||f||; = 1 erhilt man

[T — T2 < Ba2 §° e srllltto) $™ ganlifto/ |4~ 1=0), (5.1.7)

keZ™ [{|[>N

Fiir ¢y < ¢ < to/||A""|| konvergiert nach Lemma 5.1.4 sowohl Y, ;. e *mlI¥ll(t~to)
als auch 37, ;. e 4mHIt/IA7HI0 " Somit konvergiert die rechte Seite von (5.1.7)

und damit auch ||}, — TT(,LN)H gegen Null fiir N — 0. Es gilt insbesondere
Tnf —TVf € By

und folglich auch T, f € E;. Fiir tg < t < to/||A7Y|| ist E; also Tj,-invariant.
Da die Menge der kompakten Operatoren in . (E;) abgeschlossen ist, siehe z.B.
Heuser [41] Satz 28.2, ist T}, |, € -Z(E;) kompakt. O

Bemerkung 5.1.6. Mit Ausnahme der Behauptung iiber die stetige Einbettung
von F; in €V (T") finden sich die Aussagen des obigen Satzes mit einem Beweis
des Falles n = 1 schon in Cohen/Daubechies [13], wobei die Kompaktheit von
Tm|E, auf anderem Wege gezeigt wird. Dort wird behauptet, dafi der Raum E,

der mit ||-|| = ||-||2 definiert wird, sogar fiir ¢y < t < ty/0a-1 Tpp-invariant ist.

5.2 T,,-invariante Unterrdume mit Nullstellen-
bedingungen
Das néchste Lemma ist zentral fiir das weitere Vorgehen.

Lemma 5.2.1. Es sei xp die Pseudonorm bzgl. B. Erfillt ein m € €(T") die
Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung s bzgl. xg, so gilt fir f € €(T")

fw) =o(x3(W)) = Tuf(w)=o(xpW)). (5-2.1)

Zudem gilt
NXB (Tmf) Z min(SFXB (m)’ NXB (f))

Beweis. Aus der Pseudonorm-Eigenschaft von yp folgt
m(B™H(w + pi)) = o(x3(B~'w)) = o(a”"x5(w)) = o(xp(w))

firi=1,...,a — 1 und analog

F(B™'w) = o(x(w))-
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Zudem sind m(B~-) und f(B '(-+p;)),7i=1,...,a—1 beschriinkte Funktionen,
so daf insgesamt gilt

Fir s < min(SF,,(m), Ny, (f)) erfiillt m die Strang-Fix-Bedingungen der Ord-
nung s und gleichzeitig gilt f(w) = o(xj(w)). (5.2.1) impliziert also auch

T f (@) = (s (@) fiir alle s < min(SF, (m), Ny, (1))-
Somit folgt

Nyy (T f) = sup {s : T f(w) = 0(x3(w))}
> sup {3 : s <min(SF,, m),NXB(f))}
= min(SFy, (m), Ny, (f))-
]

Bemerkung 5.2.2. m erfiillt genau dann die (klassischen) Strang-Fix-Gleichungen

der Ordnung L, wenn fiir alle s < L gilt
m(-+ B p;) = o(||w]||®) fiir allei =1,...,a — 1.
Beachtet man, daf§ fiir eine Norm und jede invertierbare Matrix B gilt
o([|B~w]|*) = o(lwll*),
so folgt analog wie in Lemma 5.2.1: Fiir alle s < L gilt
fw) =o(llwll®) = Tnf(w)=o(llwl’)
und N(7,,f) > min(SF(m), N(f)).
Bezeichnung 5.2.3. Fiir einen Unterraum E C % (T") und L € N sei
E,:={f€E:N(f) > L}

Fiir C € R™" invertierbar und v € R¥". sei x := |C"!-|,, und mit den (s;) aus
Bezeichnung 4.2.6 sei

EL,X = {f S E : NX(f) 2 SL}.
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Es folgt unmittelbar aus Lemma 5.2.1 bzw. Bemerkung 5.2.2

Folgerung 5.2.4. Es seim € €(T"), E C €(T") ein T,,-invarianter Unterraum

und xp die Pseudonorm zu B.

1. Fir L < SF(m) ist Ep, ein Tp,-invarianter Unterraum der Nullstellenord-

nung L.

2. Ist A reell diagonalisierbar, so ist Ey, ., fir s, < SFy,(m) ein Ty, -invarianter

Unterraum der Nullstellenordnung sp bzgl. x.

3. Fir f € €(T") ist Ey ein Tp,-invarianter Unterraum der Nullstellenord-
nung L = min(SF(m), N(f)) bzw. s = min(SF,,(m), Ny, (f)) bzgl x5,
d.h. es gilt insbesondere Ey = (Ef)r, bzw. Ef = (Ef)p,y-

Bemerkung 5.2.5.

1. Der Raum Ej, ist ein Spezialfall des Raumes Ey, . Ist v = (1,---,1)" und
C die n-dimensionale Einheitsmatrix £ — n, so stimmt x = |C~'|, mit der
1-Norm {iberein und es gilt N,(f) = N(f), vgl. Bemerkung 4.2.4. Da in
diesem Fall zudem s;, = L gilt, stimmen die Rdume E7, und £y, iiberein.
Der Raum FEj, ist unabhiéingig von der betrachteten Dilatationsmatrix stets
T,,-invariant. Ist die Matrix B isotrop, so besitzt E, die Nullstellenordnung

s = L bzgl. der Pseudonorm yp.

2. Die Entsprechung des Raumes Ey, 1, := (Eu, )1 auf der Koeffizientenseite

wird in Jia [45] zur Regularitidtsanalyse im isotropen Fall verwendet.

Unter gewissen Voraussetzungen an E und m gilt auch eine Umkehrung der
Aussage 1 aus Folgerung 5.2.4. Zum Nachweis dieser Behauptung brauchen wir
noch die folgenden Rechenregeln fiir den klassischen v-Jet, die auch noch an

anderer Stelle bendtigt werden:

Lemma 5.2.6. Fir f, g : R* — C, h : R — R" geniigend glatt, v, v' € N,
CeR”™ und &, b e R gilt:

2. j¢(fg) = 35 (¢ ()i€ (9))

3. J¢(f o h) = 35 (Grey f o (Ggh — h(w))).
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4. JE(f o (C-+b)) = (jEgsaf) o C.
5. Ist Ne(f) > v und Ne(g) > V', so gilt

1 , 1 1 ,
_ - vty N o2 Sl 014
(v+ l/’)!Dg (f9) = V!D‘Efl/’!Dg g

Auflerdem gilt N¢(fg) = Ne(f) + Ne(g).

3 (fg) =

Beweis. Zum Beweis von 1.-3. vgl. Brocker [3] Abschnitt 3.2.

4. ergibt sich als Spezialfall von 3. (oder durch direktes Nachrechnen). In diesem
Falle ist j¢h — h(§) = C, und der v-Jet eines v-ten Taylorpolynoms ist wieder
das Taylorpolynom.

5. Aus Ne(f) > v und Ne(g) > v/ folgt, daB8 fg in £ eine Nullstelle der Ordnung
v + V' besitzt. Somit gilt

1 /
i (fg) = ng“ (f9)
und nach 3.
G (fg) = 3 GET (D™ (9))

ol (]E“L” (f)]é“”’ (9)) hat nur dann Koeffizienten ungleich
Null, wenn f v-fach und g v/-fach differenziert wird, d.h.

Das Taylorpolynom j;

g5 G (N (@) = 3 ( ”fﬁ ),

und letzteres stimmt als Taylorpolynom vom Grad v + ¢/ eines Polynoms vom
gleichen Grad mit diesem iiberein, also folgt

1 v 1 .1
D™ (fg) = EDgmeg 9g-

i (fg) = o)

Da das Produkt zweier Polynome in n Variablen genau dann identisch Null ist,
wenn einer der Faktoren identisch Null ist, siche z.B. Brodmann [4] Lemma 2.4,
gilt

D¢{f #0und Df g # 0« D{™ (fg) £ 0
und folglich auch N¢(fg) = Ne(f) + Ne(g)- O

Satz 5.2.7. Es sei m € €% (T") und E C €(T") ein Ty,-invarianter Raum, der

alle trigonometrischen Polynome von Grad kleiner gleich [L+1]a enthdlt. Dann

st dquivalent:
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1. m besitzt die Strang-Fiz-Ordnung SF(m) > L.
2. Ey, st T,,-invariant.

Beweis. 1.=2. wurde schon in Folgerung 5.2.4 bewiesen.

2.=1. Man definiert fiir 4 € N die nichtnegativen trigonometrischen Polynome

fu durch
fulw) = (3 sin(re) = (% 3(1 - cos(2mwr))* (5.2.2)

i=1
fiir alle w € R™. Die einzige Nullstelle der f, ist die Null, der Grad von f, ist p
und nach Lemma 5.2.6, 5. gilt

do fulw) = WQ“(Z wh)* > 0 fiir alle w # 0.
i=1

es gilt also N(f,) = 2u. Es sei nun noch
hj = f[#](- — B lp;) fiir j =0,...,a— 1.

Die h; haben den Grad [£*] und es gilt

und
hi(Bp;) # 0 fiir j # 1.

Definiert man fiir j > 1

a—1
h
9= 1+ h) [[ 5
J J H)hu(B lpj)

v#j
so gilt
a1
gi(w+ B 1p;) = (L+o(|lwl") [ [ + o(llwl) = 1+ o||w]|*)
i
und fiir ¢ # j

a—1

_ _ hy(w+ B~ p;)
giw+B7'p) = 1+ hj(w+ B'p)) []

.7( p) ( .7( p)) h/y(BilpJ)

U..
V#£i,j

o(l|wll*) = o([lw]l®)-
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Wir haben also trigonometrische Polynome vom Grad [£]a gefunden mit
jg:}pi(gj) = 5,"]', 7 = 0, L. — 1,

insbesondere liegen die g; in Ef.
Mit den Rechenregeln aus Lemma 5.2.6 und da FEj; nach Voraussetzung 7T,,-

invariant ist, folgt fiir alle f € Ep,

0=j¢ (T f)(B Z] (-+ B ')

a—1
=2 -, Zﬂ bt 1)
i=0
a—1 a—1 1
L—1—v

Z ;D pMip,, I-
i=1 v=0

Somit gilt fiir alle j =1,...,a—1

a—1 a—1
I 1 v
0= 5~ (Lng;) (B-) = —Db-1,m 51,95
i=1 v=0 "~
a—1 a—1 1 a—1 1
— v — v _ -L-1
- Z Z ﬁDB_lpim(siJ - Z ﬁDB_lpjm = Jp-1p,"M-
i=1 v=0 v=0
Die Strang-Fix-Ordnung von m muf also grofler als L — 1 sein. O

Fiir die Charakterisierung der Regularitiat von Skalierungsfunktionen mit Hilfe
des Spektralradius von T),|r bendtigt man nach Satz 4.3.9 einen Unterraum E,
der die Nullstellenbedingung der Ordnung s bzgl. xp fiir all die s erfiillt, fiir die
m den entsprechenden Strang-Fix-Bedingungen geniigt. Im isotropen bzw. reell
diagonalisierbaren Fall entspricht dies genau der Tatsache, dafl £ ein Unterraum
der Nullstellenordnung sz, > SF, ,(m) ist, vgl. Bemerkung 4.3.10, 2.

Ist m € Z(T") und der zugrundeliegende Raum E endlich-dimensional und 7,,-
invariant und gilt zudem L = SF(m) bzw. s;, = SF,,(m), so erfiillen die Rdume
Ey, im isotropen bzw. Ey, , . im reell diagonalisierbaren Fall bis auf die dritte alle
Voraussetzungen aus Satz 4.3.9, vgl. Bemerkung 4.3.10, 1. Dasselbe gilt fiir die
Riaume E; mit f € &(T"), falls nur

N(f) > SF(m) bzw. N, (f) > SF,,(f).

Die fehlende Voraussetzung 3 aus Satz 4.3.9 ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn F
ein f, aus (5.2.2) mit N, (f.) > SF,,(m) enthilt. Fiir E® ist das fiir geniigend
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grofles R erfiillt, fir £y zum Beispiel dann, wenn f selbst eine solche Funktion
ist. Fiir den Raum E);, kommen wir nochmal in Abschnitt 7.1 auf diese Frage
zuriick, sieche Bemerkung 7.1.20. Es sei nochmals angemerkt, dafl man im Fall
m € Z(T") stets mit endlich-dimensionalen Unterrdumen von 2?(T") arbeiten
kann.

Im unendlich-dimensionalen Fall sind die Rdume aus Bezeichnung 5.2.3 im all-
gemeinen keine Banach-R&ume, selbst dann nicht, wenn E ein Banach-Raum ist
und die Unterrdume mit der von E induzierten Norm versehen sind. Fiir unser
unendlich-dimensionales Beispiel erhalten wir jedoch

Lemma 5.2.8. Firt > 0 sind die Rdume E, 1, := (Ey)r bzw. Eyr, = (Et)ry
bzgl. < -|- > Hilbert-Rdume der Nullstellenordnung L bzw. s

Beweis. Nach Bemerkung 5.2.5 geniigt es E} 1, zu betrachten. Da F; vollstindig
ist, geniigt es zu zeigen, dafl der Unterraum F; 1, abgeschlossen bzgl. ||-||; ist. Es
sei also (f;) C Eir, mit f; = f € E,. Nach Satz 5.1.5 ist E, fiir alle N € N
stetig in ¢V(T") eingebettet, insbesondere gilt also

0°f;(0) — 0% f(0) fiir alle o« € N
und somit auch
0%(fj 0 C)(0) = 0%(f o C)(0) fiir alle « € N". (5.2.3)

Nach Definition von E} 1, gilt fiir alle j € N

8°(fx 0 0)(0) = 0 fiir alle 9‘ < s
Nach (5.2.3) folgt also
8°(f o C)(0) = 0 fiir alle %‘ < sp
und somit f € Eyp . O

Bemerkung 5.2.9. Besitzt m zusitzlich noch exponentiell fallende Fourier-
Koeffizienten, so ist E;; nach Satz 5.1.5 und Folgerung 5.2.4 fiir L < SF(m)
und geeignetes ¢ auch T;,-invariant und 7;,|g, , kompakt. Dieselbe Aussage gilt
fir die Rdume E; 1, mit s;, < SF,,, wenn A reell diagonalisierbar und xz die
Pseudonorm zu B = A' ist. Da Ej stetig in L?(T") eingebettet ist und mit &2 (T")
auch die f, aus (5.2.2) enthélt, sind fiir E,; im isotropen bzw. E; 1, , im reell

diagonalisierbaren Fall alle Voraussetzungen aus Satz 4.3.9 erfiillt.
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Wie wir in Folgerung 5.2.4 gezeigt haben, sind die Rdume E}, fiir beliebige Di-
latationsmatrizen 7,,-invariant, immer vorausgesetzt, daf§ £ selbst invariant ist.
Sie erfiillen aber im allgemeinen nur fiir den isotropen Fall die richtigen Nullstel-
lenbedingungen, die zur Regularititsanalyse gemifl Satz 4.3.9 notig sind. Unter
gewissen Voraussetzungen kann Ej, aber auch fiir den reell diagonalisierbaren Fall
verwendet werden. Es gilt ndmlich

Lemma 5.2.10. Es sei A reell diagonalisierbar und xg = |C™'+|, die Pseudo-
norm zu B und 0.E. v, = max?_, ;. Zudem ezistiere fir m € €*(T") mit
SF(m)=L emmp€{p, -, pa1} mit 0k(mo C)(C~'B~p) #0. Dann gilt:

1. SF,,(m) = L/v,.
2. Ist E C €F1H(T"), so besitzt Eyr, die Nullstellenordnung SF, ,(m) bzgl. xs.

Beweis. 1. Nach den Rechenregeln fiir das klassische Taylor-Polynom, siehe
Lemma 5.2.6, und da m die Strang-Fix-Ordnung L besitzt, gilt fiir alle 7 €
{1,...,a—1} und

jéfllB_lpi (moC) = (jé:llpim) oC=0
und folglich fiir alle || < L
0%(m o C)(C™ B p;) = 0.

Da fiir alle a € N gilt

lof _g~an oghai
- — - Y

Tn i=1 Tn i=1 Yi

o
Y
folgt

e’

L
<— = |a] < L.

n

Es gilt also auch

0%(m o C)(C B tp;) = 0 fiir alle

a‘ L
—| <=,
Y Tn

Somit erhélt man fiir m € €%“*(T") nach Folgerung 4.2.14

L
Np-1px5 (m) > ’Y_
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und nach Definition der Strang-Fix-Ordnung bzgl. xp auch

a—1 L
SFyy (m) = miP Np-1p; x5 (m) > —.
1= Yn

Da nach Voraussetzung wegen 9% (m o C)(C~'B™'p) # 0 ein a € N* mit

L
% = -~ und 0*(mo C)(C™'B™'p) #0

existiert, gilt wiederum nach Folgerung 4.2.14 auch

L
NB_IPO{B (m) S ’Y_

und somit insgesamt

L
SFXB(m) = NB—1p7XB(m) = ’7—
2. Analog wie oben folgt aus f € Ef, auch
L
NXB(f) > ’Y_ = SFXB(m)'

O

Wir betrachten nun den allgemeinen anisotropen Fall. Man koénnte analog zu
Bezeichnung 5.2.3 fiir s > 0 den Raum

Euyy = {f € B: Ny () 2 5)

betrachten. Dieser Raum ist zwar nach Lemma 5.2.1 T,,-invariant, falls E T,-
invariant ist, erfiillt aber unter Umsténden nicht alle zur Regularitdtsanalyse
notwendigen Nullstellenbedingungen. Es kénnte z.B. fiir s = SF,,(m) und ein
f € Es,, gelten

f(w) # o(x%(w)) aber m(w + B 'p;) = o(x%(w)) fiirallei=1,...,a — 1.
Dies konnte umgangen werden, indem man zum Raum
ES)={f€E: f(w) =o(x}(w)) fir se S}

iibergeht, wobei S gerade aus den Werten s besteht, fiir die m den Strang-Fix-
Bedingungen der Ordnung s bzgl. xp geniigt. Dieser Raum erfiillt die richtigen

Nullstellenbedingungen und ist nach Lemma 5.2.1 7T,,,-invariant.
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Um mit obigen Raum aber praktisch arbeiten zu kénnen, briuchte man auch fiir
den allgemeinen Fall eine einfache Charakterisierung der Nullstellenbedingungen
bzgl. xp, vgl. Folgerung 4.2.14 bzw. Bemerkung 4.2.4. Eine solche steht fiir den
allgemeinen Fall nicht zur Verfiigung.

Die néchste Folgerung, die sich schon implizit in Cohen et al. [15] findet, zeigt
jedoch, daf der Raum £y auch im allgemeinen anisotropen Fall die richtigen Null-
stellenbedingungen erfiillt, falls die klassische Nullstellenordnung von f geniigend

grof} ist. Dabei sei ry = —Ina/nlngp-1 wiederum die Konstante aus Lemma
4.1.8.

Folgerung 5.2.11. Es sei m € €(T") und xp die Pseudonorm zu B. Es gelte
fir f € €(T")
N(f) > SF\,(m)ro. (5.2.4)

Dann erfillt der T,,-invariante Unterraum E; fir alle s < SF,,(m) die Null-
stellenbedingung der Ordnung s bzgl. xp.

Beweis. Es sei s < SF,,(m). Da nach Voraussetzung ein r mit
srg <1 < N(f)

existiert, gilt f(w) = o(Jw|") und s < r/ry. Folgerung 4.1.9 liefert also

flw) = o(xp(w)), (5.2.5)

und es gilt nach Lemma 5.2.1 auch T,,f(w) = o(x%(w)). Nach Definition des
Raumes E iibertrégt sich somit die Eigenschaft (5.2.5) auf alle g € Ey. O

Bemerkung 5.2.12. Mit einem m € Z?(T") und einem nichtnegativen f €
Z(T") mit geniigend grofiler Nullstellenordnung, das zusétzlich in einer punk-
tierten Umgebung der Null positiv ist, erfiillt E; alle Voraussetzungen aus dem
Regularititssatz 4.3.9. Es muf} jedoch zumindestens eine obere Abschitzung fiir
SF,,(m) verfiigbar sein, um die Nullstellenordnung von f geméi$ (5.2.4) geeignet
wihlen zu kénnen. Fiir den isotropen und reell diagonalisierbaren Fall wird die
Strang-Fix-Ordnung durch verschwindende partielle Ableitungen charakterisiert,
ob ein vergleichbares Resultat fiir den allgemeinen Fall existiert, ist unklar. Unse-
re ersten numerischen Tests lassen zudem vermuten, dafl die Berechnung des fiir
die Regularitét entscheidenden Spektralradius mit Hilfe von E fehleranfilliger

ist als die Berechnung mit den Réumen, die auf E;; aufbauen.
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5.3 Basen und Dimension spezieller T),-invarianter

Unterriaume

Fiir konkrete Rechnungen ist es niitzlich, die Dimension (und eine Basis) von
T,,-invarianten Unterrdumen einer gegebenen Nullstellenordnung zu kennen. Ei-
ne allgemeine Aussage iiber die Rdume E} ist nicht mdoglich, Satz 5.1.2 liefert
lediglich eine obere Abschétzung der Dimension des Raumes E;. Wir leiten nun

eine Charakterisierung der Basen der Raume

EM LaX (EM) L,x>

her und zeigen, dafl in gewissen Féllen auch eine exakte Dimensionsaussage

moglich ist. Dazu zuerst zwei vorbereitende Lemmata

Lemma 5.3.1. Firn, N € N* gqilt
N
p(N) = p(n,N) == #{a e N* : [a| < N} = (”’; )

Beweis. (Induktion nach n)

p(I,N)=N+1= (1+N)

Firn =1 ist

1
fiir alle N € N. Es gelte die Aussage nun fiir n € N. Es gilt fiir alle N € N

N N
p(n+1,N) = Z {aEN"+1:a1=N—VundZaj§1/}

S S (1)

v=0 v=0

(5.3.1)

Es folgt also die Aussage fiir n + 1, wobei sich die letzte Gleichung in (5.3.1)
n+ N n+ N n+ N n+ N
+ = -+
n+1 N n+1 n

_ n+1+ N
- n+1

ergibt. O

induktiv aus
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Lemma 5.3.2. Fir beliebiges N € N* st die Matrix

A 1= ((=27k)acrr jaj<n
keN" |k|<N

invertierbar.

Beweis. Ay entsteht aus der Matrix Ay := (k*)aenn jaj<n durch Multiplikation
kEN" |k|<N

der Zeilen mit Zahlen # 0. Es geniigt also, Ay zu betrachten. Definiert man die
Matrix BN = (bak)aEN",|a|<N durch
keN" |k|<N

n aj—

bar == [ [ T (ki —9),

7j=1 =0

so erhélt man durch Ausmultiplizieren des Produktes

bak = k*+ Y cgk”.
0<Bi<a;
B#a

Wegen |3| < N fiir alle in der obigen Summe vorkommenden Indizes entsteht By
also aus Ay durch elementare Zeilentransformationen. Demnach ist Ay genau
dann invertierbar, wenn Bp invertierbar ist. Es sei nun N" lexikographisch ge-
ordnet, insbesondere folgt dann fiir a, § € N* aus a < 3, daf ein i € {1,...,n}
mit o; < f§; existiert. Es gilt also in dieser Ordnung

0 a <k,
bak =
#0 a=k.
Damit ist By, also auch A n invertierbar. O

Satz 5.3.3. Mit C € R™" invertierbar und v € Ri" definiert man x = [C~'-|,.
Es sei zudem M C Z"™ und

N = max{\a|:a€N" mit

Q@

—‘ < SL} + 1.
Y

Setzt man fir j =1,...,dim Ey 1

gpj = Z Cpj€ k € EM,L,X und 07 = (ij)keMa
keM
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s0 gilt
{(pj 7=1,.. .,dimEM,L,X} ist Basis von Enrpy
=
{cj 7 =1,.. .,dimEM,L,X} 1st Basts von Kern My,
wobel

My, = ((=2miC"k)*)
Ist zudem C' = E,, und gilt

|%|<SL,]€€M'

k| < N = ke M fir alle k € Z",

so folgt
dim Ep, 1, = dim Ey — #{aEN" ‘7‘<SL}

149

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)

Beweis. Nach Folgerung 4.2.14 ist ¢ := >, _\, cke_x € Enr,, dazu dquivalent,

daf}
0=0%¢oC)(0 8“che ko C)(0
keM
= Z Ckaa(e_ctk)(())
keM
= Z cx(—2miC' k)™ fiir ‘ < S,
keM v
also ist

NS EM,L,X ~ C= (Clc)lceM € Kern Mj,.
Die lineare Abbildung

S :Kern Mp 5 ex Z cke—k € Enrpy
keM

ist demnach surjektiv. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {e j :

k € M}

ist S auch injektiv, also insgesamt ein Isomorphismus. Mit S¢/ = ¢/ folgt auch

(5.3.2).
Nun zum Beweis der Dimensionsformel (5.3.4). Die Matrix

CN = ( 27TZI§)

aeN™ | |a *|<SL
kEN™ |k|<N
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ist nach Definition von N eine Untermatrix von Ay aus Lemma 5.3.2 mit der-
selben Spaltenzahl. Da Ay invertierbar ist, sind auch alle Zeilen von Cy linear
unabhingig und es folgt

Rang C'y :#{a e N*: ‘%‘ < sL}.

Nach (5.3.3) ist C'y eine Untermatrix von M, mit gleicher Zeilenzahl. Somit gilt
Rang My = Rang Cy
und folglich wegen der linearen Unabhéngigkeit der Charaktere
dim Kern M, = #M — Rang M|,

:dimEM—#{a e N*: ‘%‘ < sL}.

Bemerkung 5.3.4.

1. Nach Bemerkung 5.2.5 liefert Satz 5.3.3 auch eine Charakterisierung der
Basen des Raumes Eyy, := (Ew)r. In diesem Fall gilt N = L = s;, und
somit

My, = ((_27Tik)a)|a|<L,keM-
Gilt zusétzlich |k| < L = k € M fiir alle k € Z", so erhilt man aus Lemma

5.3.1 die Dimensionsformel

2. Die Bedingung (5.3.3) 148t sich fiir die Riume E® erfiillen, wenn man R
geniigend grofl wihlt. Zur Konstruktion eines 7},-invarianten Unterraums
mit vorgegebener Nullstellenordnung s, < SF)(m) und berechenbarer Di-
mension ist also zu einer Norm mit |[|[A™!|| < 1 ein R > R4 zu wiihlen, so
dafl sowohl die Voraussetzungen aus Bemerkung 5.1.3 als auch die aus Satz
5.3.3 erfiillt sind.

3. Explizite Formeln fiir die Dimension von E%, also die Anzahl der Gitter-
punkte in der Normkugel vom Radius R, sind nur fiir spezielle Normen

bekannt. Fiir die 1-Norm erhélt man induktiv, &hnlich zu Lemma 5.3.1

#{keZ": [k <N} =) (-1)" "2 (Z)p(z/, N).
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Ahnlich strukturierte asymptotische Formeln sind fiir allgemeine Normen
von Ewald [29] aufgestellt worden.

5.4 Komplexifizierung

Im weiteren sei fiir einen Unterraum E von komplexwertigen Funktionen der

reelle Raum E(R) durch
ER):={f€E: f(w)eRfiralleweR"}

definiert. Um die Resultate der Spektraltheorie positiver Operatoren auf geord-
neten Banach-Rdumen anwenden zu kénnen, die fiir reelle Banach-Riume bzw.
deren Komplexifizierung formuliert sind, vgl. Kapitel 6.1, benotigt man in Kapi-
tel 7.1 Unterrdume F, die die Komplexifizierung der reellen Rdume E(R) sind.
Fiir Ey ist dies erfiillt, falls m und f reellwertig sind. Fiir die Teilrdume E;; von
P (T™), die iiber eine Menge M C Z" definiert sind, gilt

Lemma 5.4.1. Es set M C Z" beschrinkt. Dann ist Eyy genau dann die Kom-
plezifizierung von Ep(R), d.h. es gilt

Ey = Ey(R) + i Ey(R),
wenn M = —M.

Beweis. Fiir das weitere sei
cosg 1= cos 2w < k|- >= Re(eg), sing := sin 27 < k|- >= Im(ey).

Es gilt

er € Ey(R) + i Ey(R) < cosy, sing € Ey(R). (5.4.1)
Es sei zunichst F), die Komplexifizierung von Ej/(R) und £ € M. Nach (5.4.1)
ist cosy € Ey(R). Es gilt

e = 2cosg —ep € Eyy

und somit —k € M, also folgt M = —M.

Fir M = —M ist

1 . 1
cosy = i(ek +e ), sing = 2—1,(61€ —e ) € Ey(R)
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fir alle K € M. Nach (5.4.1) ist also ey € Eyn(R) 4+ iEy(R) fiir alle £ € M. Die
Komplexifizierung von Ej(R) ist ein komplexer Vektorraum, also folgt

Z Cxer € EM(R) + ZEM(R)

keM

Somit erhilt man Fy C Ey(R) + i Ey(R). Ey(R) 4+ 4 Ey(R) C Eyy gilt trivia-
lerweise, also ist Ey = Ey(R) + i Ey(R). O

Bemerkung 5.4.2.
1. Da fiir die Normkugel vom Radius R trivialerweise gilt
k € Br(0) < —k € Bg(0),
ist der Raum E® stets die Komplexifizierung von EE(R).
2. Gilt fir m =, .0 hre—p
Sm =1k €Z" : hy # 0} = =S,

so iibertragt sich dies auch auf die Menge M, aus Satz 5.1.2 und E}, ist
die Komplexifizerung von FE, (R).

3. Fiir den Raum FE; aus (5.1.6) gilt e € Ey(R) + i E(R) fiir alle £ € Z".
Zudem ist Fy(R)+1i E;(R) abgeschlossen bzgl. ||-||;. Es folgt also analog wie
im Beweis von Lemma 5.4.1 E; = E(R) + i E,(R).



Kapitel 6
Positivitat

In diesem Kapitel werden i.W. die Eigenschaften positiver Operatoren zusammen-
gestellt, die fiir die Spektraltheorie von 7, benotigt werden. Erste Anwendungen
sind bereits am Ende des Kapitels angegeben.

6.1 Abstrakte positive Operatoren

6.1.1 Geordnete Banach-Raume

Definition 6.1.1. Eine Ordnungsstruktur auf einer Menge X ist eine binire
Relation auf X, iiblicherweise mit < bezeichnet, die reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist. Letzteres bedeutet, dafl aus f < g und g < f stets f = g folgt.
Einen Vektorraum F iiber R, der mit einer solchen Ordnungsstruktur < versehen
ist, nennt man einen geordneten Vektorraum iiber R, falls fiir f, g, h € E und
A > 0 gilt:

1. Aus f < g folgt f+h < g+ h.
2. Aus f < g folgt \f < Ag.
Die Mengen
K ={feE:f>0}tund ¥ :={ne FE :n(f)>0firalle f € #}

bezeichnet man als positiven bzw. als dualen positiven Kegel des geordneten Vek-
torraums F und die Elemente aus ¢ bzw. J¢" als positiv. Gilt sogar n(f) > 0
fiir alle f € 2"\ {0}, so heifit n € E' streng positiv. Das Innere von % bezeichnen

wir im weiteren mit int(.%").

153



KAPITEL 6. POSITIVITAT 154

Ist E ein reeller topologischer Vektorraum und gilt zusétzlich zu 1., 2.
3. & ist abgeschlossen,

so nennt man F einen geordneten topologischen Vektorraum. Weiterhin heifit die
Menge [f,g] :=={h € E : f < h < g} das Ordnungsintervall von f, g € E.

Bemerkung 6.1.2.

1. Unmittelbar aus der Definition wird klar, daf} fiir den positiven Kegel J#°

eines geordneten Vektorraums gilt:

i) AF C & fiir alle A > 0.

i) &+ CX.

i) o N—2 ={0}.
i) ist die iibliche Definition eines Kegels. i) und ii) zusammen entsprechen
der Forderung, dal % ein konvexer Kegel ist. Einen Kegel, der zusétzlich
die Eigenschaft iii) erfiillt, nennt man auch spitz. Zur Definition eines ge-
ordneten Vektorraums kann man nun auch wie folgt vorgehen, siehe z.B.

Zeidler [80]. Es sei # C E ein konvexer spitzer Kegel. Dann definiert fiir
f, g € E die Festsetzung

f<g & g-feX

eine Ordnungstruktur auf E, bzgl. der E ein geordneter Vektorraum mit
positivem Kegel 7 ist. Man erhilt also eine bijektive Zuordnung zwischen
den konvexen spitzen Kegeln und den Ordnungsstrukturen, die zusétzlich
1. und 2. aus Definition 6.1.1 erfiillen.

2. Fiir die Ordnung < eines geordneten topologischen Vektorraums gelten die
iiblichen Rechenregeln wie fiir die kanonische Ordnung auf R, so gilt zum
Beispiel fiir f, g € E, (f;) C Eund A\, p € R:

i) f>0,A<p=> A <puf
i) f<g,A>0= Af < Ag.

iil) f=1lim f;, fj<g=f<g.
j—00
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Beispiel 6.1.3. Es sei X # () und E ein Unterraum von
BX)={f: X >R :|flle < o0}
Definiert man auf E die Relation < iiber
f<g:e f(w) < g(w) fir allew € X,
so ist E ein geordneter normierter Raum.
Definition 6.1.4.

1. Eine Teilmenge F' des topologischen Vektorraums E heifit erzeugend (bzw.
total), wenn span ' = E (bzw. wenn der span F' dicht in E liegt).

2. Ein Element f > 0 des geordneten topologischen Vektorraums E heifit
quasi-innerer Punkt des positiven Kegels %, falls das Ordnungsintervall
[0, f] total ist.

Bemerkung 6.1.5.

1. Fiir einen konvexen Kegel ¢ gilt span # = # —¢ . Somit ist ein konvexer
Kegel genau dann erzeugend (bzw. total), wenn gilt £ = ¢ — # (bzw.
E=x-X%).

2. Der positive Kegel % ist z.B. dann total, wenn ein quasi-innerer Punkt
f von J# existiert. Nach Definition ist dann [0, f] C ¢ total und damit
insbesondere auch % selbst.

Das nachfolgende Lemma liefert eine Charakterisierung der inneren Punkte eines

positiven Kegels, wir benotigen dazu noch die folgende Bezeichnung:

Bezeichnung 6.1.6. F sei geordneter Vektorraum mit positivem Kegel 7.
Dann sei fiir f € &

Fy:={g € E: esgibtein 6 > 0 mit dg € [0, f]} C 7"
Man nennt F auch die von f erzeugte Facette.

Lemma 6.1.7. Es sei E geordneter normierter Raum mit positivem Kegel &,
dessen Inneres int( %) nichtleer ist. Dann ist int(%") erzeugend und fir f €

st dquivalent:
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1. span|0, f] = E.
2. Fp =
3. f st ein innerer Punkt von £ .

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafi das Innere int(.#") und somit % selbst er-
zeugend ist. Zu g € int(#") existiert ein § > 0 mit

giﬁfeint(%/) fiir alle f € £\ {0}.

Da Aint(#") C int(%") fiir A > 0, gilt fiir dieses § auch

@g:& f €int(X¥) fiir alle f € E '\ {0}.
Definiert man
frim g (Mg p) v g 3 (Ul - ),
so gilt f1, fo € int(#) und f = f; — fo. Es folgt also
E =int(¢) — int(%). (6.1.1)

Da int(.#") ein konvexer Kegel ist, ist das Innere von .# nach Bemerkung 6.1.5
erzeugend.
1.=2. Es sei g € #. Nach Voraussetzung gilt

g = Z)\jg]- mit )\j € R, g; € [0, f]

=1

Es folgt also aus Bemerkung 6.1.2

0< > Mg < S ulgs < STINIF =2 A
Jj=1 j=1 j=1

und somit g € [0, Af], d.h. g € F}.
2.=1. Nach Voraussetzung ist # = F. Da nach (6.1.1) auch E = ¢ — ¢ gilt,
existieren zu jedem g € E also 61, d; > 0, so daf} sich g wie folgt schreiben l&8t:

g = g1 — go mit d1g1, d2g2 € [0, f].
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Definiert man hy := 191 und hs := 6290, so gilt folglich

1 1
= —hy — —hy mit hy, hy € [0, f].

975 5

Somit ist g € span[0, f].
2.=3. Es sei g € int(.%). Es gibt also ein € > 0 mit g + h > 0 fiir alle ||| < e.
Nach Voraussetzung gibt es ein § > 0 mit f > dg > 0. Insgesamt gilt

f+h>8g+h>0 fir alle |a]| < €.

Also ist auch f € int(%).

3.=2. Fiir f € int(%") gibt es ein € > 0 mit f + h > 0 fiir alle ||| < € und
fiir alle g € 2 gibt es ein § > 0, so dafl ||0g|| < e. Somit gilt f — dg > 0, also
f > dg > 0 und folglich g € F}. O

Ist das Innere von %" nichtleer, zeigt Lemma 6.1.7 insbesondere, dafi im endlich-
dimensionalen Fall das Innere mit dem Quasi-Inneren des positiven Kegels iiber-
einstimmt. Das nichste Lemma zeigt, dal dies auch in allgemeinen normierten

R#umen richtig ist. Die Aussage findet sich ohne Beweis in Schifer [70].

Lemma 6.1.8. Es sei E geordneter normierter Raum mit positivem Kegel &,

dessen Inneres nichtleer ist. Dann ist fir f € & dquivalent:
1. f st ein quasi-innerer Punkt von .
2. f ist ein innerer Punkt von .
Beweis. 1.=2. Man nehme zunichst an, es gelte
int(.#") N span|0, f] = 0.
Somit ist span|0, f] in der abgeschlossen Menge F \ int(.#") enthalten und es gilt
span[0, f] C E \ int(.#¥) C E.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, da8 span|0, f] total ist. Es existiert
also ein g € int(#") N span|0, f]. Analog wie im Beweis von Lemma 6.1.7 1.=2.
folgt, da ein A > 0 existiert mit g € [0, Af]. A muB sogar gréBer Null sein, da
ansonsten g = 0 wire. Es gilt also auch g/\ € [0, f]. Da mit g auch g/ im Innern
von % liegt, gilt nach Lemma 6.1.7

1
E = span|0, Xg] C span|0, f] C F
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und somit auch E = span|0, f].
2.=1. Nach Lemma 6.1.7 gilt E' = span[0, f] und somit trivialerweise auch F =
span[0, f] O

Die Aussagen 1-3 aus Lemma 6.1.7 sind auch dann schon dquivalent, wenn man le-
diglich fordert, dafl .#” erzeugend ist, siche Alonso y Coria/Canavati [79] Theorem
3.2 fiir den entscheidenden Beweisschritt 2.=3. Ist F also endlich-dimensional,
so stimmt das Quasi-Innere von .# stets mit dem Inneren iiberein (auch wenn
letzteres leer ist). Man erhélt also allenfalls im Fall E unendlich-dimensional
mit int(#) = @ neue Objekte. Das niichste Lemma zeigt, dal die LP-Réume
mit p € [1,00[ Beispiele fiir diese Situation sind. Man versehe dabei L?(R") in

natiirlicher Weise mit der Ordnung
f<g & f <g fast iiberall.

Lemma 6.1.9. Fir p € [1,00[ sei %, der positive Kegel des geordneten Banach-
Raums LP(R™). Dann gilt:

1. int(A,) = 0.

2. Das Quasi-Innere von %, besteht genau aus den f € LP(R™) mit f > 0 fast

uberall.

Beweis. 1. Man nehme an, es existiere ein f € LP(R") aus dem Innern von .%,.
Da %.(R") dicht in LP(R") liegt, existiert auch ein g € 4.(R"), das im Innern
des positiven Kegels liegt. Zu ¢ > 0 wihle man nun § = €’ und definiere eine
nichtnegative Funktion g; wie folgt, auBerhalb von Qs := [—§%/2,52%/2|" sei g;
gleich Null, auf Qs stelle der Graph von ¢§ die Pyramide mit Grundfliche Q;
und Hoéhe ¢§(0) = 6 ' dar. Somit gilt fiir 6 < 1

|Q6|6 1 52n_1
lasll; = /w - <i=e

g — gs liegt also fiir geniigend kleine € in einer e-Umgebung von g. Wihlt man

nun ein € > 0 mit € ' > ||g||o0, s0 gilt

(9= 95)(0) < [|glloc — 0 7 = ||glloc — € * < 0.

Da die Funktion g — g; stetig ist, ist sie in einer Umgebung der Null, also auf
einer Nichtnullmenge, negativ, d.h. g — g5 ¢ #,. Somit kann g und damit auch
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f nicht im Innern von %, liegen. Das Innere des positiven Kegels muf} also leer
sein.
2. Es ist klar, daf} eine Funktion, die auf einer Nichtnullmenge verschwindet, nicht
im Quasi-Inneren liegen kann. Es sei nun f € LP(R") mit f > 0 fast iiberall. Es
sei nun ein € > 0 und ein g € LP?(R") vorgegeben. Da nach dem Satz von Lebesgue
gilt

llg 1f71]0’5[||p — 0 fiir 6 — 0,

existiert ein § > 0 mit

€
19 1-1101ll < 5- (6.1.2)
Man wéhle nun noch ein h € €, (R") \ {0} mit
€
lg =Bl < 5 (6.1.3)
Da mit der positiven Konstante as := 0/||h/|o
[ > as|h| 1-1[500) > 0 fast iiberall
gilt, ist |h| 15-115,00] € span(0, f]. Somit gilt wegen h*, h~ < |h[ auch
h 1f—1[5’00] =h" 1f—1[5,00] —h™ 1f—1[5,00] € span[O, f]
und nach (6.1.2) und (6.1.3)
lg = P 11tseclllp = 119 1p—11000 + (9 = 2) L1501l
<9 1s-104llp + I(g — ) 1p-1(5,00llp
cELE_
gty =¢
Fiir alle g € LP(R") und € > 0 existiert also ein A, € span|0, f] mit
||g - he“P <€
d.h. [0, f] ist total und f folglich ein quasi-innerer Punkt von .%,. O

6.1.2 Spektraltheorie positiver Operatoren

Definition 6.1.10. F sei ein geordneter normierter Raum mit positivem Kegel
A # {0}

1. T € Z(F) heift positiv, falls T den positiven Kegel invariant 148t, d.h. aus
f >0 folgt stets T'f > 0.



KAPITEL 6. POSITIVITAT 160

2. T € ZL(F) heiit stark positiv, falls T' positiv ist und fiir alle f > 0 mit
f # 0ein j = j(f) € N* existiert, so dal 77 f ein innerer Punkt von % ist.

3. T € Z(F) heiit irreduzibel, falls T positiv ist und fiir alle f > 0 mit f # 0
und A > o(7T)

TRA\(T)f = f: ATITIf
j=1

ein quasi-innerer Punkt von % ist. Dabei ist R,(7") die Resolvente von T
im Punkt A und o(7) der Spektralradius von 7.

Bemerkung 6.1.11.

1. Existiert fiir einen geordneten normierten Raum F mit positivem Kegel %
ein irreduzibler Operator, so ist nach Bemerkung 6.1.5 J#" notwendigerweise
total.

2. Fiir einen geordneten normierten Raum, dessen positiver Kegel J# ein
nichtleeres Inneres besitzt, ist f € J# nach Lemma 6.1.8 genau dann ein
innerer Punkt von ¢, wenn f ein quasi-innerer Punkt von % ist, d.h. falls
int(#) # 0 liegt TR\(T) f fiir irreduzibles T und A > o(7') im Inneren von
. Auflerdem ist in diesem Fall jeder stark positive Operator auch irredu-
zibel. Die Umkehrung ist i.a. falsch, da die Summe von Randelementen von

2 sehr wohl im Inneren von % liegen kann.

Satz 6.1.12 (Krein-Rutman). Es sei E ein geordneter Banach-Raum mit to-
talem positivem Kegel & und T ein kompakter positiver Operator mit o(T) > 0.
Dann ist o(T) ein Figenwert von T und es existieren zu o(T) positive Eigenvek-

toren von T und vom dualen Operator T".
Beweis. Siehe Krein/Rutman [49]. O
Fiir stark positive Operatoren sind weitreichendere Spektralaussagen moglich.

Satz 6.1.13. Es sei E ein geordneter Banach-Raum mit positivem Kegel
dessen Inneres nichtleer ist. T sei ein kompakter stark positiver Operator. Dann

qilt:

1. T besitzt einen Eigenvektor im Inneren von J¢ . Dieser ist (bis auf Multi-
plikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von T in . Der

zugehorige Eigenwert ist o(T) und ist positiv und algebraisch einfach.



KAPITEL 6. POSITIVITAT 161

2. T' besitzt einen streng positiven Eigenvektor. Dieser ist (bis auf Multipli-
kation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von T' in #'. Der

zugehdorige Eigenwert ist o(T) und dieser ist algebraisch einfach.
3. Fir alle A € C aus dem Spektrum von T mit A # o(T) gilt || < o(T).

Erfillt umgekehrt ein kompakter positiver Operator die Bedingungen 1 — 3, so st

er stark positiv.
Beweis. Siehe Krein/Rutman [49]. O

Die Voraussetzungen, unter denen die Bedingungen 1 und 2 gelten, kénnen ab-

geschwicht werden. Es gilt ndmlich

Satz 6.1.14. Es sei E ein geordneter Banach-Raum mit positivem Kegel % und
T ein irreduzibler Operator, dessen Spektralradius o(T) ein Pol der Resolvente

1st. Dann gilt
1. o(T) > 0 und o(T) ist ein Pol erster Ordnung.

2. Zu o(T) existieren positive Eigenvektoren von T bzw. T'. Jeder positive
FEigenvektor von T zu o(T) ist ein quasi-innerer Punkt von & und jeder

positive Figenvektor von T' ist eine streng positive Linearform.

3. Gilt entweder int(#") # O oder ist die Vielfachheit von o(T) endlich, dann
ist die Vielfachheit von o(T) gleich 1.

Beweis. Siehe Schéfer [70] bzw. [71]. O
Bemerkung 6.1.15.

1. In der Formulierung von Satz 6.1.14, 3. muf} nicht zwischen geometrischer
und algebraischer Vielfachheit von o(7T) unterschieden werden, weil fiir
einen einfachen Pol der Resolvente Eigenraum und Hauptraum iiberein-

stimmen, siehe z.B. Satz 101.2 aus Heuser [41].

2. Ist int(#") # 0, so kann nach Lemma 6.1.7 in Satz 6.1.14, 2. quasi-innerer

Punkt durch innerer Punkt ersetzt werden.

Korollar 6.1.16. Es sei E ein geordneter Banach-Raum mit positivem Kegel
J, dessen Inneres nichtleer ist. T sei ein kompakter irreduzibler Operator mit
o(T) > 0. Dann gelten die Aussagen 1 und 2 aus Satz 6.1.13.
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Beweis. Es sei im weiteren zur Abkiirzung ¢ = o(7'). Nach Satz 6.1.12 ist ¢ ein
Eigenwert des kompakten Operators 7', also insbesondere ein Pol der Resolvente
von T'. Satz 6.1.14 kann also angewandt werden. Man erhilt, dafl p ein algebraisch
einfacher Eigenwert von T und 7" ist. Zudem liegt der positive Eigenvektor f
von T zu p im Innern von ¢, vgl. Bemerkung 6.1.15. Der zugehorige positive
Eigenvektor n von 7" ist streng positiv. Es bleibt noch zu zeigen, dafl aufler
Vielfachen von f und 7 keine weiteren positiven Eigenvektoren von T bzw. T’

existieren. Es sei zunéichst

f1 e X \ {0} mit Tfl = Qlfl und f1 ¢ Span{f}.

Da p algebraisch einfach ist, mufl 0 < p; < p gelten. Zudem ist T irreduzibel, es
folgt also nach Bemerkung 6.1.11, 2. fiir alle A > p

o ] fore) . . .
)\Elglfl :Z (%) fl :ZA_JTJfl :TR)\(T)fl = lnt(}i/,
j=1 j=1

Demnach ist o1 # 0 und f; € int . Es existiert somit ein § > 0 mit
fi>of.

Aus der Positivitdt von 7T folgt auch

01 7 1, . 0 i
(2) 5= Lrog> g o

Die linke Seite konvergiert wegen o; < p fiir j — oo gegen Null. Da J# abge-
schossen ist, folgt auch f = 0. Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, daf} f ein
Eigenvektor ist.

Man nehme nun an, es existiert ein
m € &'\ {0} mit T'n; = g1m1 und n; ¢ span{n}.
Es gilt also
o<, f>=<m,of >=<m,Tf>=<T'p,f>=01 <m,f>. (6.1.4)
Zu f € int £ gibt es aber ein § > 0 mit

f £ 6h >0 fiir alle h € E mit ||h|| < 1.
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Aus g € ' folgt

<m, f>=x6 <m,h>>0firalle h € E mit ||a|| <1
und somit

<m, f>>6sup[<m,g>|=6|ml| >0.
lIR]]<1

Aus (6.1.4) folgt also ¢ = p;. Dies steht im Widerspruch zur algebraischen Ein-

fachheit des Eigenwerts p. O

Mit Korollar 6.1.16 erhédlt man eine weitere Charakterisierung stark positiver

Operatoren.

Folgerung 6.1.17. Es sei E ein geordneter Banach-Raum mit positivem Kegel
K, dessen Inneres nichtleer ist. Dann ist fiir einen kompakten positiven Operator

T dquivalent:
1. T st stark positiv.

2. T ist irreduzibel mit o(T) # 0 und es gilt 3. aus Satz 6.1.13.

6.2 Direkte Folgerungen aus dem Satz von Krein-

Rutman

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei Anwendungen des Satzes von Krein-
Rutman 6.1.12 auf Ergebnisse aus dem Kapitel 2. Es sei im weiteren ® die von
m > 0 erzeugte Skalierungsfunktion, vgl. Bezeichnung 2.2.5.

E sei ein T;,-invarianter Banach-Raum von stetigen Z"-periodischen Funktionen

mit T,,|g € Z(E), der die Komplexifizierung des reellen Raumes
ER):={f€E: f(w) €eRfirallew € R"}.

ist. Da m reellwertig ist, ist F(R) genau dann T,,-invariant, wenn dies fiir F
zutrifft. Zudem sei F stetig in L?(T") eingebettet. Man versehe E(R) mit der
kanonischen Ordnung. Der zugehorige positive Kegel J# ist unter den obigen
Voraussetzungen abgeschlossen. Dies sieht man wie folgt: Es sei (f;) eine Folge

aus %, die in E gegen ein f € F konvergiert. Nach Voraussetzung konvergiert



KAPITEL 6. POSITIVITAT 164

(f;) dann auch in L*(T™) gegen f. Da somit eine Teilfolge von (f;) existiert, die
punktweise fast iiberall gegen f konvergiert, erhdlt man f > 0 fast iiberall. Da f
stetig ist, gilt also auch f € JZ. Der positive Kegel ist folglich abgeschlossen und
E(R) somit bzgl. der kanonischen Ordnung ein geordneter Banach-Raum. Da m

nichtnegativ ist, gilt fiir f auch
a—1
Tmf = me(B_l(' + pz)) € ’%/a
i=0

Tm|E(R) ist also positiv im Sinne der Definition 6.1.10.
Wir erhalten nun eine weitere Charakterisierung von ® € L!(T"), vgl. Lemma

2.6.3 bzw. Bemerkung 2.6.4. Dabei sei wieder gr der Spektralradius von Ty, |g.

Lemma 6.2.1. F sei sogar stetig in € (T") eingebettet. T,,|g sei kompakt und es
ezristiere ein f € E mit f > 0. Dann gilt:

1. o =1= &€ L'(R").

2. Firm sei das Cohen-Kriterium erfillt und ), ;. &(-— k) konvergiere fast
iiberall gegen eine stetige Funktion. Existiert ein X im Spektrum von T, |g)

mit |A| = 1, so gilt sogar

or =1 & e L'RY).

Beweis. 1. Da f € F positiv und stetig auf dem Kompaktum I" ist, existiert ein
d > 0 mit f(w) > 0 fiir alle w € I". Nach Voraussetzung existiert ein ¢ > 0 mit
l9]lco < c|lg]|E fiir alle g € E. Fiir g € E mit ||g||z < §/c gilt also fiir alle w € R"

(f +9)(w) 26— [|gllec = 6 = cllgllz = 0,

d.h. f liegt im Inneren des positiven Kegels .#". Nach Lemma 6.1.7 ist ¥~ somit
erzeugend und folglich insbesondere total. Ist o = 1, so sind alle Voraussetzun-
gen des Satzes von Krein-Rutman 6.1.12 erfiillt. Es existiert also eine stetige und
nichtnegative Eigenfunktion von 7;, zum Eigenwert 1. Nach Bemerkung 2.6.4
folgt hieraus ® € L'(R™).

2. Wir miissen nur noch zeigen, daB aus ® € L'(R") auch gy = 1 folgt. Da
nach Voraussetzung T,,|r einen Eigenwert mit Betrag 1 besitzt, ist op > 1.
Andererseits folgt aus dem Cohen-Kriterium in diesem Fall nach Bemerkung 2.5.9
auch @(®) > 0. Nach Bemerkung 2.6.11 gilt somit fiir jeden Eigenwert A von
Twm|r auch |A| < 1. Da T, | kompakt ist, gilt also g < 1 und damit insgesamt
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Die zusédtzlichen Voraussetzungen in 2. werden nur fiir den Beweis von
del'R)=pp=1

benétigt. Fiir m € 2(T") und & € L'(R") ist @(®) € P (T") aber eine Eigen-

funktion zum Eigenwert 1. Somit gilt

Korollar 6.2.2. Es seim € Z(T"), E C €(T") sei endlich-dimensional und es
existiere ein f € E mit f > 0. Dann gilt:

1. op=1= & e L'(R").

2. Erfillt m das Cohen-Kriterium und enthdlt E alle Figenfunktionen von T,,,

die trigonometrische Polynome sind, so gilt sogar:
op=1s®eL'(R).

Bemerkung 6.2.3. Das obige Korollar ist in Hinblick auf die Konstruktionen in
Kapitel 3.1 interessant. Startet man dort mit einem interpolierenden nichtnega-
tiven Symbol, das zusétzlich das Cohen-Kriterium erfiillt, so erhélt man nichtne-
gative zueinander duale Symbole m™) und m(™, die beide ebenfalls das Cohen-
Kriterium erfiillen. Damit die von m(™) bzw. ) erzeugten Skalierungsfunk-
tionen ®™) und ®™) biorthogonal sind, muf nur noch ®®) € L?(R") gesichert
werden, vgl. Folgerung 3.1.7. Letzteres ist nach Korollar 6.2.2 dazu dquivalent,
daB fiir einen geeigeneten Unterraum E der Spektralradius von Tm(N)|2| g gleich

Eins ist.

Um in Kapitel 4 eine untere Schranke des Sobolev-Exponenten von ¢ bzgl. xp

herzuleiten, bendtigten wir die folgende Vorausssetzung:
e LY(R™) mit 0 < ¢ < @(®) < C < oo fast iiberall. (6.2.1)

Da die Periodisierung von & € L'(R") fiir m € 2(T") stetig ist, ist (6.2.1) in

diesem Fall nach Satz 2.5.12 dquivalent zu
® € LY(R") und m erfiillt das Cohen-Kriterium.

Im allgemeinen Fall impliziert letzteres nach Bemerkung 2.5.9 zwar noch die
untere Abschiitzung aus (6.2.1), die Abschéitzung nach oben ist jedoch, da die
Periodisierung von & nicht mehr unbedingt stetig sein muf}; im allgemeinen nicht
automatisch erfiillt, sondern mufl zusétzlich gefordert werden. Wir zeigen nun,
daBl man bei unseren Regularitidtsaussagen aus Kapitel 4 auf diese Voraussetzung

verzichten kann, wenn man eine zusétzliche Positivitidtsforderung macht.
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Lemma 6.2.4. Firm > 0 gelte die Cohen-Bedingung. Der positive Kegel % sei
total und E erfille die Nullstellenbedingung der Ordnung s bzgl. der Pseudonorm
XB- Zudem sei T, |g kompakt. Dann gilt

) 1
S(1+xp) € L'(R") = s < — 108

lna

Beweis. Im Falle g = 0 ist wegen — In g = oo nichts zu zeigen. Es sei also
or > 0. Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Krein-Rutman 6.1.12
erfiillt. pg ist also Eigenwert von T, |z und es existiert eine Eigenfunktion f > 0.

Nach Voraussetzung gilt f(w) = o(x};(w)). Damit ist die durch

@),
q(w) := Xp(W) 0,
0 w=0

definierte Funktion ¢ stetig auf R* und wegen f € % (T") dort auch beschrénkt.
Sei K die kompakte Z"-Kachel aus dem Cohen-Kriterium und sei fiir j € N

J
@; = [ [ m(B~)1pixa(B)xp. (6.2.2)
i=1
Da K eine Umgebung der Null enthélt und da B~%w fiir alle w gegen Null kon-
vergiert, gilt fiir 7 — oo auch

®; — q(0)®x3% = 0 punktweise.

Es gibt zudem ein ¢ > 0 mit 15 < @)/c Demnach gilt

&; = [[mB7)1x(B7)q(B7-)x

1 e i
< EHm(B 7)®(B™)q(B™)x5
i=1
_ E(I) B*j s < ||q||00(i) s LY(R"
= —®q( )X < . °XB € L' (R").

Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert ®; also in L'(R") gegen Null, vgl. fiir
die obigen Uberlegungen auch Bemerkung 2.7.2.
Nach Lemma 1.4.4 gilt Folgerung 1.5.4 auch dann, wenn man die Standard-Kachel



KAPITEL 6. POSITIVITAT 167

I" durch K ersetzt. Es folgt also mit der Pseudonorm-Eigenschaft von xg

bl lhize =< T1L > o= /Hm S(B7)
- / [[m(B 1B 7)a(B 7 )xp(B7)
—a—as/n/Hm B~ 1k(B)a(B7)xy

nzl

= a b .

Somit konvergiert (ogpa®™)? — 0 fiir 7 — 0, d.h. es muB ggpa®/™ < 1 sein und
folglich die Behauptung gelten. O

Der Beweis des nachfolgenden Satzes verlduft analog wie der des Satzes 4.3.9.
Man beachtete lediglich, dafl wie oben erwédhnt das Cohen-Kriterium die untere

Abschitzung aus (6.2.1) impliziert. Somit ist auch hier der Satz 4.3.7 einsetzbar.

Satz 6.2.5. m > 0 erfille das Cohen-Kriterium, ro = —Ina/(nlngg-1) mit
m € € (R*), wobei v > rgSF,,(m). Zudem sei & € L'(R*) und es gelte:

1. T,, | ist kompakt.

2. Erfillt m fir ein s die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung s bzgl. xg, so
gilt fiir E die entsprechende Nullstellenbedingung.

3. Der positive Kegel st total und es ezistiert ein f € & mit f > 0 in
einer punktierten Umgebung der Null.

Dann gilt:

. 1
d(1+xp)f e L'R") < s < L 1OF

Ina



Kapitel 7

Spektraleigenschaften des

Transferoperators

Im Verlauf der vorliegenden Arbeit haben wir zwei Situationen kennengelernt,
in denen der Spektralradius des auf geeignete Unterrdume FE eingeschrinkten
Transferoperators von Bedeutung ist. Dies sind zum einen natiirlich die Resultate
aus Kapitel 4, in dem die Regularitdt von Skalierungsfunktionen mit Hilfe des
Spektralradius von T,,|p charakterisiert wird, wobei der verwendete Raum F
Nullstellenbedingung bzgl. der Pseudonorm erfiillt muSf.

Zum anderen findet sich in den Untersuchungen zum Eigenwert 1 des Transferope-
rators, siehe Abschnitt 2.6, das Korollar 2.6.12, das besagt, dal unter geeigneten
Voraussetzungen der Spektralradius von T, |r ein algebraisch einfacher Eigen-
wert ist, dessen zugehdrige Eigenfunktion im Inneren des Positivititskegels liegt.
Zudem liegt kein anderer Eigenwert auf dem Spektralkreis.

Die in diesem Zusammenhang verwendeten Unterrdume enthalten stets Funktio-
nen, die in Null keine Nullstelle besitzen. Wir untersuchen nun im vorliegenden
Kapitel, inwieweit analoge Ergebnisse auch dann giiltig sind, wenn der Unter-
raum FE geeigneten Nullstellenbedingungen geniigt. Dazu verwenden wir die in

Kapitel 6.1 vorgestellte Spektraltheorie positiver Operatoren.

168
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7.1 Anwendung der Spektraltheorie positiver Ope-

ratoren auf 7,,

Die abstrakten Sétze aus Abschnitt 6.1 werden in diesem Kapitel auf T,,| Ep(R)
angewandt, vgl. Bezeichnung 5.2.3. Dazu wird zunéchst das Innere des Positi-
vitatskegels %7, C Ep,(R) charakterisiert und dann Kriterien fiir die Positi-
vitétseigenschaften von T;,|g,  (r) hergeleitet. Zentral ist der Satz 7.1.31, in dem
einfach nachzupriifende Bedingungen an m angegeben werden, so dal Ton|s, ()
stark positiv ist.

Es sei angemerkt, dafl sich einige der Ergebnisse des vorliegenden Kapitels schon
in der Arbeit Gromes/Safimannshausen [36] finden. Dort wird der Fall m €
Z(T") und Réume mit klassischen Nullstellenbedingungen betrachtet.

Wir stellen zunéchst die Voraussetzungen zusammen, die in diesem Abschnitt
bendtigt werden. Dies sind Voraussetzungen an die Dilatationsmatrix und die
zur Nullstellencharakterisierung verwendenten Funktion (A, ), an das Symbol (m)

und an den verwendeten Unterraum (E).

(A,) Es sei A € Z"™" eine Dilatationsmatrix und fiir x := |C~"-|, mit inver-
tierbaren C' € R™"™ und v € R" sei eine der nachfolgenden Bedingungen
erfiillt:

i) A beliebig, C = E, und v = (1,...,1)%

ii) A ist reell diagonalisierbar und yx die zu B = A* zugehérige Pseudo-
norm, d.h. C' € R™" ist eine Basis von Eigenvektoren und v wie in
Lemma 4.1.6 definiert.

(m) Das Symbol m > 0 sei geniigend glatt, genauer es sei m € €~ (T") mit
N =0 fir SF,(m) = 0 bzw.

N:max{|a|:a€N" mit ‘2‘ gSFX(m)}—i—l
Y

fir SF,(m) > 0. Dabei sei SF)(m) die Strang-Fix-Ordnung bzgl. x, vgl.
Definition 4.3.5. T, sei der von A und m induzierte Transferoperator.

(E) E sei ein Tp,-invarianter Banach-Raum von Z"-periodischen Funktionen mit

Thwle € Z(F), der die Komplexifizierung des reellen Raumes

ER):={f€E: f(w) €Rfir allew € R"}.
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ist. Da m reellwertig ist, ist E(R) genau dann 7,,-invariant, wenn dies fiir
E zutrifft. Zudem sei L € N mit s;, < SF)(m). Fiir L = 0 sei E stetig in
€(T"), fiir L > 0 stetig in €Vt+1(T") eingebettet, wobei € Vt+1(T") mit
der kanonischen Norm

. = 0°-
Flloo vy s= max 0% ]lo

versehen ist. Dabei seien s;, und Ny, wie in Bezeichnung 4.2.6 definiert,
d.h. es gilt insbesondere

N1 :max{|a| :a € N mit ‘g‘ gsL}-i-l.
fy

Bemerkung 7.1.1. Fir m € Z(T") und m(0) = 1 endlich-dimensionales F
reduzieren sich die obigen Voraussetzungen auf £ = E(R) + iE(R) und die T;,-
Invarianz von E. Wir haben in Kapitel 5 ausfiihrlich diskutiert, wann dies fiir
unsere Beispielraume erfiillt ist, siehe Satz 5.1.2, Bemerkung 5.1.3, Lemma 5.4.1
und Bemerkung 5.4.2. Fiir ein m mit m(0) = 1 und exponentiell fallenden Fourier-
Koeffizienten und den Raum FE; aus (5.1.6), ¢t geeignet, sind nach Satz 5.1.5 und
Bemerkung 5.4.2 alle obigen Voraussetzungen erfiillt.

Sind die Voraussetzungen (A, ), (m), (E) erfiillt, so betrachten wir den Raum

By = {f € B: Ne(f) > 1}

aus Bezeichnung 5.2.3. Dieser ist nach Folgerung 5.2.4 fiir beide Fille aus (4,)
Trn-invariant und besitzt die Nullstellenordnung sz,. Dabei beachte man, daf§ Ef ,,
im Fall (A,) i) dem Raum Ej, entspricht, der iiber klassische Nullstellenbedingun-
gen definiert ist, vgl. Bemerkung 5.2.5, es gilt dann s;, = L. Im Unterschied zu ii)
miissen keine weiteren Voraussetzungen an die Dilatationsmatrix gemacht wer-
den, um die T;,,-Invarianz zu sichern. Der Fall i) beschrénkt sich also insbesondere
nicht auf den isotropen Fall. Allerdings erfiillen die Ridume Ej im allgemeinen
nur fiir den isotropen Fall die Nullstellenbedingungen, die zur Regularitdtsanalyse
gemaf Satz 4.3.9 notig sind. Wir haben jedoch schon in Kapitel 5 Bedingungen
dafiir angegeben, wann die Rdume E}, auch allgemeineren Nullstellenbedingun-
gen geniigen. Ist z.B. die klassische Nullstellenordnung eines f € % (T") gro8
genug, genauer gilt fiir L < SF(m)

N(f) > max(SF,,ro, L),
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wobei 79 = —Ina/nln pg-1, so erfiillt der Raum Ey nach Folgerung 5.2.11 auch
im allgemeinen anisotropen Fall die notwendigen Nullstellenbedingungen bzgl.
der Pseudonorm xp und es gilt nach Folgerung 5.2.4 auch (Ef);, = Ey. Im re-
ell diagonalisierbaren Fall erfiillt E stets die richtigen anisotropen Nullstellen-
bedingungen, wenn eine bestimmte mehrfache Richtungsableitung von m nicht
verschwindet, siehe Lemma 5.2.10. Wir kommen darauf noch einmal in Lemma
7.1.24 zuriick.

Nach Definition von Ny, gilt fiir « € N*

‘g‘ <81 = |a| SNL—H-
Y

Somit folgt analog wie im Beweis von Lemma 5.2.8, daf} £, wegen der Einbet-
tung in (E) bzgl. der von E induzierten Norm abgeschlossen und somit selbst ein
Banach-Raum ist. Versehen wir Ep , mit dieser Norm, so erhalten wir also einen
Raum, der ebenfalls stetig in ¢’Vz+1(T") eingebettet ist.
Der positive Kegel

Hi = {f € Buy(®) : f > 0}

ist nach Beispiel 6.1.3 bzgl. der Supremumsnorm abgeschlossen. Wegen der obi-
gen Einbettung ist Ey, (R) also bzgl. der kanonischen Ordnung ein geordneter
Banach-Raum. Da m nichtnegativ ist, folgt analog wie in Anschnitt 6.2, dafl

Tm|EL,X(R) positiv im Sinne der Definition 6.1.10 ist.

7.1.1 Der Satz von Krein-Rutman fiir 7,, und das Innere

des Ordnungskegels

Wir diskutieren nun die Voraussetzungen des Satzes von Krein-Rutman. Zunéchst

weisen wir nach, dafl der Spektralradius

0ry, = 0(Tnle, &) = 0(Tnleg,)
unter gewissen Zusatzvoraussetzungen nicht Null ist. Es gilt ndmlich
Lemma 7.1.2. Es gelte (A, ), (m), (E) und eine der folgenden Bedingungen:

1. By, C Z(T") ist endlich-dimensional mit %7, # {0}.

2. Es sei SF\(m) < oo und fiir die von m im Sinne von Bezeichnung 2.2.5

erzeugte Skalierungsfunktion ® gelte

® e LY(R™) mit @(®) > ¢ > 0 fast diberall.
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Zudem existiere ein f € 7y, mit f > 0 in einer punktierten Umgebung
der Null.

Dann ist der Spektralradius og, , ungleich Null.

Beweis. Es gelte zunichst 1. Wegen m(0) = 1 existiert eine Umgebung U der
Null mit m(w) > 0 fiir alle w € U. Fiir alle f > 0 mit 7, f = 0 folgt aus

a—1

Tonf(Bw) =Y mf(-+ B p;) > m(w)f(w) >0
i=0

stets f(w) = 0 fiir alle w € U. Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe Funk-
tionen mehrerer Verdnderlicher muf§ f = 0 gelten. T}, bildet somit %7, \ {0} auf
21\ {0} ab. Fiir alle f € 277, \ {0} und fiir alle j € N gilt damit 77, f # 0. Fiir
K1, # {0} ist Ty, | g, () folglich nicht nilpotent. Dies ist im Endlich-dimensionalen
dazu équivalent, dafl og, , nicht Null ist.

Man nehme an, es gelte 2. und g, , = 0. Nach Satz 4.3.2 gilt d(1+x)* € L'(R")
fiir alle s. Nach Satz 4.3.7 ist also SFy(m) = oo. Also muf doch ¢g, > 0
gelten. O

Bemerkung 7.1.3.

1. Fir m € #(T") kann man Ep,, stets als endlich-dimensionalen Teilraum
von P (T") wihlen. Somit ist in diesem Fall 1. fiir jede verniinftige Wahl
von Ep , erfiillt.

2. Da das Symbol m wegen m(0) = 1 nicht identisch Null ist, gilt nach Bemer-
kung 4.2.5 zum Beispiel dann SF, (m) < oo, wenn m holomorph in B™!p
ist, wobei p € {p1,...,pa_1}

Bezeichnung 7.1.4. Es sei v € R}" und v € N. Das bzgl. v homogene Polynom
P = Z|%|:5,, a,td® vom Grad v heifit positiv (semi)definit, falls P(w) > 0 (>
0) fir alle w € R* \ {0} gilt. P heifit negativ (semi)definit, falls —P positiv
(semi)definit ist.

Lemma 7.1.5. f sei geniigend glatt, v € R, v € N und § € R". Dann gilt:

1. Ist f > 0 in einer Umgebung von & und besitzt f in & eine Nullstelle der
Ordnung s, bzgl. x = |C™'+|,, so ist Dé_lm(f o C) positiv semidefinit.
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2. Dé_lm(f o C) ist genau dann positiv definit, wenn eine Konstante ¢ > 0

existiert mat

D-1g,(f 0 C)(w) > ¢ fiir alle w € $1,(0) :={w: lw|, =1}.  (7.1.1)

Beweis. 1. Zu w € R" \ {0} definiert man fiir A > 0 ein w(\) € R iiber
wi\) = w AV fiiri=1,...,n.

Es folgt analog wie im Beweis von Satz 4.2.11, siehe (4.2.7),

1 1
|w|sVV'Dé’—1§,7(fOC)(w) = ‘w()\)‘syleé_lf,’Y(fOC)(M()\))'
v v 7

Da w(A) fiir A — 0 gegen Null konvergiert, gilt fiir geniigend kleines A nach
Voraussetzung (f o C)(C™'¢ + w()\)) > 0. Somit folgt

L Dy (foO)w)

|wlsev!

_ |W(A;wpg_lm(f 0 C)(w(N))

1 1, 1
> S (526 el 2 O = (o OO )
1 v _
= o0 (Je-16,(f 0 O)(w(N)) = (f 2 ONCTIE+w(N))).
b

Letzteres gilt, da f nach Folgerung 4.2.14 genau dann in & eine Nullstelle der
Ordnung s, bzgl. x besitzt, wenn jgjm(f oC) =0.

Da w()) fir A — 0 gegen Null geht, konvergiert nach der verallgemeinerten
Taylor-Formel, siehe Satz 4.2.10, auch die rechte Seite der obigen Ungleichung
fiir A — 0 gegen Null, so dal D, 1, (f o C)(w) > 0 sein muf.

2. Da S1,,(0) kompakt ist, folgt (7.1.1) direkt daraus, daB Df,_. (f o C) positiv
definit ist. Fiir die Umkehrung der Aussage sei ein w # 0 vorgegeben. Fiir & € R”

mit @; 1= w;/|w Y iy = 1,...,n gilt |©|, =1 und somit analog wie oben
gl g ¥

Di,(f 0 C)(w) = |wl2x Dy, (f 0 C)(&) > 0.
]

Es ist nicht selbstverstéindlich, daf} zu einem vorgegebenen y € RY" iiberhaupt
ein bzgl. v homogenes Polynom existiert, dafi zusétzlich positiv definit ist. Dies
verdeutlicht das nachfolgende Lemma:
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Lemma 7.1.6. Es sei A reell diagonalisierbar und v € R sei wie in Lemma
4.1.6 definiert. Dann ist dquivalent:

1. Fiir ein v € N* existiert ein bzgl. v homogenes Polynom P = Z|ﬁ\:s Gatd®
7 v

vom Grad v, das positiv definit ist.

2. Fir die Eigenwerte \;, j =1,...,n, von A gilt

n
j=1

Beweis. Es sei e/ im weiteren der j-te Einheitsvektor.
1.=2. Fiir alle j € {1,...,n} muf ein p; € N* existieren mit

€7
~

My
Vi

=5,.

und a,;.; # 0. Ansonsten wiirde gelten
P(\e?) = 0 fiir alle A € R.

Da die 7; nach Lemma 4.1.6 iiber

_ Ina
7= nly]
definiert sind, folgt aus |\;|% = a'/"
N = |\ =/ = cfiiralle j =1,...,n (7.1.2)

und somit o

a=|det Al = H|)\j\ — czj=1 1/

j=1
Also existiert auch ein ¢ € Q% mit ¢ = a? und folglich nach (7.1.2) auch fiir alle

j ein g; € Q7 mit |);| = a%. Zudem gilt
n
a= H|)\j| = q2i=19
7j=1

Also mufl 377 | ¢; = 1 sein.
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2.=1. Da die g; positive, rationale Zahlen sind, kann man p; € N* so wihlen,
dafl g;ju; konstant ist fiir alle j =1,...,n. Mit

~ Ilna Ina 1
7= nin|A\;|  nlna%  ng;
folgt, daf auch _
2u.e 2
‘i — ﬂ = anjuj =5, (713)
v Vi

fiir alle j denselben Wert besitzt. Wir betrachten
P(w) := ZwQ“jej = Zw?“j > 0 fiir w # 0.
j=1 j=1

P ist also ein bzgl. v homogenes Polynom, das positiv definit ist. O

Eine weitere Voraussetzung des Satzes von Krein-Rutman ist die Totalitédt des
positiven Kegels, welche z.B. dann erfiillt ist, wenn das Innere des Kegels nichtleer
ist, vgl. Lemma 6.1.7. Der néchste Satz gibt ein Kriterium an, wann dies fiir %7,

der Fall ist und gibt die schon angekiindigte Charakterisierung des Inneren von
Hx-

Satz 7.1.7. Es gelte (A,), (m), (E) und fir L € N* sei
DLy = {f € (%NL“ (']I‘"))LX :f >0 auf R* \ Z" und Dgﬁ(f o C) positiv deﬁnit}
bzw. fur L =0

Loy =Py ={f€€(T"): f>0 auf R"}.
Dann gilt
PrxNEp, Cint(47,,).
Ist Z1,NEp, #0, so ist

P, N Ep, = int(A,). (7.1.4)

Beweis. Die Giiltigkeit der ersten Aussage fiir L = 0 haben wir schon im Beweis
von Lemma 6.2.1 nachgewiesen.

Es sei nun L € N* und f € &, N Er,. Nach Lemma 7.1.5, 2. existiert eine
Konstante ¢ mit

Dg,(f o C)(w) > ¢ > 0 fiir alle w € Sy,(0). (7.1.5)
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Da E , stetig in ¢Vi+1(T") eingebettet ist, folgt aus

0*(hoC)= Y cap(0’h)oC
1B1=la

fiir alle h € Ep , die Abschitzung

170 Clloo,npyy = max [[0%(h o CO)lleo

|| <N1 41

< max cas|Il(@Ph) 0 Ol s
< max Y lell@n)oc]

Bl=lal (7.1.6)
< ( max Y feaghlllng o0

" Ja|<Npga
1Bl=|al

< ci||hllgy,, -

Nach Definition von Np ;1 gilt zudem
Qo
‘—‘ S S, = |Oé| < NL—H-
v

Da Si,(0) kompakt ist, erhélt man somit

1 (67 (67
15, (B © O)lloo,s1 = LUI D 9% (o C)(0)wloo,s1,4(0)

o
Q=g
|5 [=s

< ¢y max ||0%(h o C)|wo

al—g
o L

< eoflho Clloo,nyyn < csllhlliy,

Die lineare Abbildung
Epy(R) 3 & Dy (ho C)ls, (0

ist somit stetig, es gibt also zu c aus (7.1.5) ein § > 0, so da8 fiir alle g € E , (R)
mit [|g||p,, < gilt

Cc

-3 < D§ (g0 C)(w) < ¢ fiir alle w € S1,(0).

Fiir w € S1,(0) folgt demnach

Dg,((f + ) 0 C)(w) = Dg,(f o C)(w) + Dg, (g © C)(w)
c (7.1.7)
2
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d.h. nach Lemma 7.1.5 ist D§.((f + g) o C) ebenfalls positiv definit.
Nach der verallgemeinerten Taylor-Formel, siehe Satz 4.2.10, gilt fiir alle w € R”

[((f +9) 0 C)(w) = %Div((f +9) 0 O)(W)| < cull(f +9) 0 Clloo.vpp W[5

Nach (7.1.6) folgt

I(f +9) © Cllso,nis < call(f + 9z, < ca(llfllEe, + l9llEs,)-
Da |w[3+ 7% fiir w — 0 gegen Null konvergiert, gibt es also ein 7; > 0, so daf

fiir alle ||w|| < 7, und fiir [|g||p,, < J gilt

((f +9) 0 O)(w) — iDL L(f+9) 0 O)W)| < sl flle , + M9l w3+

I
< cs5([fllppy +0)wl3F*
C s
< aph”
Definiert man @ € Sy ,(0) wie im Beweis von Lemma 7.1.5 iiber w; = wi/|wl¥,
so folgt
1 w3 .
LD5((F +9)0 O)w) = - DE((F +9) 0 O)@)
und somit mit (7.1.7)
1
((f +9) 0 O)w) = 7D, ((f +9) 0 O) (w)
(iP5 +9)0€)) = 4 9)0C10)
| C s
< D (7 400 CO)(@) - kel
1 ¢ ¢ s c s
= iy = Dl = gl > 0

fiir alle 0 < ||lw|| < r; und ||g||,, < d. Somit gilt auch (f + g)(w) > 0 fiir alle
0 < lw|l <72 :=r/l|C7| und [|g]|z,,, < 6.

Nach Voraussetzung ist f(w) > 0 fiir w ¢ Z™. Es existiert also ein 0 < ¢’ < ¢ mit
flw) > ¢ fiir alle w € 1" mit ||w|| > ro. Somit gilt fiir ||g||p,, < 0" und w € 17
mit ||w]| > 7o

(f +9)(w) > flw) = 6" > 0.

Wegen der Z™-Periodizitit folgt damit insgesamt f + g > 0 auf R \ Z™. Also ist
f+gin 2y, fir g € B, (R) mit ||g]|g,, <, d.h. feint(H,).
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Zum Beweis der zweiten Behauptung sei nun h € &1, N Ep .
Hat f € Ep,, eine Nullstelle wy auflerhalb von Z", so ist

(f —€h)(wo) = —€h(wp) <0

fir alle e > 0, d.h f — eh ¢ 1, fiir alle € > 0. Fiir L = 0 kann man die obige
Uberlegung auch fiir wy = 0 verwenden.

Ist Dy (foC) nicht positiv definit, so gibt es nach Lemma 7.1.5, 2. ein wy € S1,(0)
mit D (f o C)(wo) < 0. Also folgt fiir alle € > 0

D(fﬁ((f —¢h)o C) (wo) = D(ﬁv(f o C)(wg) — eDév(h o C)(wo)
< —6D&7(h oC)(wg) <0,

d.h. D§.((f — €h) o C) ist nicht positiv semidefinit. Nach Lemma 7.1.5, 1. gilt
auch in diesem Fall f — eh ¢ 77, fiir alle € > 0.
Wir haben also gezeigt, daf ein f, das kein Element von &; , ist, nicht in Inneren

von 7, liegen kann. O

Bemerkung 7.1.8. Fiir &1, N E, # 0 ist insbesondere die Positivititsbedin-
gung 3 des Regularitétssatzes 6.2.5 erfiillt. Genligt der Raum E; ,, zusétzlich den
richtigen Nullstellenbedingungen bzgl. der zugehérigen Pseudonorm, so erfiillt er

also alle Voraussetzungen, die dort gefordert werden.
Der nichste Satz folgt direkt aus dem Satz von Krein-Rutman 6.1.12.

Satz 7.1.9. Es gelte (A,), (m), (E), Py N EL, # 0 und eine der folgenden

Bedingungen:
1. By, C P(T") ist endlich-dimensional.

2. Es sei SF\(m) < oo und fir die von m im Sinne von Bezeichnung 2.2.5

erzeugte Skalierungsfunktion ® gelte
& e LY(R™) mit w(®) > ¢ > 0 fast dberall. (7.1.8)
Zudem sei Tr,|p, , (r) kompakt.

Dann st og,,, > 0 ein Eigenwert von T, und es ezistieren positive Eigenfunk-

tionen von TmlEL,X(R) und (Tm|EL,X(1R))I-
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Beweis. Satz 7.1.7 zeigt, dal das Innere von .%#7,, nichtleer und .7 , somit total
ist, vgl. Lemma 6.1.7. Da zudem in beiden Fillen Tm|EL,X(lR) kompakt ist und nach
Lemma 7.1.2 auch gg, , ungleich Null ist, sind jeweils alle Voraussetzungen des

Satzes von Krein-Rutman 6.1.12 erfiillt. Dieser liefert dann die Aussage. O

Bemerkung 7.1.10. Wir haben in Satz 5.1.5 fiir ein Symbol m, dessen Fourier-
Koeffizienten exponentiell abfallen, und F = F; aus (5.1.6), t geeignet, gezeigt,
daf T, |k, und damit auch T;,|g, ,  (x) kompakt ist. Da zudem nach Bemerkung
7.1.3 auch SF,(m) < oo gilt, sind bis auf (7.1.8) die Voraussetzungen aus 2.
erfiillt.

Lemma 7.1.7 liefert nur fir &, N Ey, # () eine Charakterisierung des Inneren.
Wir wollen nun zeigen, daf§ unter gewissen Voraussetzungen fiir den Fall (A,) i)
stets (7.1.4) gilt.

Bezeichnung 7.1.11. Fiir x = |-| sei %7, := 1, und &p, .= Py ,.

Wir benétigen noch das folgende Lemma. Man beachte dabei, daf§ wir mit int 77,

stets das Innere von %7, als Teilmenge von E; meinen.

Lemma 7.1.12. Es gelte (A,) i), (m) und (E) fir L + 1, wobei L < SF(m)

ungerade sei. Dann gilt:
1. jiC/L = jiC/L_H und @L :@
2. Es gelte Ep .y C Ep. Ist 211 NEpy # 0, so gilt int 7, = ().

Beweis. 1. Nach Definition ist 7,11 C J#7. Sei nun f > 0 mit N(f) = L. Nach
Lemma 7.1.5, 1. ist D} f positiv semidefinit. Somit ist fiir alle w € R®

0 < Dy f(w) = (=1)"Dg f(—w) <0,

d.h. Dt f = 0, also gilt sogar N(f) = L + 1. Die obige Uberlegung zeigt ins-
besondere %7, = J#141. Fiir f € &7 gilt ebenfalls N(f) = L + 1. Dies ist ein
Widerspruch zu der Forderung, dal D¢ f positiv definit ist. Also gilt &2, = ().

2. Es sei int #7, # (). Dann gilt nach Lemma 6.1.7 E7,(R) = span .#7,. Andererseits
gilt nach Satz 7.1.7 auch Er,;(R) = span .#7,4. Also folgt aus 1.

E;(R) = span #;, = span %71 = E;1(R).

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung Er; C Ep. O
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Bemerkung 7.1.13. Der Beweis von 1. zeigt insbesondere, dafl die (klassische)
Strang-Fix-Ordnung eines Symbols m > 0 stets gerade sein muf.

Folgerung 7.1.14. Es gelte (A,) i), (m) und (E) fir 2 [1£'], wobei L € N. E
enthalte alle trigonometrischen Polynome von Grad kleiner gleich [%} Dann
qilt

int %7, = Z;, N Eg, (7.1.9)

und genau dann ist das Innere von %7, nichtleer, falls L gerade ist.

Beweis. Man betrachte fiir 4 € N wie im Beweis von Satz 5.2.7 die nichtnegati-

ven trigonometrischen Polynome f, vom Grad p, die fiir w € R* durch

) = () sin(me) = (% 3 (1 = cos(2mw))-

i=1

definiert sind. Wie schon im Beweis von Satz 5.2.7 gezeigt, besitzen die f, die
Nullstellenordnung N(f,) = 2u, wobei D" f, positiv definit ist, d.h. f, € Py,.
Da der Grad von (f,) gleich p ist, liegt nach Voraussetzung fr/, fiir gerades L in
P, N Er. Nach Satz 7.1.7 gilt also (7.1.9) mit int #7 # (). Man definiert noch

gu(w) = fu(w) Zsin(27rw,-).

fir alle w € R*. g, ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad g + 1 mit
N(g,) =2p+ 1. Ist L ungerade, so ist

fuwry2 € BN Pryund gp-1y2 € B\ Epyq.

Es sind somit alle Voraussetzungen aus Lemma 7.1.12 b) erfiillt. Es gilt also auch
in diesem Fall (7.1.9) mit int .77, = 0. O

7.1.2 Positivitatskriterien fiir 7,

Es sollen nun Kriterien fiir die starke Positivitat bzw. die Irreduzibilitit von

Tn|m,, (r) hergeleitet werden. Wir bendtigen noch das nachfolgende Lemma.

Lemma 7.1.15. Es gelte (A, ), (m) und D := C~'BC, d.h. D stimmt also nach
(A, ) entweder mit B oder der Diagonalmatriz der Eigenwerte von B dberein. Es
sei L € N. Fiir L =0 sei f € €(T") bzw. fir L € N* sei f € €Ne+1(T?) und
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besitze die Nullstellenordnung sy, bzgl. x. Dann gilt fir s, < min(sy, SF)(m))
und j € N

Dg,((T3.f) o C) = Dg,,(f o C)(D77")
j—1 a—1

+ Z Z Ter(B_lpi)ngB_lpiﬁ(m o C) (D—j-f—u.)‘

v=0 i=1
Im Fall (A, ) i) nimmt die obige Formel die folgende einfachere Form an:

7j—1 a—1

D§(T4.f) = D§f(B)+ > > Ty f(B™ pi) Dpr,m(B7H).  (7.1.10)

v=0 =1

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach j und beschranken uns
auf den Fall v € N*. Zuerst betrachten wir den Fall j = 1. Da nach Voraussetzung
s, < min(sg, SF,(m)), folgt

1
j(l)j,'y(f © C) = JD(I;,’}’(JC 0 C)

bzw. firi=1,...,a—1

™ 1 v
]C_IB‘lpi,’Y(m oC)= ;DC_IB_IPiﬁ(m o O).

Man erhilt also mit der verallgemeinerten Taylor-Formel, siehe Satz 4.2.10, und

der Definition von D

[y

(Tf) 0 Cw) = 3 (mf) (B *Coo+ Bp)

i

,_.
Il
o

a—

(mf)oC)Y(D 'w+C B tp)

Il
o

2

(

a

| —

D, (f 0 O)(D™Hw) + O(ID_lwli”“)) (m(0) + O(| D~ wl}))

L

(5 Y11y (mo C) (D7) + 0<|D—1w|;v+l>) (F(B= ) + O(ID™w]3)).

+

=1

Im ersten Fall von (A, ) ist x eine Norm und im zweiten Fall D die Diagonalmatrix

der Eigenwerte von B. Somit gilt in beiden Féllen

O(|D 'w|3) = O(|w|?) fiir alle s € R.
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Zudem gilt nach Lemma 4.2.7

Di(foC)= 37 —0%(f 0 C)(0)ur = O(ful)

(o]
|2 |=sv

bzw. firi=1,...,a—1

Definiert man noch

a—1

P(w) := Dy, (f o O)(D™'w) + Y Dy, (m o O)(D™'w),

=1

so erhélt man insgesamt
1
(Tnf) 0 C(w) = —P(w) + O(lwl3**) + O(lwl5+)

= EP(w) +o(jwl3).

In beiden Féllen von (A ) enthélt das Polynom P nur Monome id® mit || =

somit gilt nach Folgerung 4.2.12

2P = 5 (Tnf) 0 0) = D5 (Tnf) o )

Die Behauptung gelte nun fiir j, zu zeigen ist sie fiir j + 1. Es folgt aus der
Aussage fiir j =1

Dg, (T3 f) o C) = Dy (T, (Tj f)eC)

= Dy, ((T7.f) o C)(D +Z T3 f) (B i) Dssga,, ., (mo C)(D7Y)
Jj— la 1

=Dy, (foC)D U+ 3N "T" f(B 'p;) D11, ,(mo C) (D UFTIH.)
v=0 =1

+Z (T? £)(B ' p;) DY - 1y y(moC) (D)

J
= DS:’Y(f AR + ZTrlrlzf B pz —1B-1p; v(moC’)(D G+1)+v, )

v=0 2=1

O
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Lemma 7.1.16. Es gelte (A, ), (m), (E) und T,,1 > 0. Dann gilt
Tm((@LaX) C ‘@Lax'
Ist also P, N Eyp,, # 0, so bildet T, das Innere von K15 auf sich selbst ab.

Beweis. Essei f € 1. T,1 > 0 ist dquivalent zu

a—1

Zm(B_l(w + p;)) > 0 fiir alle w € R". (7.1.11)

i=0
Ist B~ (w+ p;)) = k € Z", so ist auch w = Bk — p; € Z", d.h. fiir w ¢ Z"
ist auch B™'(w + p;) ¢ Z". Es gilt also f(B™'(w + p;)) > 0 fiir alle w ¢ Z",
i €{0,...,a— 1} und folglich nach (7.1.11)

a—1
Tof(w) = me(B_l(w + p;)) > 0 fiir alle w ¢ Z™. (7.1.12)
i=0

Nach Lemma 7.1.15 gilt zudem

a—1

Dy, ((Tnf) 0 C)(D-) = Dy, (f o O) + Zf(B_lpi)Dé,lelpm(m o(C) (7.1.13)

=1

mit D = C~'BC. Dé,y(f o C) ist nach Voraussetzung positiv definit. Der rechte
Summand aus (7.1.13) ist nach Lemma 7.1.5, 1. wegen m, f > 0 positiv semide-
finit. Damit ist Dg . ((I;nf) o C) o D positiv definit. Wegen der Invertierbarkeit
von D ist dies dquivalent dazu, dal Dg (T}, f) o C) positiv definit ist. Zusammen
mit (7.1.12) folgt T,,f € Ppy. Ist P, N Ep, # 0, so bildet T,,, also nach Satz
7.1.7 das Innere von .%#7,, auf sich selbst ab. O

Wie das nachfolgende Lemma zeigt, ist die Voraussetzung 7,1 > 0 leicht zu

erfiillen.

Lemma 7.1.17. Fir das nichtnegative Symbol m € € (T") gelte eine der nach-
folgenden Bedingungen:

1. m st interpolierend.
2. Es emistiert eine kompakte Z™-Kachel K mit m(B'w) > 0 fiir alle w € K.

Dann gilt T,,1 > 0.
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Beweis. 1. ist dquivalent zu 7;,1 = 1. Somit folgt trivialerweise 7;,1 > 0.
2. Da K eine kompakte Z-Kachel ist, gibt es fiir alle w € R" ein w’ € K und ein
k € Z™ mit w = w' — k, sieche Bemerkung 1.4.3. Zudem besitzt k£ die Darstellung
k= p'+Blmitp € {po,...,ps1}undl € Z". Damit folgt mit der Z™-Periodizitit
von m

m(B™ (w+p)) =m(B™'w = 1) = m(B~'w') > 0.

Somit gilt

a—1
Tl =Y m(B }(w+ p;)) > 0 fiir alle w € R".
=0
O

Bemerkung 7.1.18. Die Voraussetzung m(B 'w) > 0 fiir alle w € K ist eine
schwache Version des Cohen-Kriteriums, vgl. Abschnitt 2.5.

Mit Hilfe von Lemma 7.1.16 erhalten wir auch fiir £ = E,,, vgl. Bezeichnung
5.1.1 und Satz 5.1.2, ein Kriterium dafiir, wann das Innere des positiven Kegels

nichtleer ist.

Lemma 7.1.19. Es gelte (A, ), fir m € Z(T") sei T,,1 > 0 und mit My aus
Satz 5.1.2 sei E = Eyy,. Eristiert dann fir s, < SF,(m) ein f € P, N2 (T"),
so gilt

int %7, = PryNELy #0.

Beweis. Nach Lemma 7.1.16 gilt T/, f € £, fir alle j € N. Andererseits
gibt es nach Satz 5.1.2 ein j, € N, so dal 7% f € Ej,. Insgesamt folgt also
TP f € P, N Ey, und somit nach Satz 7.1.7 die Behauptung. O

Bemerkung 7.1.20. Im Falle y = || existiert genau dann ein f € &, NP2 (T"),
falls L gerade ist: Nach Lemma 7.1.12 gilt £2;, = () fiir L ungerade. Fiir L gerade,
haben wir schon in Folgerung 7.1.14

fL/2 (w) :== (Z SinQ(ij))Lp

gezeigt, daB8 fr), in &2, N P (T") liegt. Ist L = SF(m), so ist L nach Bemerkung
7.1.13 auf jeden Fall gerade. Ist zusétzlich noch 7;,1 > 0, z.B. dann, wenn m das
Cohen-Kriterium erfiillt, so ist das Innere von %7, also nichtleer und Ey, ;, erfiillt

die Voraussetzung 3 aus dem Regularitits-Satz 4.3.9.
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Wir kommen nun zu den schon angekiindigten Kriterien fiir die starke Positivitéit
bzw. Irreduzibilitit von Tr, |, (&)-

Satz 7.1.21. Es gelte (A, ), (m), (E) mit s;, = SF\(m) und %1, # {0}. Zudem
set T, 1 > 0 und

a—1 a—1

D(’iW(Zm(C -+B7'p;)) = ZD(Lj_lB_lpm(m o C) positiv definit.  (7.1.14)

i=1 i=1
Zu f € 1,5 \ {0} ezistiere ein j = j(f) mit TS, f > 0 auf R* \ Z™. Dann ist
TIH f e P, N Ep, =int(HL,).
Gibt es fiir alle f € 7,5 \{0} ein solches j(f), so ist Tp|r, (&) also stark positiv.
Bemerkung 7.1.22. Es sei s;, = SF,(m) und D := C~'BC.
1. Nach Lemma 7.1.5, 1. ist D151, - (m o C) fiir alle i # 0 positiv semide-

finit. 27} DE

i=1 “1B-lp;y
jedes w # 0 ein p € {p1,..., pa_1} mit Dé_lB_lm(m o C)(w) > 0 existiert.

(m o C) ist also genau dann positiv definit, falls fiir

2. 1) Fiir n = 1 mufl L wegen m > 0 gerade sein und ein p € {p1,...,pa_1}
existieren mit m™)(B~'p) > 0. Es gilt also

a—1 a—1

ZDé,lB,lpm(m oC)(w) = Zm(L)(B’lpi)wL > mD (B 1p)wl > 0.
i=1 i=1
ii) Fiir L = 0 gibt es ein p € {p1, ..., pa_1} mit m(B~'p) > 0. Somit folgt

a—1 a—1

3 Digsy(mo O)w) = Y m(Bp) > m(B~p) >0

i=1 i=1
In beiden Fillen folgt die Bedingung (7.1.14) also schon allein aus der Vor-
aussetzung m > 0.

3. Es gilt

a—1
D§.(Tnl(BC-) —mo C) = Dy, (Y _m(C-+B™'p)).
i=1
Fiir interpolierendes m, d.h. fiir 7,,1 = 1, gilt (7.1.14) also genau dann,
wenn Dg (1 —m o C) positiv definit ist. Letzteres ist genau dann erfiillt,
wenn D (m o C) negativ definit ist und da (1 —m)(0) = 0, ist in diesem
Fall L > 0.
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Beweis von Satz 7.1.21. Sei f € 7, \ {0} mit 77 f > 0 auf R* \ Z". Nach
dem Beweis von Lemma 7.1.16 gilt, vgl. (7.1.12),

TIH = T (TY f) > 0 auf R™ \ Z". (7.1.15)

Es sei im weiteren D := C~'BC. Nach Lemma 7.1.5, 1. folgt aus f, m > 0 und
der Invertierbarkeit von D~*, da§ Dg, (f o C) o D~U*Y und D 5., (m o
C)oD U+ fiir 0 < v < jund 0 < i < a — 1 positiv semidefinit sind. Zu
D 'w # 0 wihle man ein p gemifl Bemerkung 7.1.22 mit

Dg1p1,,(mo C)(D™'w) > 0.
Aus T f(B 'p;) > 0 erhilt man also mit Lemma 7.1.15 und (7.1.15) (und da
B_lp ¢ Zn)
DE (T3 1) 0 O)(w) = D&, (f 0 O)(D~6+ )

J a—1
+ 3 S T B ) Dh sy, (o O)(D U

v=0 i=1

> T3, f(B™'p) D151, (m o C)(D™'w) > 0.
D§ (T4 f) o C) ist also positiv definit. Zusammen mit (7.1.15) erhélt man
Tit'f € PryNEry
und nach Satz 7.1.7 ist Zp,, N Er, = int(47,,). O

Eine Abschwichung der Voraussetzungen aus Satz 7.1.21 liefert

Satz 7.1.23. FEs gelte (A, ), (m), (E) mit s, = SF,(m), %1, # {0} und T,,1 >
0. Zudem gelte (7.1.14) fir s, = SF(m), und zu f € 1, \ {0} ezistiere fir
jedes w € Z™ ein j = j(w, f) mit T2, f(w) > 0. Dann ist

ToBA(Tn)f =Y AN VTuf € PryN By = int(A,,)

v=1

fiir alle A > g, -
Gibt es fir alle f € K7, \ {0} und w & Z™ ein solches j(w, f), so ist Tiy|g, (&)
also irreduzibel.
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Beweis. Es sei A > gg, . Da der positive Kegel 77, abgeschlossen ist, folgt
aus der Neumann-Reihe fiir alle j € N*

T Ra(Tin) f > NITE f > 0. (7.1.16)
Man erhiilt insbesondere fiir w ¢ Z™ und j = j(w, f)
T RA(Ty) f(w) > AT f(w) > 0. (7.1.17)
Aus Lemma 7.1.5, 1. und (7.1.16) folgt fiir alle p € N
Dg (T Ba(T) f) 0 C)(w) > XDy (T f) o C) (w) > 0.

Es sei wiederum D := C~!BC. Wihlt man zu D™'w # 0 gemif Bemerkung
7.1.22 ein p mit
Dé—13—1p,,y(m o C)(D‘lw) > 0,

so folgt fiir j = j(w, f) analog wie im Beweis von Satz 7.1.21

Dg, (T4 f) 0 O)(w) = Dg,(f 0 O)(D~U D)
i a—1

J
+ 30D Taf (BT p)Dfergosy, (0 O) (D704 #w)

v=0 =1

> T3, f(B 'p)Dg-15-1,,(mo C)(D 'w) > 0.
und somit insgesamt
DE (T BA(Tn) f) 0 C) () > 0.

DE((T,nRA(Ty) f) 0 C) ist also positiv definit. Zusammen mit (7.1.17) erhilt man
also T Ra(Th) f € Pry N Er,. Nach Satz 7.1.7 liegt damit 75, Ry(T),) f im

Inneren von 7. O

Wie schon erwéhnt stimmt Ep, fir x = |-| mit dem ,isotropen“ Raum FEI,
iiberein. Wir haben in Lemma 5.2.10 ein Kriterium fiir m vorgestellt, so daf} fiir
den reell diagonalisierbaren Fall SF, ,(m) direkt angebbar ist und dafi E; mit
L = SF(m) auch die Nullstellenordnung SF, ,(m) bzgl. xp besitzt. Es zeigt sich,
daf dieses Kriterium z.B. dann erfiillt ist, wenn (7.1.14) mit x = |-| gilt. Dies ist
der Inhalt des nachfolgenden Lemmas.
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Lemma 7.1.24. Es gelte (A, ), (m), (E) mit x = |-|, A sei reell diagonalisierbar
und xp := |C~ |, die Pseudonorm zu B. Ist fiir L = SF(m)

a—1 a—1
Dg ( Zm( + B 'p)) = ZDg,lmm positiv definit, (7.1.18)
i=1 i=1

s0 gilt:
1. SF,,(m) = L/ max]_, 7.
2. Ep, hat die Nullstellenordnung SF, ,(m) bzgl. xp.

Beweis. Es sei 0.E. 7, = max?_; v;. Nach Voraussetzung (m) bzw. (E) gilt m €
€FH(T") und auch E; C €E(T"), so daB8 wir nach Lemma 5.2.10 nur noch

zeigen miissen, daf ein p € {p1, -+, pe_1} mit
OH(mo C)(C B 1p) £0

existiert. Nach den Rechenregeln fiir das klassische Taylor-Polynom, siehe Lemma
5.2.6, gilt fiiralles=1,...,a—1

(Dj-1,;m)oC = D§15-1, (moC). (7.1.19)

i

Somit ist (7.1.18) dquivalent dazu, dafl auch

a—1
S D sy me )
i=1
positiv definit ist. Nach Lemma 7.1.5, 1. mit x = |-| ist D}g_lmm und somit nach

(7.1.19) auch D1, (mo C) fiir alle i = 1,...,a — 1 positiv semidefinit. Es
existiert also fiir w = (0,...,1)" # 0 ein p mit D§_, 51, (m o C)(w) > 0. Mit
a=(0,...,L)" gilt w? = 4§, fiir alle |3| = L und somit

1 1 1
9%(mo C)(C~'B'p) =L!|Z aaﬁ(moc;*)(c LB )00 s
B|l=L
1 1
=L! Z aaﬁ(mOC’)(C 'B7p)w?
|BI=L
= D§-15-1,,(mo C)(w) > 0.
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7.1.3 Ein Nullstellenkriterium fiir die starke Positivitit
von 1,
Die nachfolgenden Hilfsséitze dienen der Vorbereitung des Satzes 7.1.31, in dem

ein direkt nachpriifbares Kriterium fiir die starke Positivitdt von Tp, s, , angege-

ben wird.
Lemma 7.1.25. Fir alle g € €(T") \ {0} gibt es ein jo € N, so daff gilt: Fiir
alle j > jo gibt es p;, € {po,---,pa1}, v=1,...,7, so daff
g(B I (w+pi +---+ B 'py)) #0
fir alle w € 1™

Beweis. Da g € €(T") \ {0}, existiert w’' € R" mit g(w') # 0 und € > 0 mit
g(w) # 0 fiir alle w € U (w'). I" ist Z"-Kachel, es gibt also fiir alle j € N* ein
wj € I" und ein k; € Z™ mit B/w’ = w; + k;. Da nach Bemerkung B~/ — 0 fiir
j — 0, gibt es ein jo = jo(€), so daB

2||B7|| max||w|| < €
welN

fiir alle j > jp. Fiir w € 1" gilt
IB7 (w + k;) = w'l| < IBwl| + [|B~7k; — |
< 1B llwll + 1B7|l||%; — B'o|
= 1B (lwll + llw;ll)
< 2[|B™|| max||w]]

weln
und folglich

g(B(w+kj)#0 (7.1.20)
fiir alle j > jp und w € I"™.
Da {po, ..., pa_1} ein Reprisentantensystem von 2"/gyn ist, gibt es fiir alle j € N*

ein l; € Z™ und p;, € {po,...,pa-1}, v =1,...,7, so daB
k; = pi, + Bly = pi, + B(pi, + Bly) = pi, + Bpi, + B’ly
:"':pi1+"'+Bj_1,0ij+lej-
Somit gilt wegen der Z"-Periodizitit von g und nach (7.1.20)
g(BH(w+piy+--+Bp))=g(BI(w+pi +- -+ B py, + BLY))
= g(B7(w+k;)) #0
fiir alle j > jp und w € I"™. O
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Lemma 7.1.26. Es sei f € L'(T") und m € L*°(R"). Dann gilt fiir alle j € N*

a—1
Tif= Y, M, i [(BY(-+py+Bpy+---+B"'p))
15555 =0
mit

......

—_

v=

Beweis (durch vollstéindige Induktion). Fiir j = 1 gilt die Behauptung nach De-
finition von T,,. Aus der Induktionsvoraussetzung fiir 7 € N* folgt

Trzz+1f = Trjn(Tmf)

a—1
= Z Mil,...,ij (Tmf)(B_]( + piy, + Bpi, + -+ B]_lpij))'

1 5eeey 15 =0
Mit

B Y BT(-+piy + -+ Bj_lpij) + pij+1) = B_(j+1)(' +tpi+t ijij+1))

und
M, i = My, m(B=UD (-4 py, 4 -+ + Blpi.,))
folgt also
a—1
Tiff= > My, FB U+, + By +- -+ Blpy )
i1 yeensijp1=0
und somit die Behauptung. O

Lemma 7.1.27. Firm, g € €(T")\ {0} mit m, g > 0, gelte eine der folgenden

Bedingungen:
1. n=1, m erfille das Cohen-Kriterium und g sei holomorph in der Null.
2. m(w) #0 firallew ¢ B lp;+Z", i=1,...,a— 1.
Dann gibt es ein j = j(g) mit
T g(w) > 0 fiir alle w ¢ Z™.

Ist SF(m) =0, so gilt dies sogar fiir alle w € R™.
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Beweis. 17 g ist Z"-periodisch fiir alle j € N. Es geniigt also die Aussage fiir
w € 1"\ {0} zu zeigen.

Es gelte zunéchst 1. In diesem Fall gilt 0.E. A = B = a und somit nach Lemma
7.1.26 und da m Z"-periodisch

a—1 j
Thg= Y, [[m@™(+pu+-+ap,))ga™ (- +pi +---+ 7 py))

1150085 =0 =1
ail J . . .
= > [Im@™C+p++ap))gla™(+pi + -+ 0" py).
i1yl =0 =1
Da sich mit
Piy T APy + -+ aj_lpij7 Pip € {Oa <o @ — 1};
alle ganzen Zahlen zwischen 0 und o/ — 1 eindeutig darstellen lassen, folgt

al—1 j

Tig=> [[ma™(+k)gla?(-+k)).

k=0 v=1

Wegen der Z-Periodizitit von m bzw. g gilt

S [[mla ¢+ 0)ga?¢+r)= 3 [[mla "¢+ K)gla ¢ +h)
ai—1l(a—1)v=1 k=—ai—1v=1

und damit insgesamt

e~ Ha—1)-1

Thg= Y. Im@™(¢+r)ga(+k).

k=—ai—1 v=1
Da m > 0 das Cohen-Kriterium erfiillt, existiert eine kompakte Z-Kachel K, die
eine Nullumgebung enthilt, und eine positive Konstante ¢ mit

m(a™") > clg

fiir alle v € N. Damit folgt

al~t(a—1)-1

Tig> > Jix(-+k)glaI(-+k)). (7.1.21)

k=—ai-1

Da K eine Z-Kachel ist, existiert zu jedem w ein @(w) € K und ein k(w) € Z mit

w+ k(w) = 0(w),
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und da I =[—1/2,1/2] und K beschrinkt sind, ist

ko == sup |k(w)| < oo.
wel

Fiir j > jo := [log, ko] + 2 gilt k(w) € [-a’ 1, @’ }(a — 1) — 1] fiir alle w € I und
folglich nach (7.1.21)

T? g(w) > dg(a™ 9w (w)) fiir alle w € 1.

Da ¢ in Null holomorph ist, sind die Nullstellen von g in einer Umgebung der
Null nach dem Identitéitssatz isoliert. Es existiert also eine Umgebung U des

Nullpunkts mit g[y\o3 > 0. Somit existiert ein j; € N mit
g(a™7w) > 0 fiir alle j > 7, und @ € K \ {0}.
Mit w € I\ {0} ist auch @w(w) # 0. Fiir j > max(jo, j1) gilt also insgesamt
T? g(w) > 0 fiir alle w € I\ {0}.

Es gelte nun 2. und es sei w € 1"\ {0}. Nach Lemma 7.1.25 und wegen g > 0 gibt
es ein j € N* und p;, € {po,...,pa-1}, p=1,...,j mit

9(B(w+ piy + Bpi, + -+ B p;;)) > 0.
Wire fiir ein v < j
B (w+py +Bpi, +---+B"'p,) =Bl py + k
mit 7' € {1,...,a— 1}, k € I", so wiire
w= Bk — p;, — Bpj, —---— B"'p;, + B" ' py € Z".
Da m nur Nullstellen in B=!p; + Z™ besitzt, ist also
m(B~"(w+ py + Bp, + -+ B 'p,)) #0

fiir alle v < 7 und somit ist

Mit Lemma 7.1.26 erhalt man

Tig(w) > M, i (w)g(B ¥ (w + piy + Bpsy +++++ B 1p;)) > 0.

1yeesly
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Nun zum Beweis der letzten Behauptung. In beiden Féllen gilt 7,1 > 0, man
erhélt also analog wie im Beweis von Lemma 7.1.16

T2 g(w) > 0 fiir alle w ¢ Z".

Ist SF(m) = 0, so existiert zudem ein p € {py, ..., p,_1} mit m(B~1p) > 0, vgl.
Bemerkung 7.1.22. Es gilt also

TiHg(0) > T3 g(B ' p)m(B ' p) > 0.
O

Bemerkung 7.1.28. Die Aussage von Lemma 7.1.27 findet sich fiir den Fall
n =1 und SF(m) = 0 in Cohen/Daubechies [13], siehe das dortige Lemma 4.5,
wobei unsere Aussage auch fiir diesen Fall allgemeiner ist, da dort j auch von w

abhéngt.

Definition 7.1.29. Es sei v € R}* und C' € R*™" invertierbar. Dann heifit das
Symbol m > 0 stark positiv bzgl. x = |C '], (und B), falls gilt:

1. m hat nur Nullstellen in B~'p; + Z", i =1,...,a — 1.

2. Fiir s;, = SF,(m) ist

a—1 a—1

Dy, (2_m(C-+B7'pi)) = 3 Dé-1p-1p,(m o C)

i=1 i=1

positiv definit.
Bemerkung 7.1.30.

1. Fiir a = 2ist m > 0 genau dann stark positiv bzgl. x, falls fiir s;, = SF, (m)

a—1

Tn1(B)—m = Zm( + B 'p) € P,

i=1
Ist m interpolierend, d.h. 7;,1 = 1, so ist in diesem Fall m also genau dann
stark positiv, falls 1 —m € & ,. Letzteres ist dazu dquivalent, daf gilt:
1. m(w) =1 genau fiir w € Z".

2. Df,(moC) ist negativ definit.
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2. Ein m € ¥ (T"), das nur Nullstellen in B p; +Z", i = 1,...,a — 1 besitzt,
erfiillt das Cohen-Kriterium mit der Standard-Kachel K = I". Nach Voraus-
setzung besitzt m in der Null keine Nullstelle. Ist w € K \ {0} und j € N*|
so ist w nicht aus Z" und insbesondere kein Element von B/~!p; + B/Z" fiir
i # 0. Folglich ist B~9w & B lp; + Z™ fiir alle i = 1,...,a — 1. Es gilt also
m(B™w) # 0 fiir alle w € K und j > 1.

Allgemeine Konstruktionen von stark positiven Symbolen und konkrete Beispiele
werden in Kapitel 8 behandelt.

Satz 7.1.31. Es gelte (A,), (m), (E) mit s;, = SF\(m) und eine der folgenden

Bedingungen:

1. n =1, m erfille das Cohen-Kriterium und alle g € E seien holomorph in
Null.

2. m sei stark positiv bzgl. x.
Dann ist T,y,| By, (R) Stark positiv.

Beweis. Es sind lediglich die Voraussetzungen aus Satz 7.1.21 nachzuweisen.
Nach Lemma 7.1.27 existiert fiir alle f € 77, \ {0} ein j mit 77, f(w) > 0 fiir alle
w ¢ Z™. Da nach Bemerkung 7.1.22 fiir n = 1 die Bedingung (7.1.14) stets erfiillt
ist, folgt in diesem Falle daraus sofort die Behauptung. Im zweiten Fall kann
man K = [" als kompakte Z"-Kachel wihlen, da wegen p; ¢ I" trivialerweise
m(B~'w) > 0 fiir alle w € K gilt. Die noch fehlende Voraussetzung (7.1.14) aus
Satz 7.1.21 ist nach Definition 7.1.29 erfiillt. O

Bemerkung 7.1.32. In Cohen/Daubechies [13] findet sich fiir n = 1, Symbole
m > 0 mit exponentiell fallenden Fourier-Koeffizienten und den Raum £ = FE; aus
(5.1.6) das folgende Ergebnis: Erfiillt m das Cohen-Kriterium und gilt SF(m) =
0, so ist T, | g irreduzibel. Satz 7.1.31 ist also auch fiir n = 1 eine Verschirfung von
Lemma 4.6 aus Cohen/Daubechies [13]. Dort wird allerdings in einem separaten
Beweisschritt gezeigt, dal der kompakte Operator T;,|r auf dem Spektralkreis
keinen weiteren Eigenwert besitzt. Nach Folgerung 6.1.17 ist damit auch implizit

gezeigt worden, dafl T,, | stark positiv ist.

Fiir n > 1 ist nicht klar, ob T;,|p,  (x) auch dann stark positiv (oder zumin-
dest irreduzibel) ist, wenn man die Bedingung 2 aus Definition 7.1.29 durch eine

schwichere Nullstellenbedingung an m ersetzt. Das folgende Gegenbeispiel zeigt
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jedoch, daf} anders als im Falle n = 1 im allgemeinen das Cohen-Kriterium allein
nicht ausreicht.
Man betrachte fiir n = 2 das nichtnegative Symbol

m(wy, wy) = cos? Twi cos® mwsy

bzgl. der Dilatationsmatrix A = 2Fjs. In diesem Fall gilt fiir den Triager der Maske

von m

S =1k €Z": ||k||oo <1}
und mit

Sm CZ'NY (279S,) CZ'N[-1,1] =Sy,
j=1
folgt fiir My aus Satz 5.1.2
My=2"NY A78,=2"N> (277Sm) = Sm.
j=1 j=1

m besitzt die klassische Strang-Fix-Ordnung 2 und erfiillt das Cohen-Kriterium
mit dem Kompaktum K = I2 Wir zeigen nun, dal der Spektralradius von

Tin| By, » trotzdem nicht algebraisch einfach ist. Die beiden Funktionen
filw) = fi(wr,ws) = sin® mwi und fo(w) = fo(wr,ws) = sin® Tws

sind Eigenfunktionen von Tpy|g,, , zum Eigenwert 1/2, so daf also nur noch
zu zeigen ist, da T,,|g,, , den Spektralradius 1/2 besitzt. Dazu verwenden wir
Folgerung 4.3.13, die zeigt, dal der Spektralradius unter gewissen Voraussetzun-
gen unabhingig vom verwendeten Unterraum ist. Wir betrachten zusitzlich den
Raum E; mit f = f; + f,. Dieser ist eindimensional, da f Eigenfunktion ist. Da
m interpolierend ist und das Cohen-Kriterium erfiillt, gilt nach Folgerung 2.6.5
und Satz 2.5.12

de 'R und 0 < ¢ < @(P) < C < oo.

(die obere Abschétzung ist automatisch erfiillt). E; und Eyy, o haben zudem beide
die Nullstellenordnung 2 und enthalten mit f eine Funktion aus &%. Somit sind

alle Voraussetzung von Folgerung 4.3.13 erfiillt und es gilt

QEMO,Q = QEf = =
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Tin|Byy, » kann insbesondere nicht irreduzibel und damit auch nicht stark positiv
sein. Wie das obige triviale Beispiel Ey zeigt, kann es aber stets Teilrdume E
geben, fiir die T,|g dies doch erfiillt.

Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1.31 ist Tm‘EL,X(R) jedoch stark positiv,
somit kann man Satz 6.1.13 anwenden, wenn T, | Ep 5 (R) kompakt ist. Damit erhilt
man die ersten drei Aussagen der

Folgerung 7.1.33. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 7.1.31 und Tm|EL,X(R)
set kompakt. Dann gilt:

1. Tylp, , (w) besitzt einen Eigenvektor im Inneren von J1, . Dieser ist (bis auf
Multiplikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von T,,| Ep . (R)

in KA1,y Der zugehirige Eigenwert ist g, , und ist algebraisch einfach.

2. (Tinlm,, w))' besitzt einen streng positiven Eigenvektor. Dieser ist (bis auf
Multiplikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von (15, g, , (r))’

in (A1y)'. Der zugehdrige Eigenwert ist 0r;,, und ist algebraisch einfach.

3. Fiir alle komplexen \ aus dem Spektrum von Tm|EL,X(JR) mit A # og,, gill
|/\‘ < 0E;,-

4. Im Fall (A,) i) gilt 0g, > 04" und og, > |\|" fiir jeden reellen Eigenwert
A von A. Ist A (komplex) diagonalisierbar, so gilt sogar op, > QZL. Im Fall

(Ay) i) gilt op, > a /™
Beweis. Es ist nur noch 4. zu zeigen. Wir betrachten zunéchst den Fall (4, ) ).
Wir wihlen zu € > 0 nach Lemma 1.3.3 eine Norm ||-|| auf dem R", so daf fiir

die zugehorige Matrixnorm gilt:

IB|| < 0B+ €= 04 +e
Dann gilt || Bw|| < (g4 + €)||w|| und damit

1B~ wll > (04 +€) Hlwll

fiir alle w € R™.

Nach 1. ist pg, Eigenwert von T,,|g, und es existiert eine zugehorige Eigenfunk-
tion f € int(.#7), insbesondere gilt f(w) > 0 fiir alle w ¢ Z". Aus Lemma 7.1.15,
siehe (7.1.10), folgt

08, Dg f(w) = Dg (T f) ()

ol 7.1.22
=D{f(B™'w) + Z F(B™ pi) D, m(B™'w). ( )

=1
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Da Y07} Dé_lmm positiv definit ist, folgt also fiir ||w|| =1

0, Dg f(w) > Dy f(B™'w)

B lw )
B~ 1w
B~ 'w )
B~ w||”

= [|B™ w||" Dy £(

> (0a+€) "Dy f(

wobei benutzt wurde, dal D§ f ein homogenes Polynom vom Grad L in w ist.
Fiir ¢ := max),=1 D§ f(w) folgt

B lw
1B

or,cr > (ea+€) "Dy f( ) fiir [|w[] = 1.

Es sei nun @ € R® mit ||@|| = 1 und D} f(@) = ¢;. Man erhilt fiir © = Bo/||Ba||

B~'w
1B~ @]
Also gilt auch
Ly BT L
o, cr > (0a+¢€) Dy f(||B*1w||) = (o4 +€) “cy. (7.1.23)

Da D{ f positiv definit ist, ist ¢; # 0. Man erhélt also
om, > 04"
Ist A diagonalisierbar, so existiert eine Norm |-|| auf dem R" mit
1B~ wll = o4 |lwll

fir alle w € R™. In diesem Fall gilt die Gleichung (7.1.23) mit ¢ = 0 und somit
ist op, > 03"

Da A und A reell sind, existiert ein reeller Eigenvektor £ zu A. Aus (7.1.22) und
der Homogenitit der L-ten Ableitungen folgt

08, Dy f(€) = |DgTnf (6)]

= HDEFO + 3 £(B7 ) D1, m(6)|

= N H(DEF©) + S F(Bp) DY 1, m(©))

=1

> [\ 7Dy £(€)-
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Aus D} f(€) > 0 folgt also og, > |\ L.
Nun zum Fall (A,) ii): Nach 1. ist gg, Eigenwert von Tp|g,, und es existiert
ein f € int(.#7, ). Analog wie oben folgt nach Lemma 7.1.15 fiir |w|, =1

08,, D5 (f 0 C)(w) = Dy, (Tnf) 0 C) ()

a—1

= DE(Fo O)D w) + 3 f(B p)D 1y, (0 O)(D )
i=1
> D (f o C)(Dw)
wobei D die Diagonalmatrix der Eigenwerte von B ist. Wir definieren nun fiir

alle |w|y =1 ein S(w) € R* mit |S(w)|, =1 iiber

(S(w)); := (D70 g i1 o,

Dl
Es folgt analog wie im Beweis von Lemma 7.1.5

Dg,(f o C)(D™'w) = |D"'w[3* Dy, (f © C)(S(w))
=a "Dy (f 0 C)(S(W)),

letzteres da ||, die Pseudonorm bzgl. D ist. Insgesamt gilt fiir alle |w|, =1
08, Dg,(f 0 C)(w) > a **/" D (f o C)(S(w)).

Fiir ¢, ; := max,|,—1 D§, (f o C)(w) gilt also
OB, Cy,f > a_sL/"Déﬁ(f o C)(S(w)) fiir |w|, = 1.

Es sei @ € R* mit |@|, = 1 und Dy, (f o C)(@) = ¢,,r. Man definiere ein @ € R”

mit |@|, =1 iiber

w]-:

und
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Man erhilt also S(w) = @ und somit
08, g > 0D (f 0 O)(S(@)) =a™* /ey

Da nach Lemma 7.1.5 auch c, ; ungleich Null ist, folgt

OE., =~ a=L/m,

O

Bemerkung 7.1.34. Der Beweis zeigt, dafl fiir die Abschéitzungen in 4. die
Existenz einer Eigenfunktion f € 7, zu gg,  mit N,(f) = si, geniigt.

Mit Hilfe von Folgerung 7.1.33 erhilt man eine Verschéirfung des Satzes 4.3.7.

Korollar 7.1.35. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Satz 7.1.31 sei P €
L'(R") und Tpn|p, w) kompakt. Im Fall (Ay) i) sei A isotrop. xp sei die Pseu-
donorm zu B. Dann gilt

SFXB (m) > S1,xp ((D)

Beweis. Man beachte, dafl im isotropen Fall y und xp dquivalente Normen sind
und daB dann a *¢/" = QZL gilt. Nach Bemerkung 7.1.30, 2. erfiillt m das Cohen-
Kriterium. Da somit alle Voraussetzungen des Regularititssatzes 6.2.4 erfiillt
sind, gilt

0, = a0 I(@) > 0

Man erhilt also SF,,(m) > s1,,(®). O

7.2 Algebraische Eigenwerte und Eigenfunktio-

nen

In diesem Abschnitt sei m > 0 ein trigonometrisches Polynom mit m(0) = 1 und
® die zugehorige Skalierungsfunktion. Ist £, C &2(T") ein endlich-dimensionaler
T,,-invarianter Unterraum der Nullstellenordnung L, so beschrénken sich die Re-
sultate aus Abschnitt 7.1.2 in dieser Situation im wesentlichen auf T,,|g, mit
L = SF(m). Ist 0 < L < SF(m) mit int(.#7) = £ N Er und existiert ein
f €\ {0} mit Df f =0 (dies ist z.B. bei geeigneter Wahl von R fiir E = EF
aus Bezeichnung 5.1.1 erfiillt), so ist 7}, |, nicht irreduzibel und damit auch nicht
stark positiv. Nach Lemma 7.1.15, siehe (7.1.10), gilt ndmlich

DiT? f = D f(B™-) fiir alle j € N.
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Ist also f € E;, mit f >0, f # 0 und D§f = 0, so ist auch
Dg(TmRA(Tm)f) = 0.

Die Theorie der positiven Operatoren liefert also nur im Falle L = SF(m) sub-
stantielle Resultate. In diesem Abschnitt werden Formeln hergeleitet, die die Ei-
genwerte und teilweise auch die Eigenfunktionen beschreiben, welche bei 73, ge-
geniiber T,,,|g,, L = SF(m), zusitzlich auftreten.

Bezeichnung 7.2.1. Fiir f € *(R*,C) und 2/ € C*, j =1,...,v, sei

n
. § : 1 v
aw17___7$l/f — le PR .T]Vajl “ . 8juf'

Jlpeeeniv=1

Firz/ e R, j=1,...,v gilt

aml,...,:c"f = ]c(u)()(xl’ RN xu)

wobei f*)(x) die v-te Fréchet-Ableitung von f in z sei, die man wie iiblich als

stetige v-Linearform auffait, siehe z.B. Cartan [5]. Ferner sei

pzl,...,z"( 27” Z -T .T]I{Vw]'l - Wy, (721)

—Jv=1

Bemerkung 7.2.2.

1. Firz=2'=---=2" € R* gilt
Op,...af(§) = D¢ f ().

2. Fiirv =1 und z € R" ist d, f die Richtungsableitung von f in Richtung x.
Der néchste Satz liefert eine Verallgemeinerung von Lemma 2.6.1.

Satz 7.2.3. Es sei ® € €¥(R") und fir j = 1,...,v sei 17 € C* FEigenvektor

von A zum Eigenwert ;. Dann ist

> (9o, ®) (K)e s

keZ™

FEigenfunktion von T,, zum FEigenwert H;;l )\j’l. Ist zusitzlich pwl,___,wui) € L'(R"),
so gilt

O(Pet, e ®) = 3 (1, v ®) (K)o (7.2.2)

kezm

w(p$1,___,mui>) 1st also insbesondere ein trigonometrisches Polynom.
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Beweis. @ erfiillt die Skalierungsgleichung
©=0a) hdA- ).
lezn

Nach der Kettenregel fiir die Fréchet-Ableitung gilt fiir 4/ € R*, j =1,...v

Iy, y) =a Yy @A =) (AYL,..., Ay”).

lezn

und somit fir 7 € C*, j=1,...v

Ot ® = @) Hi(Oayonyr @) (A - ).

lezn

Mit Az? = ;a7 folgt

Opt,..ov® =@ Z hi(Oasr,. a0 @) (A - =)

lezn
v (7.2.3)
=a[N D (0. o ®)(A- ).
j=1 lezmn
Der Triager von ® und damit von 0,1, ® ist kompakt, somit ist
fml,...,w” = Z(aacl,...,z”q))(k)e—k
kezn
ein trigonometrisches Polynom und es gilt nach Satz 1.5.7
Tonfotrgr =0 Y > (01,0 ®)(Ak — De_y
keZn lezn
115 X O ®) (R
j=1 kez™
_ -1
- H /\j fwl,...,w”-
j=1
Fiir p,1, . ® € L'(R") folgt die Formel (7.2.2) aus
(Dot av @) = (Bat,0r @) (—) (7.2.4)

und der Poisson-Formel.
Man nehme nun an, es sei f;1_,» = 0 oder gleichbedeutend, daf 0,1 _,+®(k) =0
fir alle k € Z™ gilt. Da Op1,._,»® (7.2.3) erfiillt, folgt daraus induktiv auch

Opt, v ®(AT7E) =0 fiir alle j €N, k € Z".
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Fiir jedes 7 € R" existiert ein k € Z™ mit A’z — k € I". Es gilt also
lo — A7k < [[ A7 ||| A%z — k]| < ]| A7,

wobei die Konstante ¢ nur von der gew#ihlten Norm abhiingt. ||A~7|| konvergiert
nach Bemerkung 1.3.4 gegen Null fiir j — co. Somit ist die Menge

{A7k:j €N, kez"}

dicht in R". 9,1 ,»® ist also eine stetige Funktion, die auf einer dichten Menge
verschwindet. Somit muf} 9,1 _,»® und damit nach (7.2.4) auch pxl,___,mui) auf ganz
R"™ identisch Null sein. Da pml,___,mu(i nach dem Satz von Paley-Wiener holomorph
auf dem C" ist, gilt auch (py1, . ®)(w) = 0 fiir alle w € C*. Wegen ®(0) = 1
existiert eine Umgebung U C C* der Null, in der ® nicht verschwindet. Es folgt
- nhach dem Identitétssatz fiir holomorphe

..........

stimmt die Nullstellenmenge von p,: .~ mit der Vereinigung der Nullstellenmen-
genderp,, j =1,...,v iiberein. Diese Menge ist jedoch eine endliche Vereinigung
von Hyperebenen, kann also insbesondere nicht der gesamte C" sein. Somit kann

Pst,...z» auch nicht das Nullpolynom sein und es muf} f;: v # 0 gelten. fo1 oo

ist also in der Tat eine Eigenfunktion zum Eigenwert H;:1 )\j_l. O
Es sei im weiteren A = (Ay,...,\,) € C" der Vektor, der als Eintriige die mit

ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A bzw. B besitzt. Die

Eigenwerte von T, aus Satz 7.2.3 haben alle die Form

AT = AT Ao,

n

Es zeigt sich, daf fiir eine Eigenfunktion von 7;,, deren Nullstellenordnung in
Null echt kleiner als die Strang-Fix-Ordnung von m ist, der zugehérige Eigenwert
ebenfalls von dieser Form ist. Dafiir benétigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 7.2.4. Es sei J, = (d,,) € C"*" in Jordan-Normalform,
)\;1 V=,

dw =14¢€,€{0,1} v=p+1,

0 sonst,
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und pg, = Z\a|:L atd® ein homogenes Polynom vom Grad L. Dann gilt pr,(J,-) =
> laj=1, baid® mit

wobei N® mit der lexikographischen Ordnung versehen sei.

Beweis. Zuerst soll durch vollstdndige Induktion nach n gezeigt werden, daf fiir
alle @ € N* gilt
(Jow)® = A% + Z Cgaw”
B|=lal
f<a
Fiir n = 1 gilt trivialerweise (Jiw)® = A~%w®. Es gelte die Behauptung fiir n — 1.
Mit o = (a1,d) € Nx N und w = (w1,0) € R x R*™! gilt
(an)a = (/\flwl + 61&)2)a1 (Jn,ldj)&
= (A Mwi" + p(wr, w2)) (Jn1@)%,
wobei p ein homogenes Polynom in w; und ws der Ordnung o ist (oder p ist das

Nullpolynom), dessen hichste vorkommende Potenz in w; kleiner als «; ist. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt

Somit folgt

und

AT (Jaa®) = A7 4 AT Y ez

18|=lal
B<a
=A"%W*+ Z Caw™
1B]=le
Br1=a1

B<a
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Insgesamt erhilt man

() =A™ 4 D Gpat® + D Cpat®

|B|=|e 1Bl=|al
Bi=a1 Bi1<ai
B<a

=A%+ Z Cgawﬂ.
|/3\ |04\

Es gilt also

pr(Jpw) = Z Ao (Jpw)® = Z o (A" W™ + Z cpaw”)

la|=L |a|=L I/J’\ Ia\
Y s X (X e
la|=L IBI=L |a|=|8]
a>p
= Z (A_aaa + Z cagag)w
la|=L |B|=L
B>a

Wegen der linearen Unabhiingigheit der Monome id®, |«| = L folgt die Behaup-
tung. ]

Satz 7.2.5. Es sei f € 2(T") eine Eigenfunktion von T,, zum Eigenwert \ mit
N(f) < SF(m). Dann gilt A = A= mit |a| = N(f).

Beweis. Aus T,,f = A\f folgt fiir L = N(f) nach Lemma 7.1.15, siehe (7.1.10),
D¢ f(B™") = Dy (Tf) = ADg f. (7.2.5)

Sei B! = CJC !, wobei J eine Jordan-Normalform von B! sei. Definiert man
das homogene Polynom p; vom Grad L durch

pr = Z agtd® = Dgf(C'-),

/=L

so ergibt sich aus (7.2.5)

pu(J?) = DEF(CI-) = DEF(BTIC-) = ADEF(C) = Apy.- (7.26)
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Somit folgt aus (7.2.6) fiir alle |a| = L

(A= = Naq + Z capp = 0. (7.2.7)

|Bl=L
B>a

Ist ' < --- < a” die lexikographische Ordnung der o € N* mit |a| = L, so

liegt a := (aq:) € CV \ {0} also im Kern einer oberen Dreiecksmatrix, deren
Diagonalelemente A= — X sind. Demnach existiert ein o, |a| = L, mit A =
A-a 0

Bemerkung 7.2.6. Die Dimensionsbetrachtungen aus Abschnitt 5.3 und nu-
merische Experimente lassen vermuten, daf§ fir £ = E® bzw. E = Ej, und
L = SF(m) beim Ubergang von Tp,|g, zu T,|g, nur Eigenwerte gemifl Satz

7.2.5 auftreten. Ein Beweis dieser Aussage steht noch aus.



Kapitel 8

Beispiele fiir stark positive

Symbole

Es sei wie iiblich A € Z" die Dilatationsmatrix, B = A" und {py, ..., ps_1} ein
Reprisentantensystem von Z"/pz.. Im nachfolgenden Kapitel meinen wir, wenn
wir von einem stark positiven Symbol m sprechen, stets ein stark positives Symbol
bzgl. x = |-|, d.h. mit L = SF(m) gilt:

1. m > 0 besitzt nur Nullstellen in B~1p; + Z" fiir i = 1,...,a — 1.

2. Fiir L = SF(m) ist

a—1 a—1
D§(Y m(-+B7'p)) = Dpi,m (8.0.1)
=1 =1

positiv definit.

Wir beschréinken uns dabei im weiteren auf den Fall, dal m ein trigonometrisches
Polynom mit m(0) = 1 ist.

8.1 Iteration von stark positiven Symbolen

Wir zeigen zuniichst, wie man ausgehend von einem stark positiven Symbol ein
Symbol derselben Art mit héherer Strang-Fix-Ordnung konstruieren kann. Insbe-
sondere weisen wir nach, dafi die im Kapitel 3.1 vorgestellten interpolierenden und
zueinander dualen Symbole stark positiv sind, wenn man mit einem ebensolchen

Symbol m startet.

206
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Wir benétigen noch das folgende einfache Ergebnis, das eine direkte Folgerung
aus Lemma 7.1.5 ist:

Lemma 8.1.1. Es seim; € Z(T"), m; > 0 firj=1,...,v undm:= 377 m;.
Dann gilt firt=1,...,a—1:
NBflpi(m) = I‘}l:]? NBflpi (m])

und somit

a—1 v
SF(m) = mi? mi{lNB_lpi(mj).
1= j=

Beweis. Wir brauchen nach der Definition der Strang-Fix-Ordnung nur die Giiltig-
keit der ersten Gleichung zu zeigen. Fiir alle i =1,...,a — 1 sei

L;:= mi{l Np-1,,(m;).
]:

Da alle m; in B 'p; mindestens eine Nullstelle der Ordnung L; besitzen, folgt
nach den Rechenregeln fiir das Taylor-Polynom, sieche Lemma 5.2.6,

14 1 14
.L; _ .L; o L; '
Jp-1p,M = Z]B’lpimj L) ZDB’IPimJ'
j=1 Y=l

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein homogenes Polynom von Grad L;. Somit
gilt
.L;

1,
Tgm1pm = T iPBm,m
K

d.h. Ng-1,,(m) > L;. Es sei nun j, € {1,...,v} mit L; = Ng-1,,m;,. Es existiert
also ein wp mit Déi_lpimjo (wo) # 0. Da alle m; nach Voraussetzung nichtnegativ
sind und in B 1p; eine Nullstelle der Ordnung L; besitzen, sind alle Dgﬁlpimj
nach Lemma 7.1.5 positiv semidefinit und es gilt

v
Dé’;lpim(wo) = ZDgEIPimj(wo) > Déilpimjo(wo) > 0.
j=1

Die Nullstellenordnung von m in B~'p; kann also nicht grofer als L; sein. Es folgt
also Np-1,,(m) = L. O

Bevor wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts angeben, sei an die Bezeichnungen
aus Kapitel 3.1 erinnert. Fiir m € Z(T") mit m > 0 und N € N ist

m) = mN+1m(N) und ) = mNm(N),
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wobei
— 1 alNY\ N 1a_1 @ (GN)'G_I N
— 0—4iV— 13
o= 5 5 (N Yo T+ O T
7=0 el =1 =1

Dabei ist fiir j =0,...,a—1
I'y ={a € N : |a|] = aN und fiir genau j + 1 der o, gilt a, = ||&||oc = a0}
(“™) sind die Multinomial-Koeffizienten und m,, := m(- + B™1p;).

Satz 8.1.2. Es sei m € Z(T") mit m > 0 und m(0) =1, N € N und L :=
SF(m). Dann gilt fir alle p € N

SF(mtmny) = uL + SF(mn)
= puL+min{j eN:j> (%—1)1\[— 1L

Ist m zudem stark positiv und SF(m"myy) > 0, so ist auch m"myy stark positiv.

Dies gilt dann insbesondere fir m™) und m™).

Beweis. my) ist eine positive Linearkombination von H?;ll mf)\i und Termen der
Form
a—1 a—2
ag—N-1 ; : . .
m° Hmm mlta/EF.—UF].
i=1 =0
Diese Terme sind allesamt nichtnegativ. Fiir jedes feste j € {1,...,a — 1} sei 7;

wie folgt definiert: 7;(7) sei der eindeutig bestimmte Index, so da8 p; + p; in der
Restklasse pr, () + BZ" liegt. 7; ist dann eine Permutation mit 7;(0) = j, d.h.
m; bildet die Menge {1,...,a — 1} bijektiv auf {0,...,a — 1} \ {j} ab. Weiterhin
sei Nj := Np-1,.(m). Wir betrachten nun ein o € I' mit ap = N + v, wobei
ve{l,...,(a—1)N}. Dann gilt fiir i # 0

a; <min(N +v,(a—1)N —v)
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und somit nach Lemma 5.2.6 fiir alle j =1,...,a—1
N1y, aoNll‘[m (g — N —1)N; + Z i N, (i)
z;éw;l( )
> ( —-N-1+ Z oz,
z;éwj 1( 0)
== ((a — ].)N - ]_ — C\fﬂ_fl(o))L
J
> ((a—1)N =1 —min(N +v,(a—1)N —
=: ¢(v)L.
Ahnlich folgt
a—1 a—1

Np-1,(J[mY) = O Ney))N > (a— 2)NL =: c(0) L.

i=1 i=1
Nach Lemma 8.1.1 folgt fiir j =1,...,a — 1

(a—1)N
Np-1,,(mny) > 131:151 c(v)L =: ¢(vy)L

und somit auch
SF(m(N)) > C(l/O)L.

Wir bestimmen zunéchst ¢(1p). Fiir a =2 und v € {1,..., N} ist
min(N +v,2N — N —v) =min(N+vy,N —v) =N —v
und somit ¢(v) = v — 1. Es folgt also ¢(v) = 0. Zudem gilt
Ng-1,,(m)) = N - No(m) = 0.
Fiir a = 2 gilt also SF(m)) = 0.

209

v))L

(8.1.1)

Fiir den Fall ¢ > 2 bendétigen wir fiir 1 < v < (a — 1)N die folgende Fallunter-

scheidung;:
1. Fir1<v<(a—2)N/2 gilt N+ v < (a—1)N — v und

cv)=(a—1)N-1-N—-v=(a—-2)N—-1-v

nimmt alle natiirlichen Zahlen im Intervall |(a/2 — 1)N — 1, (a — 2)N — 2]

all.
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2. Fir (a—2)N/2<v<(a—1)Ngilt (a—1)N —v < N+ v und
cv)y=(a—1)N-1—(a—1)N+v=v—-1

nimmt alle natiirlichen Zahlen im Intervall [(a/2 — 1)N — 1, (a — 1)N — 1]

Mit ¢(0) = (a — 2)N > ¢(1) folgt also
c(v) =min{j € N:j > (g —1)N —1}. (8.1.2)

Da m die Strang-Fix-Ordnung L besitzt, existiert ein j € {1,...,a — 1} mit
N; = L. Betrachte nun & € N* mit

c(vy) + N +1 i =0,
&= aN —c(ry) =N -1 i=m;"(0) (8.1.3)
0 sonst.

Es ist || = aN und nach (8.1.2) auch &y > @; fiir alle 4, also ist & € " und es
gilt

a—1 a1
Np-1,,(mo N [ mS) = (a0 — N — )N, + &; Ny, (i) = () L.
i=1

=1
1

i#n:1(0)

Nach Lemma 8.1.1 gilt also
a—1
SF(mv)) < Np-1p,(m(n)) < Np-1,, (m® =V [ [ mbi) = e(wo) L
i=1

und somit nach (8.1.1) insgesamt SF (mn)) = c(vo)L.
Wir betrachten nun m*myy. Analog wie oben folgt fiir j > 1

Ni-1g,(mmisn) = (1 + ()L
und folglich auch
SF(mFmny) > (1 + c(v))L.
Fiir a = 2 gilt Ng-1,, (m'm(n)) = pL = (p+ ¢(p))L und fiir a > 2

a—1

Np-1,, (m*m® N1 H m5i) = (u+ c(vo)) L.

=1
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Also ist SF(m*mny) = (1 + c(vo))L.

Wir zeigen nun noch, dafl m*my, stark positiv ist, wenn dies fiir m zutrifft. Die
Nullstellenmenge von m#my) ist in der Nullstellenmenge von m enthalten. Ist
also SF(mFmyy)) > 0, so besitzt m*myy sogar genau dieselbe Nullstellenmenge
wie m, namlich {B~'p,..., B 'p,_1}. Es gibt nach Bemerkung 7.1.22 zu jedem
w # 0ein j # 0 mit Dé,lpjm(w) > (0. Wir stellen zunéchst fest, dafl nach Lemma
7.1.5 fiir alle o € T" gilt

a—1

Dgﬁi}:(’))L(m"mao_N_l H moi)(w) >0 (8.1.4)
i=1
und analog auch
DT (i H ml (8.1.5)

Fir a =2 muff j = 1 und ¢(vp) = 0 sein, folghch erhilt man nach Lemma 5.2.6
und mit m(0) =1

1 pte(vo)) L w, N
((,u—l-c(l/o))L)!DE?‘lp(l ) (mfmy, ) (w)
1 NN Lo .
= e 1, (M )m™(0) = (L!DB m(w)t >0

und fiir ¢ > 2 mit & aus (8.1.3)

a—1
D(IH'C(VO))L Moy Go—N—1 &;
(v o5t e Lman )

_ 1 BL Y () 1 UO)L mao—N-1 m
BTGRP TATRCRE H

1 4 1 I
(£1P5-1,,m(w)) (WDB_lpj

m(w))) > 0.

Nach (8.1.4) bzw. (8.1.5) folgt in beiden Fillen
Dgifl’;(;’o”L(m“m(N))(w) > 0.

Nach Bemerkung 7.1.22 ist also auch m*my, stark positiv.
U

Bemerkung 8.1.3. Fiir N = 0 enthélt der obige Satz die Aussage, dafl die u-te

Potenz eines stark positiven Symbols ebenfalls stark positiv mit
SF(mt) = uSF(m)

ist. Dies folgt auch direkt aus Lemma 5.2.6.
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8.2 Konkrete Beispiele von stark positiven Sym-

bolen

Wir geben nun konkrete Beispiele fiir stark positive Symbole an, aus denen dann
nach Satz 8.1.2 neue stark positive Symbole konstruiert werden koénnen.
Wir beschrianken uns auf den Fall n = 2 und betrachten zunichst die isotropen

Dilatationsmatrizen

R:=<1 _1) und S:z(1 1), (8.2.1)
1 1 1 -1

RZ? = S7Z? = R'7?

fiir die

das Quincunx-Gitter ist. Aulerdem gilt det R = |det S| = 2. Somit bildet

{po=1(8),m=(3)}

ein Reprisentantensystem sowohl von %°/pez2 als auch von %’/gz2. Zudem gilt

_ 1 1/1 1
R pr =Sy =5 (1) = 55m =5"p,

d.h. m € Z(T") ist genau dann bzgl. B = R' stark positiv (interpolierend), falls
m bzgl. B = S(= S*) stark positiv (interpolierend) ist. Es sei das n-dimensionale
Laplace-Symbol my , durch

11 1 I~

mon(w) = 5T in Z er(w) = 5T on Zcos?wwj = Zcos Tw;
|k|=1 j=1 j=1

definiert. Es soll nun nachgewiesen werden, daf} die nachfolgenden Symbole stark

positiv bzgl. B = R! bzw. B = S sind.

Beispiel 1. Das 2-dimensionale Laplace-Symbol m 5.

Beispiel 2. Die interpolierenden Symbole my, aus Dahlke et al. [17]. Diese sind
durch 11
mr(w) = 5 + §u(w1 + wo)u(w; — wo)
definiert, wobei
(L—-1)
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m((),Lfl) stimmt nach den Ergebnissen des Kapitels 3.1 mit mg,Pr(1 — mq,) iibe-

rein. Zur Erinnerung: Fiir N € N* ist

Palz) = Nzl <N —i1 + z) i

1=0

das N-te Bezout-Polynom. Fiir L = 1 stimmt my, mit my {iberein.

Fiir den hier vorliegenden Fall ¢ = 2 ist ein interpolierendes nichtnegatives Sym-
bol m nach Bemerkung 7.1.30 genau dann stark positiv, wenn (1 —m) € P,. Fiir
mg 2 sieht man direkt, dal N(1 — mg2) =2 und

Dg(1 = mop) = m||[[3-

D3(1 — my2) ist also positiv definit. Ferner ist mgo > 0 und es gilt mga(w) = 1
genau dann, wenn cos 2mw; = cos 2mw, = 1. Dies ist genau fiir w € Z? der Fall.
Somit ist (1 —my2) € 5. Also ist das interpolierende nichtnegative Symbol mq o
auch stark positiv mit SF(mg2) = 2.

Nun zu Beispiel 2. Da my; interpolierend ist, d.h. es gilt mo; +mqg1(-+1/2) = 1,
ist

ARIUR N 1 1
My (A + 5) = mO,l()‘ + §)PL((1 —mp,1) (A + 5))
L—-1+j

) cos? T\
J

L—1
= (1 = mo1(N)*Pr(moi(N) = sin®* 7A) <
j=0
= (7)) 4+ O(N\*H2),
Mit m((),Ll_l)()\) =1- m((),Ll_l)(/\ + 1/2) folgt weiter

2am{ () —1=1—2m (A + %) = 12\ + O

und damit

W Hw w2k
ng,Ll 1)( - 9 2) —1=1-2 <§) (w1 + w2)® + O([Jw][**+?)

bzw. analog

W — W2

o (1)
m, ( 5

0,1

)= 1=1-2(5)" (@~ w) + Ol
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Man erhilt insgesamt

1 1
1—mp(w) = 5~ iu(wl + wo)u(wr — wo)
1 1 —1),Ww1 t+w —1),W1 —w
=5 = 5me (550 =~ DE@mg (5 = 1)
™\ 2k 2L 2L 2042
= (5) " lwr +w)® + (@1 — wa)™] + O([lw]*+2).
Es gilt also N(1 —my) = 2L mit
C DR (1= ma) (@) = () [ )+ (wn —wn)™
(2L)! 0 L =\3 1 2 1 2

= (g)% [(Sw)?" + (Sw)3"].

D3*(1—my) ist positiv semidefinit und genau dann in w gleich Null, wenn Sw = 0
ist. Letzteres ist wegen det S = 2 genau fiir w = 0 erfiillt. D2L(1 — my) ist also

positiv definit. Da m((),Lfl) nichtnegativ und interpolierend ist und somit

0<mii <1

gilt, ist |u| < 1. Also gilt genau dann my(w) = 1, wenn

L-1), W1 t+ W L-1) W1 — W
b ) =my () =1 (8:22)
2 2
oder .
L—1),W1 T W2 L—1),W1 — W2
mt(),l )(T) = m((),l )( 5 ) =0. (8.2.3)
Da m((),Ll_l) interpolierend ist, sind die Gleichungen in (8.2.2) genau fiir die w

erfiillt, fiir die

L—1 W1+Q)2+1 L—1 CLJl—UJ2+1
mi; () =gy V() = 0 (8.2.4)

gilt. m((),Ll_l) besitzt dieselben Nullstellen wie mq; selbst, d.h. (8.2.4) ist zu

su=ysa g (27 ew

W — W2

dquivalent. Also erfiillen genau die w € SZ? die Gleichungen in (8.2.2). Analog
zeigt man, daf die Loésungsmenge von (8.2.3) mit (§) + SZ? iibereinstimmt.
Insgesamt ist also genau dann mp(w) =1, wenn w € 7Z2. Somit ist 1 —mj € Py;.
Da my, nichtnegativ und interpolierend ist, ist m; wiederum nach Bemerkung
7.1.30 stark positiv mit SF(mg) = 2L.
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Bemerkung 8.2.1. Nach den Ergebnissen aus Kapitel 3.1 gilt

Mo2(NiN-1) = Py, (1 —mop).

Da my o stark positiv ist, sind nach Satz 8.1.2 also auch die in Cohen/Daubechies

[12] betrachteten zueinander dualen Symbole

N N
Mg, und mO,QPN(l — Mo2)

stark positiv. Fiir N = 0 stimmt letzteres mit mgf\;_l) iiberein.
Wir betrachten nun Beispiele der Form
1 a—1
mp = |EZ€‘”|2’ (8.2.5)
=0
wobei D = {kyg, ..., kq_1} ein Reprisentantensystem von 2"/4z. ist. Dies sind die

Symbole, die schon von Derado in [22] als Ausgangspunkt zur Konstruktion von
interpolierenden Skalierungsfunktionen verwendet wurden. Wie schon in Bemer-
kung 3.1.4 festgestellt, sind diese Symbole stets interpolierend. Wir wollen nun
nachweisen, dafl die nachfolgenden Beispiele auch stark positiv sind.

Beispiel 3. Es sei

(5a) ()06

In diesem Fall ist a = 3. Die Eigenwerte von A sind

A ist also anisotrop. Man erhilt

1
mp(w,ws) = 5 (3 + 2 cos2mwy + 2 cos 27 (w1 + we) + 2 cos 2w (w; + 2w2)).

Beispiel 4. Es sei

(1) e () () ()

In diesem Fall ist ¢ = 3 und die Eigenwerte von A sind

—1++v13
Alg = ——F—.
2
A ist also wiederum anisotrop und

1
mp(wy,ws) = 5(3 + 2 cos 2mwy + 2 cos 2wy + 2 cos 27 (wy — wg)).
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Beispiel 5. Es sei

= (n) meotf)-0)-0)- ()

A ist folglich isotrop und

1
mp(wy,ws) = 1_6(4 + 2 cos 2mw; + 4 cos 2mwo

+ 2 cos dmwy + 2 cos 27 (wy + we) + 2 cos 2w (wy — wg)).

Beispiel 6. Es sei

() OO 000

In diesem Fall ist @ = 5 und die Eigenwerte von A sind
)\1’2 == 2 :f: ’L

A ist folglich isotrop und

1
mp(wy,ws) = 9 (5 + 6 cos 2wy + 4 cos 2wy + 2 cos 4w,

+ 4cos 2m(wy + wa) + 2 cos 27 (2w; + wy) + 2 cos 2m(—wy + w1)).

Fiir Symbole der Form mp gibt es ein einfaches Kriterium dafiir, da} die Bedin-
gung (8.0.1) erfiillt ist.

Lemma 8.2.2. Es sei A € Z™", D = {ko,...,kq 1} ein Reprisentantensystem
von 2"/ sz und mp iiber (8.2.5) definiert. Dann erfillt mp genau dann (8.0.1),

wenn die Menge S := {k; — k; : j > i} ein Erzeugendensystem von R" ist.

Beweis. Da mp interpolierend ist und die Strang-Fix-Ordnung 2 besitzt, ist
(8.0.1) nach Bemerkung 7.1.22 dazu dquivalent, daf} D3m negativ definit ist. Fiir
k€ Z" und w € R" gilt

1
D3(cos 2 < k|- >)(w) = 2 Z aa"‘(cos 21 < k|- >)(0)w®

=2

= —47*- Z (2) E*w® = —412(< klw >)%.

=2
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Nach Definition ist mp eine positive Linearkombination von Termen der Form
cos 2w < k|- > mit k € S. Dann gilt also

Dimp = D§()  hgcos2m < k|- >) = —4n> Y hy(< k|- >)*.

keS} kes

Da die hy, allesamt positiv sind, ist D3mp negativ semidefinit und es gilt genau
dann D3mp(w) = 0, wenn w senkrecht auf allen k£ € S steht. Also ist Dimp

genau dann negativ definit, wenn span{k : k € S} = R". O

Bemerkung 8.2.3. Das obige Lemma zeigt, dafl fiir ¢ = 2 ein Symbol mp
nicht stark positiv sein kann. In diesem Fall ist ndmlich S = {0,x; — Ko} kein

Erzeugendensystem von R".

Fiir die Beispiele 3-6 sieht man unmittelbar, dafl die Voraussetzungen von Lemma
8.2.2 erfiillt sind. Dagegen muf} die Nullstellenbedingung fiir jedes Beispiel einzeln
nachgewiesen werden.

Wir betrachten zunéichst Beispiel 3. Es sei dazu w eine Nullstelle von mp im
halboffenen Einheitsquadrat [—1/2,1/2[*. Da mp nach Definition nichtnegativ

ist, ist w auch eine Nullstelle von O9mp = (ymp,demp). Wir erhalten

O1mp(wy,ws) = —4m sin 27 (wy + wy) — 47 sin 27 (wy + 2wy) =0

und

Oamp(wy, we) = —4m sin 2mwy — 47 sin 27 (w; + we) — 87 sin 27 (wy + 2wy) = 0.

Daraus folgt
sin 27 (wy + wp) = — sin 27 (wy + 2ws) (8.2.6)

und
sin 27wy = — sin 27 (wy + 2ws) (8.2.7)

und somit

sin 27wy = sin 27 (wy + wa).

Aus der letzten Gleichung folgt entweder
i) w; +ws =1/2 —wq + k mit k € Z oder

i) w, € Z.
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Im Fall i) gilt nach Gleichung (8.2.6)
sin 27 (w1 + wa) = — sin 27 (wy + 2wy) = —sin27(1/2 + k) = —sinw = 0.
Wir erhalten daraus wiederum zwei Fille, entweder
iii) wy + wy € Z™ oder
(iv) w1 +wy =1/2+ k mit k € Z".

Ein gemeinsame Losung von i) und iii) kommt als Nullstelle von mp nicht in

Frage, da dann

1 1
mp (w1, ws) = 5(3—1— 2 cos 2mwy) > 9> 0.

Die einzige gemeinsame Nullstelle von i) und iv) in [—1/2,1/2[? ist (—1/2,0), fiir
diese gilt jedoch ebenfalls mp(—1/2,0) > 0. Somit muf fiir eine Nullstelle von
mp aus [—1/2,1/2[* stets w; = 0 gelten. Aus Gleichung (8.2.7) folgt

Sin 2mwe = — sin 4wwo
und somit
il d 1
wy = +— oder wy = ——.
>3 > 9

Da mp(0,—1/2) > 0, sind

() (2) -+ )

die einzigen Nullstellen von mp in [—1/2,1/2[%

Nun zu Beispiel 4: Analog wie oben sei w eine Nullstelle von mp in [—1/2,1/2[2.

Wir betrachten wiederum 0mp(w) = 0 und erhalten
sin 2wy = — sin 27 (wy — wo) (8.2.8)
und
sin 27wy = sin 27 (w; — weo) (8.2.9)

und folglich

sin 27wy = sin 27 (—wy).

Es gilt mit £ € Z™ entweder
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i) wy = —w; + k oder
i) we = wi +1/2+ k.
In Fall ii) folgt aus (8.2.8)
sin 2w, = —sin 27 (w; — wy) = sinw = 0.
Fiir w; € [—1/2,1/2[ erhalten wir entweder
iii) wy =0 oder
iv) wy =—1/2.

Fall iii) kann nicht gelten, da stets mp(0,wy) > 0. Im Fall iv) muf nach ii) we =0
sein. Da aber mp(wi, 0) ebenfalls nichtnegativ ist, kann ii) ausgeschlossen werden.
Nach i) gilt also w; — wy = 2wy + k, k € Z und somit nach (8.2.8)

sin 2wy = — sin 47wy . (8.2.10)

Dies ist fiir wy € [—1/2,1/2[ genau fiir w; = +1/3 oder w; = —1/2 der Fall. Aus
w; = —1/2 folgt nach i) auch wy, = —1/2. Da aber mp(—1/2,—1/2) > 0, sind

(e l)= ()

die einzigen Nullstellen von mp in I°.

Fiir das Beispiel 5 erhalten wir fiir eine Nullstelle w € [—1/2,1/2[*> von mp durch
Ableiten nach wy

sin 2wy + sin 27 (wy + wa) + sin 27 (w1 — wy) = 0
und mit dem Additionstheorem des Sinus folglich
sin 27w (1 + 2 cos 2mwsy) = 0.

Somit ist

1
w1 = —5 oder w; = 0 oder wy = j:g.
Mit
4 1

i +
cost— =cost— = ——
3 3 2
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und dem Addititionstheorem des Kosinus folgt

1 1 2
mp(wy, £2) = — (4 + 2 cos 2mw; + 4 cos j:?7T

3’7 16
Am 1 1
+ 2 cos :l:? + 2 cos 27 (wy + g) + 2cos 27 (w; F g))
1 9 1
~ 16 (1 + 2 cos 2mmw; + 4 cos 2mw; €os ig) =16
Wir kénnen uns also auf die beiden anderen Fille beschrianken. Fiir w; = —1/2

folgt

1 1
mD(—§, wy) = 16 (2 + 4 cos 2w, + 2 cos 4w, + 2 cos(2mwy — ) + 2 cos(2mws + 7))

=16 (2 + 4 cos 2wy + 2 cos 4wy — 2 cos 2mwy — 2 cos 27rw2)
1
=16 (2 + 2 cos 47rw2).

Somit ist mp(—1/2,ws) genau dann gleich Null, wenn wy = +1/4 ist. Fiir w; =0

erhilt man

1
mp(0,wsy) = 16 (6 + 8 cos 2wy + 2 cos 47Tw2).

Ist mp(0,ws) = 0, so mufl auch die Ableitung von mp(0,-) in we verschwinden.
Es folgt

sin 27wy = — sin 47wws.

Wir haben weiter oben gezeigt, siehe (8.2.10), da8 dann ws = +1/3 oder wy =
—1/2 gelten mufl. Den Fall wy = £1/3 haben wir schon ausgeschlossen, also ist
(0,—1/2) die einzige Nullstelle in [—1/2,1/2[*> mit w; = 0. Insgesamt sind

()= ) ()= () e () = ()

die einzigen Nullstellen von mp in [—1/2,1/2[2.

i

Wir kommen nun zum Beispiel 6. Wir definieren z = ww; und y = 27wy + mw;.

Dann folgt aus mp(w) =0

0= f(z,y) == (b + 6cos2x) + 2cos 4z
+ (4cos(z +y) +4cos(—z +y)) + (2cos(3x + y) + 2 cos(—3z + y)).
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Mit
cos2x = 2cos’x — 1,
2cosz cosy = cos(z + y) + cos(—z + y),
cos3z =4cos®z — 3cosz,
cos 4z = 8cos* z — 8cos?x + 1
folgt

f(z,y) = (12cos’z — 1) + (16 cos” x — 16 cos® = + 2)
+8coszcosy + (16 cos® x — 12 cos ) cos y
=16cos* z — 4cos’z + (16 cos® © — 4cosz) cosy + 1

= (cosz + cosy) (16 cos®  — 4 cosz) + 1.

Wir setzen a = cosx und b = cos y und untersuchen
g(a,b) := (a+ b)a(16a® — 4) + 1

auf Nullstellen in [—1, 1]. g ist dort nichtnegativ und g(a, -) fiir alle a eine Gerade.
Fiir eine Nullstelle (a,b) von g mufl also b =1 oder b = —1 gelten. g(-, 1) besitzt
genau die beiden Nullstellen

—-1++5
4

aio =

und g(-,—1) genau die beiden Nullstellen a3 = —a; und a4 = —ay. Fiir eine

Nullstelle (wq,ws) von mp muf also einer der folgenden vier Fille erfiillt sein

-1 )
COS Twy = %\/_ und cos 27 (w; + %) =1, (8.2.11)
~1-5
COS MWy = T\f und cos 27 (w; + %) =1,
1 3
COS Wy = +4\/_ und cos 27 (w; + %) =—1, (8.2.12)
Cos Twy = ! _4\/5 und cos 27 (w; + %) = -1

Fir w; € [—1/2,1/2] kommen nur die Félle (8.2.11) und (8.2.12) in Frage. For-
dern wir auch wy € [—1/2,1/2[, so erhalten wir (2/5,—1/5) und (—2/5,1/5)
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als Losungen von (8.2.11) und (1/5,2/5) und (—1/5,—2/5) als Losungen von
(8.2.12). Insgesamt sind

(- ) () ()
(0-+) ()-+ ()

die einzigen Nullstellen von mp in [—1/2,1/2[%.

[SA1\]

TN Ot
N O

Wir mochten nun noch einige numerische Resultate vorstellen. Wir betrachten
dabei die interpolierenden Symbole m(()]’g), N = 0,1,2 und ms, vgl. die Beispiele
1 und 2. In der nachfolgenden Tabelle finden sich fiir diese Symbole die Groéfen
R = R4 und die Dimensionen der zugehdrigen invarianten Unterriume E® und
EE = (E®); , wobei L = SF(m), vgl. Bemerkung 5.1.3, 2. und 5.3.4, 2. Da
A normal ist, kann hier als Norm, die zur Definition des Raumes E® benutzt
wird, die euklidische Norm gewihlt werden. Die letzten beiden Spalten geben
den Spektralradius von Tp,| BR und den zugehorigen Sobolev-Exponenten s;(®)
an. Alle Grolen sind fiir A = R bzw. A = S aus (8.2.1) jeweils gleich, vgl.

Cohen/Daubechies [12].

Symbol | SF-Ordnung | R=R, |dimE® | dmEE | op, | s1(P)
Mo 2 2 1++2 21 18 | 0.8090 | 0.6115
mya 4 314++v2) | 169 159 | 0.6246 | 1.3581
ms 4 3(1+v2) | 169 159 | 0.5914 | 1.5156
My 6 5(1++v2) | 457 436 | 0.5016 | 1.9909

Die nachstehenden Abbildungen zeigen fiir diese Symbole die Eigenfunktionen
von T, | pr zum Eigenwert ppr. Man erkennt die theoretisch begriindeten Eigen-
schaften, alle dargestellten Eigenfunktionen liegen im Inneren des positiven Kegel

R
von ET'.
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Abbildung 8.1: Die Eigenfunktionen des Transferoperators 7;, zum Eigenwert

OpR im Fall 1. m =mg2 und L = 2 bzw. im Fall 2. m = m(()g und L = 4.
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Abbildung 8.2: Die Eigenfunktionen des Transferoperators 7;, zum Eigenwert

opr im Fall 3. m = my und L = 4 bzw. im Fall 4. m = m{) und L = 6.
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