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Einleitung

Diese Arbeit ist ein Beitrag zur sogenannten ,,geometrischen Quan-
tisierung”, welche ein zentrales Gebiet der modernen Analysis, mit
Querverbindungen zur mathematischen Physik, harmonischen Analy-
sis und auch Zahlentheorie darstellt. In ihrer einfachsten Form ist dies
die Quantisierung des symplektischen Phasenraumes T#(R") zum Hil-
bertzustandsraum L?(R"), die sogenannte reelle Wellendarstellung der
Heisenberg-Gruppe. Aquivalent dazu ist die kompleze Wellendarstel-
lung durch die Identifizierungen T#(R") ~ C" und L*(R") ~ H?(C"),
dem Fock-Raum. Dies hat seinen physikalischen Ursprung in der Hamil-
tonschen Mechanik, in der die Bewegung der Zustinde eines physikali-
schen Systems untersucht wird. Der Phasenraum, in dem diese darge-
stellt werden, ist eine symplektische Mannigfaltigkeit. Nach gegebenen
Anfangswerten (Positions- und Impulskoordinaten) bestimmt die Ha-
miltonfunktion durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, wie
sich Position und Impuls der Teilchen mit der Zeit &ndern. Kanonische
Transformationen spielen hier eine bedeutsame Rolle, sie wandeln die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in andere (oftmals einfachere)
Gestalt, und sie sind genau die Transformationen, welche die Poisson-
Klammer invariant lassen. Dies schafft den Ubergang zur Quantenme-
chanik: Die Poisson-Klammern der Phasenraumkoordinaten, als Ko-
ordinatenfunktionen aufgefasst, entsprechen den kanonischen Vertau-
schungsrelationen der Quantenmechanik nach der Quantisierung. Die-
se besteht darin, die physikalischen klassischen Observablen (glatte
Funktionen oder Distributionen auf dem Phasenraum) zu ,quantisie-
ren“, das heifst ihnen projektionswertige Borel-Mafe in einem Hilber-
traum quadratintegrierbarer Funktionen (der Zustandsraum des Quan-
tensystems) zuzuordnen. Durch den Spektralsatz und Funktionalkalkiil
kann man diese Mafe mit selbstadjungierten (im Allgemeinen nicht be-
schriankten) Operatoren auf dem Hilbertraum identifizieren. Die quan-
tisierten klassischen Phasenraumkoordinaten (Positions- und Impuls-
funktionen) sollen den Vertauschungsrelationen geniigen, welche die
Analogie zur fundamentalen Poisson-Klammer geben. Die quantisierte
Hamiltonfunktion ist der Hamilton-Operator, der die Zeitentwicklung
in der Quantenmechanik bestimmt.

Die geometrische Quantisierung ist eine moderne, mehr geometri-
sche Verallgemeinerung der oben beschriebenen ,kanonischen“ Quan-
tisierung. Sie ist in den Begriffen der Differentialgeometrie formuliert
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iv EINLEITUNG

und entspricht ebenfalls den drei Axiomen P. Diracs (sie ist reell line-
ar, konstante Funktionen werden (bis auf Vielfache) auf die Identitét
abgebildet und die Poisson-Klammer klassischer Observablen wird auf
den Kommutator der entsprechenden Operatoren iiberfiihrt). Es ist nun
wohlbekannt, dass die geometrische Quantisierung auf einer Polarisie-
rung (zum Beispiel im Komplexen mittels holomorpher Funktionen)
beruht. Das Hauptproblem ist dann: Inwiefern hingt die Quantisierung
LJhur von der klassischen symplektischen Struktur ab, und nicht von
der Polarisierung (d. h. von einer reellen Polarisierung R” x R”, bzw.
komplexen Polarisierung C")? Was passiert insbesondere unter den Au-
tomorphismen der Heisenberg-Gruppe, welche auf dem Zustandsraum
operiert? Entscheidend ist hier die Tatsache, dass die Automorphis-
men der Heisenberg-Gruppe genau der reellen symplektischen Grup-
pe Sp(2r,R) entsprechen, und der ,Modulraum* der komplexen Pola-
risierungen genau der Siegelschen oberen Halbebene Sp(2r,R)/U(C").
(Wird statt R?" ein Torus quantisiert, erhiilt man die wichtigen, lokal-
symmetrischen Raume, die hier aber nicht im Vordergrund stehen).

Der Ubergang zur Analysis fithrt zur metaplektischen Darstellung
von Sp(2r,R) und der Oszillator-Halbgruppe von R. Howe, welche in
der modernen Formulierung (O -Korrespondenz) auch in engem Zusam-
menhang zu automorphen Formen steht. Besonders aktuell sind dabei
folgende drei Problemkreise:

I Analytische Fortsetzung der metaplektischen Darstel-
lung auf eine Unterhalbgruppe der Komplexifizierung
Sp(2r,C): Dies ist Teil des allgemeinen Gelfand-Gindikin-
Programms, welches irreduzible Darstellungen einer halb-ein-
fachen Lie-Gruppe G in Kegel bzw. Halbgruppen in G® zusam-
menfasst, welche mit Hilfe allgemeiner Cauchy-Integralformeln
analysiert werden. Von Gelfand-Gindikin ist nur der Fall r = 1
(das heift SL(2,R)) behandelt worden. Fiir beliebiges r ge-
lingt in Teil I dieser Arbeit eine direkte Realisierung der ana-
lytischen Fortsetzung der metaplektischen Darstellung auf eine
Unterhalbgruppe der Sp(2r, C). Die Schwierigkeit liegt hier in
der Tatsache, dass die metaplektische Darstellung nur auf Er-
zeugern gegeben ist und die in der mathematischen Physik
verwendeten Integraloperatoren deshalb nicht zur Verfiigung
stehen.

II Jordan-theoretische Realisierung der metaplektischen
Darstellung: Der Modulraum G/K fiir eine halb-einfache Lie-
Gruppe G hermiteschen Typs (und die maximal kompakte Un-
tergruppe K) ist fundamental fiir die Theorie der automor-
phen Formen und insbesondere der © -Reihen. Diese Theorie
ist durch die Koecher-Schule in den richtigen® Rahmen der
Jordan-Algebren gestellt worden, als Verallgemeinerung des
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klassischen Falls der reell symmetrischen Matrizen #,(R). So-
mit stellt sich die Frage, ob auch die metaplektische Darstel-
lung eine neue Realisierung mittels Jordan-Algebren besitzt,
welche prinzipiell auf alle Jordan-Algebren (auch auf die Aus-
nahme Jordan-Algebra) verallgemeinert werden kénnte. Wohl-
bekannt ist, dass der Konfigurationsraum F = R" eine (linea-
re) Darstellung der Jordan-Algebra H,(R) zuldsst. Als zwei-
tes Hauptergebnis wird eine ,nicht-lineare” Realisierung der
metaplektischen Darstellung mittels einer Delerminantenva-
rietit S gegeben, welche in die Jordan-Algebra (genauer in
die Komplexifizierung) eingebettet ist. Zusitzlich wird eine
,Quadratabbildung” des Darstellungsraums F in die Mannig-
faltigkeit S konstruiert. Dies fiihrt zu einer kompatiblen Rea-
lisierung des Darstellungsraumes und des Modulraumes, wel-
che unter einer Geometrie vereinigt werden. Die resultierende
(reell-analytische) Aktion von G auf S ist nicht linear und auch
nicht als Moebius Transformation zu deuten, dennoch gelingt
die Bestimmung des zugehdrigen invarianten Makes auf S. Ge-
nauer ist S = §; die Mannigfaltigkeit der Rang-1-Tripotenten
und St steht fiir ihre Komplexifizierung. Die Realisierung der
metaplektischen Darstellung ist auf L?(SY) gelungen.

III Flache Zusammenhinge und die Bogoliubov-Transfor-
mation: In Teil III wird die Interpretation von G/K als Mo-
dulraum vertiefend aufgegriffen, indem (als drittes Haupter-
gebnis) gezeigt wird, dass die G-dquivariante Realisierung des
neuartigen Darstellungsraumes L2(ST) zu einem Hilbertraum-
Biindel iiber dem Modulraum fiihrt, fiir das ein projektiv-flacher
Zusammenhang konstruiert wird. Desweiteren wird dieser auf
jeder Faser als Summe eines Toeplitz- Operators und eines get-
wisteten Euler-Operators dargestellt. Es wird iiberdies gezeigt,
dass die Integralkerne der zugehorigen Bogoliubov- und Segal-
Bargmann-Transformationen, in Abhéngigkeit von der Zeit,
Lésungen von Wirmeleitungsgleichungen sind. Als Anwendung
erhélt man eine konkrete Realisierung des Shilov-Randes des
Modulraums innerhalb von G fiihrt.

Obwohl sich die vorliegende Arbeit hauptsichlich mit der Situation
der Siegelschen oberen Halbebene und der metaplektischen Darstellung
befasst, geben die hier vorgestellten neuen geometrischen Konstruktio-
nen (in Teil IT und Teil III) Anlass zu weitreichenden Verallgemeine-
rungen:

(i) Zunéchst liegt es nahe, nicht nur die Rang-1-Tripotenten, son-
dern Tripotente héheren Ranges j zu betrachten, entsprechend
dem Konfigurationsraum R™/. Diese Verallgemeinerung ist
hier bereits ansatzweise durchgefiihrt.
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(ii) Desweiteren sind die Hauptkonzepte der Arbeit rein Jordan-
theoretisch formuliert, so dass die Verallgemeinerung auf be-
liebige Jordan-Algebren, einschlieflich der Ausnahme Jordan-
Algebra in den Bereich des Moglichen riickt, was insbesonde-
re einen neuen Zugang zu multi-variablen © -Reihen erdffnen
wiirde.

(iii) In Teil II ist die metaplektische Darstellung als eine ,Rand-
darstellung des holomorph-konvexen Orbits G/K realisiert
worden. Nun bietet es sich an, jede offene G-Bahn in der
Grassmann-Mannigfaltigkeit G°/P, oder in einem noch all-
gemeineren Rahmen der Fahnenmannigfaltigkeiten der Form
G®/Q zu betrachten. Kann man zugehdrige ,metaplektische
Darstellungen® fiir jede solche Bahn analog der hier vorgestell-
ten Methode realisieren?

(iv) Da die komplexifizierte Gruppe G© auf der Grassmann-Mannig-
faltigkeit bzw. Fahnenmannigfaltigkeit operiert, ergibt sich so
auch ein neuer Zugang zum Gelfand-Gindikin-Programm: Kann
man, wie in Teil T dieser Arbeit, fiir die Darstellungen der G-
Bahnen eine Unterhalbgruppe von G finden, so dass eine ana-
lytische Fortsetzung moglich ist? Diese Unterhalbgruppe sollte
zum Beispiel mittels holomorpher Kontraktionen des offenen
Orbits definiert werden.

Gliederung der Arbeit. Teil I ist der klassischen Theorie gewid-
met. Kapitel 1 ist ein Grundlagenkapitel, in dem die symplektische
Gruppe vorgestellt wird und ihre fiir diese Arbeit relevanten Eigen-
schaften dargestellt werden.

In Kapitel 2 wird die metaplektische Darstellung der symplekti-
schen Gruppe angegeben und direkt gezeigt, dass diese als Limes der
Darstellung von Howe einer Unterhalbgruppe, in deren Rande die sym-
plektische Gruppe liegt, gesehen werden kann. Auf diese gleiche Un-
terhalbgruppe wird auch der in Kapitel 4 betrachtete Kozyklus stetig
erweitert. Diese Erweiterung wird in Kapitel 2 erlautert.

Teil TI der Arbeit ist die Jordan-theoretische Realisierung der me-
taplektischen Darstellung. Kapitel 3 ist ein weiteres Grundlagenkapi-
tel, in dem die Theorie der Jordan-Algebren und Jordan-Tripelsysteme
kurz dargestellt wird.

In Kapitel 4 wird eine Kozykluseigenschaft gezeigt, die ihren Ur-
sprung in einem konkreten Beispiel hat, welches dort im Detail aus-
gearbeitet wird. Es wird ein Gebiet betrachtet, dessen Automorphis-
mengruppe die symplektische Gruppe ist. Der Kozyklus nimmt Werte
in der Komplexifizierung der (ausgezeichneten) maximal kompakten
Untergruppe an und gibt Anlass zu einem Biindel.
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Das Hauptaugenmerk des Kapitels 5 ist die wohlbekannte ~ - Ope-
ration der symplektischen Gruppe auf Tripotenten eines Jordan-Tripel-
systems. Fiir diese wird im Matrizenfall eine Formel gefunden. Hierfiir
wird eine ~ - Operation auf Vektoren definiert. Auf dieser Formel auf-
bauend kann dann eine Aktion auf den komplexifizierten Mengen de-
finiert und auch fiir diese eine Formel gefunden werden. Durch diese
Operation wird die Darstellung definiert. Fiir einen Spezialfall liegt ei-
ne komplette Ausarbeitung vor, im allgemeinen Fall wird ein Ansatz
zum weiteren Studium der ~ - Operation gegeben.

Aufbauend auf Kapitel 4 und 5 wird in Teil III der Arbeit ein
Hilbertraum-Biindel betrachtet und ein (projektiv-flacher) Zusammen-
hang auf diesem angegeben (Kapitel 6). Es wird gezeigt, dass dieser
auf jeder Faser die Summe von einem Toeplitz-Operator und einem
getwisteten Euler-Operator ist.

In Kapitel 7 wird die Fortsetzung der Identifikation vom Siegelschen
oberen Halbraum mit den positiven, kompatiblen komplexen Struktu-
ren in die jeweiligen Shilov-Rénder angegeben. Diese erfolgt durch das
Betrachten gewisser Differentialgleichungen (Warmeleitungsgleichun-
gen), zu deren Losungen zum Einen der Integralkern der Bogoliubov-
Transformation zwischen zwei Fasern des Hilbertraum-Biindels und
zum Anderen der Integralkern der Segal-Bargmann-Transformation, je-
weils mit einer Zeitverédnderlichen t versehen, gehoren. Diese Transfor-
mationen entsprechen dem Paralleltransport entlang von Geoditen, im
ersten Fall innerhalb der Basis-Mannigfaltigkeit, im zweiten nach der
metaplektischen Korrektur und der Fortsetzung des einen Endes der
Geodite bis an den Rand. Betrachtet man die komplette Fortsetzung
einer Geodite bis an den Rand, so entspricht der Paralleltransport
der Fourier-Transformation, dieser Aspekt wird hier aber keine Rol-
le spielen. Die Bogoliubov-Kerne konvergieren punktweise gegen den
Segal-Bargmann-Kern, die Form der dazugehorigen Differentialopera-
toren gibt Anlass zur genannten Identifikation.






A short introduction

The metaplectic representation: analytic
continuation and a Jordan algebra theoretic
realization

The present work is structured in three parts:

I The first, analytic continuation of the metaplectic re-
presentation to a subsemigroup of the complexification
Sp(2r,C) is in the spirit of classical harmonic analysis: this
fits into the general Gelfand-Gindikin program which combines
irreducible representations of semi-simple Lie groups G with
cones, accordingly semigroups in G®. Cauchy integral formu-
las are the key tools to study them. Geldand-Gindikin cover
the case r = 1 (i.e. SL(2,R)). We give a direct realization
of the analytic continuation of the metaplectic representation
to a subsemigroup of Sp(2r, C), for arbitrary r. The challenge
here is due to the fact that the metaplectic representation is
just given on generators (no closed formula) and we don’t ha-
ve to our disposal integral operators. On the other hand, by
giving this direct proof, we are able to exhibit the ,correct®
subsemigroup which has to be considered.

II Jordan theoretic realization of the metaplectic repre-
sentation: the modulspace G/K for a semi-simple Lie group
G of hermitian type, and being K the maximal compact sub-
group, is essential for the theory of automorphic forms, spe-
cially ©-series. Due to the school of Koecher this theory was
brought in the ,right frame of Jordan algebras as a generali-
zation of the classical case of real symmetric matrices #, (R).
Now the task is: does there exist a new realization of the me-
taplectic representation in terms of Jordan algebras, and which
would allow a similar construction for all Jordan algebras. The
configuration space £ = R” admits a linear representation of
the Jordan algebra H,(R). As second main achievement of
this thesis we give a non-linear realization of the metaplectic
representation via a Variety S, which is imbedded in the com-
plexification of the Jordan algebra. Making use of a quadratic

ix



A SHORT INTRODUCTION

mapping a copy of the configuration space F is also construc-
ted in S. This gives a compatible realization of the representa-
tion space and the modulspace, which are now unified under
the same geometry. Though the resulting (real analytic) action
of G on § is non-linear, nor of Moebius type, we succeeded in
defining an invariant measure on S. We work with S = §; the
manifold of rank-1 tripotents and St its complexification. The
realization is done on L*(ST).

ITT Flat connections and the Bogoliubov transformation
In part IIT we show that the G-equivariant realization of the
representation space L?(SY) induces a projectively flat Hilbert
space bundle over the modulspace. It is shown that the connec-
tion, restricted to each of the fibers, can be splitted as the sum
of a Toeplitz operator and an Euler-type operator. Finally we
consider time dependent Bogoliubov and Segal-Bargmann in-
tegral kernels that happen to be solutions of the heat equation.
This gives rise to an explicit identification of the Shilov boun-
dary of the modulspace in GC.



Teil 1

Holomorphe Fortsetzung der
metaplektischen Darstellung






KAPITEL 1

Die symplektische Gruppe

Die symplektische Gruppe und ihre Aktionen auf verschiedenen Ge-
bieten bilden den Kern dieser Arbeit. In diesem Kapitel wird sie zu-
néchst beschrieben und die Notation festgelegt. Wohlbekannte Eigen-
schaften werden kurz dargestellt, u.A. wird eine maximal kompakte
Untergruppe ausgezeichnet und die Menge ihrer Ableitungen betrach-
tet. Gewisse komplexe Strukturen kénnen mit einer Teilmenge der sym-
plektischen Gruppe identifiziert werden, welche wiederum mit der Sie-
gelschen oberen Halbebene einerseits und andererseits mit bestimmten
Lagrange-Unterrdumen in Verbindung gebracht wird. Diese Identifizie-
rung wird erldutert.

1. Hamiltonsche Mechanik

Eine symplektische Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Mannigfal-
tigkeit, zusammen mit einer symplektischen Form w, das heifst einer
globalen, glatten und geschlossenen 2-Form, die punktweise nicht aus-
geartet ist.

Sie hat immer gerade Dimension und der Satz von Darboux [Arn89|
besagt: In der Umgebung jedes Punktes einer symplektischen Mannig-
faltigkeit gibt es lokale Koordinaten (g;, p;) mit

w = quj A dp;.

j=1

In der Hamiltonschen Mechanik ist der Phasenraum eine symplektische
Mannigfaltigkeit mit der global definierten symplektischen Form

w= quj A dp;.

=1

Hier werden Positionsvariablen und Impulse gleichbrechtigt behandelt.
Die kanonischen Gleichungen oder auch Bewegungsgleichungen eines
Systems sind eng mit kanonischen Transformationen verkniipft, welche
den Ubergang zur Quantenmechanik gestatten: Gegeben sei ein dy-
namisches System mit r Freiheitsgraden und der Hamilton-Funktion
H(q,p), die von den Positionsvariablen ¢ = (qi,...,¢,) und Impuls-
variablen p = (py,...,p,) (und eventuell auch von der Zeit) abhéingt.
Die kanonischen Gleichungen (Hamiltonsche Bewegungsgleichungen)

3



4 1. DIE SYMPLEKTISCHE GRUPPE

lauten:
. o0H . OH

Eine kanonische Transformation ist eine Koordinatentransformation
(g,p) — (G,p) so dass eine neue Hamilton-Funktion H(q,p) existiert,
fiir welche die kanonischen Gleichungen

oH . oH
Gi=5— Pi=-—7—

J 8pj J aq]’

in den transformierten Koordinaten (g, p) erfiillt sind. Kanonische Trans-
formationen erhalten die Poisson-Klammer

" af dg Of O
(s hpa = wldf,dg) = f 99 Of dg
j=

das heiftt {f,¢},, = {f,9}4p, wenn (¢,p) — (¢, p) kanonisch ist, und
konnen auch durch diese charakterisiert werden: Eine Transformation
(q,p) — (4,p) ist genau dann kanonisch, wenn fiir die fundamentalen
Poisson-Klammern gilt

145s Prtap = 0; {455 @k Yqp = 1Dj> Prtap = 0.

Die symplektische Struktur der kanonischen Transformationen ist da-
durch gegeben, dass ihre Funktionalmatrizen oder Darstellungsmatri-

zen
3§ 9q
M = g_g g_g c RQTX?T
dg  9p
eine Gruppe bilden, sie haben die Eigenschaft

M'w|M = [w], wobei [w]= ( 01 10’" )

—ir
die Darstellungsmatrix der Form w ist. Hierbei bezeichnet 1, eine r x r
Identitdtsmatrix. Diese Gruppe wird symplektische Gruppe genannt.
Die Grundlage fiir den Begriff symplektischer Mannigfaltigkeiten bilden
symplektische Rdume: Ein symplektischer Raum ist ein Vektorraum V'
zusammen mit einer nicht ausgearteten, alternierenden Bilinearform,
die typischerweise auch mit w bezeichnet wird. Sie kann als schief-
symmetrische, invertierbare Matrix dargestellt werden. Durch eine ad-
aptierte Gram-Schmidt Methode kann immer eine (Darboux-)Basis des
Raumes gegeben werden, in der die Form w durch

0 1,
lw] = ( ~1, 0 )
dargestellt ist.

Ein linearer Endomorphismus [ heifst eine lineare symplektische Trans-
formation, falls er die symplektische Form erhélt:

w(l(u),l(v)) = w(u,v).



2. DIE REELLE SYMPLEKTISCHE GRUPPE 5

Eine lineare symplektische Transformation ist ein Isomorphismus und
die Menge der linearen symplektischen Transformationen bildet eine
(Lie-)Gruppe, die man symplektische Gruppe nennt und mit Sp(V, w)
bezeichnet.

2. Die reelle symplektische Gruppe

Das Standardbeispiel eines symplektischen Raums ist R?" mit der
symplektischen Form w, welche iiblicherweise durch die 2r x 2r Block-

matrix .J,
= (2, %)

dargestellt ist. Jede 1, ist eine r x r Identitdtsmatrix. Im Folgenden
lassen wir den Index r der Einheitsmatrix 1, zur besseren Ubersicht in
den Formel weg.

Die reelle symplektische Gruppe Sp = Sp(R*",w) ist die Gruppe der
reellen Endomorphismen des R* | welche die (standard-)symplektische
Form w invariant lassen. Dies ist

Sp={g e R :¢'Jg=J}.

Beschreiben wir die Elemente der symplektischen Gruppe iiber Block-

matrizen,
A
g = ( C

C'A=A'C, B'D=D'B und D'A- B'C=1.

) mit A, B,C,D e R™,

wliev

so gilt

Dies ist dquivalent zu
BA'= AB', DC'=CD' und AD'— BC'=1.

Das Produkt in Sp ist das Matrizenprodukt, Sp ist eine Untergruppe
der GI(R?"). Die symplektische Gruppe ist geschlossen unter Transposi-
tion, das heift Sp’ C Sp, und kann durch Erzeuger angegeben werden.
Gruppenelemente der folgenden Matrixdarstellung erzeugen sie:

(0 1 A 0 . , 1 0 . rr
J_(_lo) (OXTJHMAGQWL (C]JHMCE&W.
Wie man auf diese Zerlegung kommt, wird in Kapitel 3 von einer ho-

heren Warte aus erldutert.
Die Komplexifizierung der reellen symplektischen Gruppe, ist die
komplexe symplektische Gruppe

Sp© = Sp(C”",w) ={g e C*"* : g'Jg = J}.
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3. Moebius-Transformationen

Sei A eine Algebra mit Einselement und seien mqq, m12, may, maog €

A und
M= ( mi1 Mg ) c A2

mo1 Moo

Eine Moebius-Transformation, die im Allgemeinen durch eine Matrix
A?*? dargestellt wird, wirkt durch

MX = (m X 4+ myg)(ma X + ng)fl,

auf allen Elemente X € A, fiir welche Singularititen vermieden werden,
das heifst, auf den X € A fiir die mq9; X + maos ein Inverses hat. Diese
Abbildung ist eine Aktion und soll desweiteren invertierbar sein.
Dies gilt insbesondere fiir A = C™*".
Es sei
P ={weC : Imw >0}
der Siegelsche obere Halbraum oder Siegelsche obere Halbebene. Sp ope-
riert, als (holomorphe) Moebius-Transformationen, transitiv auf 3: Die
Aktion von g € Sp auf w € P ist
A B
¢ D )
Man beachte, dass Cto+ D stets invertierbar ist, wie man an Erzeugern
sehen kann. Die Transitivitdt der Aktion ist dadurch gegeben, dass der
,Mittelpunkt” i1 =1 € B, auf ganz P durch Sp abgebildet wird:

Spi={gi,g € Sp} ="P.
Wir geben hier die Inverse Abbildung an, und zwar sei fiir jedes 1o € P

go = (Aw + B)(Cro + D)™ fiir g = (

. Imw='"2 —Imr~?Rero
g“’_( 0 Tmio!/2

Die Matrixdarstellung des Gruppenelements g, wird in Kapitel 4 eine
Rolle spielen und mit [T},] bezeichnet, da dieses Gruppenelement einen
Operator Ty, zwischen zwei Hilbertrdumen induziert.

Die symplektische Gruppe Sp ist die Automorphismengruppe des Sie-
gelschen oberen Halbraumes ‘.

) €Sp. Esgilt gpw=i.

4. Die symplektische Gruppe im Beschriankten

Die Siegelsche obere Halbebene 8 und das beschrinkte Gebiet
B = {3 eCln1—3" > 0} sind durch eine Cayley-Transformation
biholomorph dquivalent. Die Cayley-Transformation ¢ = cgg, die wir
in dieser Arbeit betrachten, bildet B8 auf 2 ab, operiert als Moebius-
Transformation und ihre Blockmatrixdarstellung als solche ist die uni-

tare 2r x 2r Matrix
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Die Tatsache ¢(0) = i verleiht dem Punkt i € 8 den eben schon erw&hn-
ten Namen ,Mittelpunkt“. Man spricht oft von B als die beschrinkte
Realisierung des Tubengebietes 3. In Kapitel 3 wird dies im allgemei-
nen Rahmen erklart.
Sei
Spy = ¢ 'Spec

die ,cayleyfizierte symplektische Gruppe. Aus der symplektischen Be-
digung fiir ¢ € Sp folgt die symplektische Bedingung fiir v € Spg:
vty = J oder, da ¢g* = g*, die iiblichere

R . (1 0
v Ly=L mit L—(O _1).

In der Blockmatrizendarstellung haben die Elemente v € Spg die Ge-
stalt

vzc_lgc:<% /8)€C2r><27"

a
mit « =1/2(A+D+i(B—-C))und g =1/2(A—D —i(B+C)), und
es gilt
afa—pBB=1 und o =pla.
Spg operiert demzufolge auf B transitiv und ist die Automorphis-
mengruppe des beschrinkten Gebietes B: Aut(B) = Spy.

Die inverse Cayley-Transformation hat als Moebius-Transformation
folgende Matrixdarstellung:

=507

5. Maximal kompakte Untergruppen

Die Isotropiegruppe von i € ‘3 unter der symplektischen Gruppe
Sp ist eine maximal kompakte Untergruppe. Wir bezeichnen sie mit

Kpy={geSp:gi=i}.
Es gilt Ky = SpnO(R?") und die Matrixdarstellung ihrer Elemente ist
( A B
—-B A

) mit B'A=A'B und A'A+ B'B=1.

Analog bildet die Isotropiegruppe von o € B unter Spy eine maxi-
mal kompakte Untergruppe von dieser und wird mit Keg bezeichnet.
Im beschrinkten Fall ist

= {(G
- {3

) e C afa = 1}

e o Qo

4 ) :ozE(CTXT,oz*ozzl}.
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So erhélt man ihre Komplexifizierung

K%:{(‘g ao_t):aeGl(CT)},

und K& C GI(C};<7 ), da ihre Elemente lineare Moebius-Transformationen

sind. Es ergibt sich die Gleichheit K§ = Sp©n GI(CLT)-
Nun kommen wir zur Beschreibung der Menge der Ableitungen der

symplektischen Gruppen: Da die Operation von g € Sp auf @ durch
gro = (Aro + B)(Cro + D)™}

gegeben ist, hat ihre holomorphe Ableitung als Moebius-Transformation
auf dem Tangentialraum T}, () = C7%" die Darstellung

sym
, _ ( (wC'+ DY! 0 )
g = ( 0 Cro+D )
Dies folgt aus der Symmetrie von gtv und den symplektischen Bedin-
gungen: Sei 5(t),t € (—1,1) eine glatte Kurve in ‘B, mit $(0) = to und
%(0) = 5(0) = 1 € To(P), so gilt
Ogs(t)

P95 (0) = tim < (gs(t) ~ gm) = lim L ((gs(1))* ~ gm) =

= lim l(ﬁ(t)ct—FDt)_l [(s(t)A"+B")(Crw+D)—(s(t)C*+D")(Aw+B)| (Cro+D) ™" =

t—0 t

— lim(s(t)C" + Dt)‘l% [s(t) — 0] (Cro + D)~ =

t—0
= (wC"+ D" ' (Cro + D),
Auf ‘B operiert v € Spy ebenfalls als Moebius Transformation, und
man erhilt analog

%,:((aﬁ*w*)‘l 0 )

0 Bs+a
auf T;(B) = CL7. Fiir v € Ky gilt insbesondere 0’ = v, da die
Transformationen in Kg schon linear sind und auf ganz C{7 operieren.

Desweiteren gilt: Fiir v € Spg ist 73’ € K§ . Somit haben wir
Spy C K&.
Es gilt auch Sp’ C K§, was aus der Formel fiir g’ folgt. Hier bezeichnet
G’ die Menge der Ableitungen der Gruppe der Moebius Transformatio-
nen G = Sp bzw. G = Spg.
Die Komplexifizierung von Kg ist durch

K%:{( _AB i)GC%X%ZBtA:AtB,AtA—f—BtB:l}

gegeben.
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Die Cayley-Transformation und ihre Umkehrung haben folgende
holomorphe Ableitungen

oy = o THETIT 0), e

12wt 0
¢ W‘E( 0 (m+i))’ w &P,

6. Komplexe Strukturen

und

Sei w die standard-symplektische Form (eine nicht ausgeartete ge-
schlossene 2 - Form auf R*"), die durch

w:dej/\dyj:dxt/\dy

j=1
gegeben ist. Eine komplexe Struktur J auf R* ist ein Endomorphismus
des R?" mit der Eigenschaft J? = —1. Sie ist mit w kompatibel, falls

w(J., J.) — w(., )
gilt und man sagt, dass sie positiv ist, falls
w(-,J-) > 0.

Die Kompatibilitdt von J mit w ist dquivalent zur Bedingung J € Sp,
da die standard-symplektische Form w durch die Matrix

(21 o)
-1 0
gegeben ist. Die Positivitdtsbedingung ist folglich
0 1
(2 o)7>0

Wir bezeichnen mit J die Menge der positiven komplexen Struktu-
ren, welche mit der standard-symplektischen Form kompatibel sind.
Sie wird als Teilmenge der symplektischen Gruppe realisiert
j:{JeSp: =1, ( _01 (1))J>O}.
6.1. Identifikation J <— ‘B. In den Kapiteln 6 und 7 arbeiten
wir mit der Menge der positiven komplexen kompatiblen Strukturen J

und ihrer Identifikation mit dem Siegelschen oberen Halbraum ‘3, die
wir jetzt erldutern werden.

LEMMA 6.1. Jedes J € J liefert durch die Bedingung J* = —1
eine Aufspaltung des C?" in seine +i Eigenrdume. Der Eigenraum zum
FEigenwert 1 ist durch die Spalten einer Matrixz der Form

(1‘10) mit o €°P
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aufgespannt:
to

() =([ ] }j>j:1,...,,«.

Hierbei bezeichnet [z]? die j-te Spalte der Matriz x.

Beweis: Die Bedingungen

J:(A B)eSp

C D
und J? = —1 ergeben zusammen
lez(_fgt';5t) =—J
und aus
(915P>0

folgt die Positivitiat (und somit Invertierbarkeit) des Matrizeneintrages
C. So ist
J_ ( A —Ct-AC A )
-\ C —A ’
und der Eigenraum zum Eigenwert ¢ ist

By = ([ W

Durch die symplektischen Bedingungen ist (A + 1)C~
sche Matrix, deren Imaginérteil positiv ist, da C' > 0.

! eine symmetri-

O

Dies gibt Anlass zur Identifikation:

SATZ 6.2.

weP e JeT, falls EUF#[TFM%W

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes v € Pein J =J, € J
existiert, so dass F;(.J,) durch die Spalten der Matrix

(1)

aufgespannt ist. Da .J;, insbesondere reell sein soll, muss gelten

E i(Jw) = ([ ? :|j>j1 ..... r = Ei(Jw).

Die Matrix
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ist invertierbar, daraus folgt die Existenz eines Endomorphismusses .J,
mit den geforderten +¢ Eigenrdumen, und dieser ist errechenbar:

I ( RetoImw ™! —Imtw — RewImw ' Reto )
v Imwo™! —Imw~ ! Reto

( 1+ 2w(w—w)" —2w(v-—w) v )
=1 =) -1 e e :

2(to — ) —2(w—1) " 'w—1
Es ist klar, dass .J, eine komplexe Struktur ist. Zudem ist .J, eine
symplektische Transformation wie man durch direktes Nachrechnen der
symplektischen Bedingungen.
Die Positivitat folgt aus der Schreibweise

(Imm1/2 0 )[( 0 1)J}(Imm—1/2 0 )_
0 Imw /2 -1.0/°" 0 Imw!/2 ) —

B ( 1 —Imw =2 Reto Imw~1/2 )+( 00 )
N\ —Imw Y2ReroImmwo? —Imto~Y2RetoImmw = RevwoIm~!/2 0o 1)

aus welcher
. x 0 1 T
(xay)(_l O)Jm(y)>0 <~

(z—Imw Y2ReroImwY2y)* (z—Imw~Y2ReroImw Y2y) =0 A y*y = 0.
U

6.2. Lagrange-Unterrdume. In einem symplektischen Raum V'
heiftt ein Unterraum W C V ein Lagrange-Unterraum wenn W seinem
symplektischen Komplement

Wr={veV:ww =0YwecW}
gleich ist: W = W+,

Hat man einen reeller symplektischen Raum V' und betrachtet man

auf seiner Komplexifizierung V¢ die Hermitesche Form B = —iw®,
wobei w® die sesqui-holomorphe Fortsetzung von w auf V& x V< ist, so
gilt

—ImB(z,y) = w(z,y) auf V x V.
Ein Lagrange Unterraum W heifst positiv falls
B(u,v) >0, u,v €W

Insbesondere haben wir auf C?" eine symplektische Form w und eine
Hermitesche Form B = —iw®, welche durch

[M:J:(Plé) und  [B] = —iJ
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gegeben sind.
Ein r- dimensionaler Unterraum W C C?" ist demzufolge ein Lagrange-
Unterraum falls

er ist auferdem positiv, falls
M*[B]M > 0,

mit M einer beliebigen (2r x r) Matrix deren Spalten den Unterraum
erzeugen.
Die Eigenrdume E;(Jy) und E_;(Jy) sind Lagrange-Unterrdume
0 1 0 1
B (D) 5 ) B = Ealth) (2] o )E-ilde) =0,

E_;(Jy) ist aufkerdem ein positiver Lagrange-Unterraum da

—z’E_Z-(Jm)*< _01 (1) )E_Z-(Jm) = 2Imm > 0.

wobei fiir E_;(.J,) eine beliebige Matrix einsetzt wird, deren Spalten
den Eigenraum aufspannen.
Dies gibt eine weitere, wohlbekannte Identifikation

T3 J ¢ E_i(J) € LGr, (C¥ ).
Hier steht LGr,(C?")+, fiir die positive (Lagrange-) Grassmannsche.

SATZ 6.3. Die Elemente J in J lassen sich mit der Menge der po-
sitiven Lagrange-Unterraume dber ihre —i-Figenrdume E_;(J), identi-
fizieren.

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass jedem positiven Lagrange-Unterraum

eine positive, kompatible komplexe Struktur zugeordnet werden kann.
Sei

4T

ein solcher. Dann ist auch

ein Lagrange-Unterraum. Die Positivitat impliziert die Invertierbarkeit
der Matrix b*a — a*b, so dass
(5 5)
b b

invertierbar ist, das heift, ihre Spalten bilden eine Basis des C?". Nun
definieren wir einen Endomorphismus J vorerst des C?" iiber
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J erfiillt J? = —1, und da seine +i-Eigenriume Lagrange Unterriume
sind, gilt J € Sp®. Desweitern gilt J € Sp, da J und J die gleichen
+i-Eigenrdume besitzen, also die gleiche lineare Transformation sind,
und zu den Endomorphismen des R?" gehoren. Schlufendlich gilt auch

noch
( —01 (1) )7 >0

(“*’b*)( —01 (1) )J< Z ) :_i(“*’b*)< —01 é)( Z ) >0

gilt und somit auch

(“t’bt)( —01 é)‘](%):i(at’bt)( —01 é)(%)>0

da

folgt.

Die Wirkung von Sp auf P8 ergibt eine Aktion von Sp auf J:
Spx T =T (9,) = gJg"
und es gilt folgende Transformationregel:

(6.1) 90g ™' = Iy

Auf der linken Seite ist die Verkniipfung das (Matrizen-) Produkt in der
Gruppe Sp und auf der rechten Seite steht gto fiir die Aktion von g auf
tv. Man hat also eine Sp-dquivariante Identifizierung des Siegelschen
oberen Halbraumes @ mit J, den komplexen, kompatiblen Strukturen
der symplektischen Form w.

BEMERKUNG 6.4. Sei V ein r dimensionaler Vektorraum und V*
sein Dualraum. Man betrachtet nun auf W =V @ V* die Form

wEd&ydn) =n(x) —&(y).

Wihlt man eine Basis {z1,...,z,} von V und nimmt dazu ihre Dualba-
sis {z},..., 2}, konnen diese Basisvektoren als Vektoren in W gedeutet
werden

g = (;,0)  p;=(0,23)
und man erhilt eine Basis von W
{qh oy qry D1y pr} .
Die Form w hat in dieser Basis die Darstellung

[“]:(—01 (1))

so dass W ein symplektischer Raum ist.
Jede symplektische Struktur ist isomorph zu einer der Gestalt V @ V*.
Der Unterraum V ist ein Lagrange-Unterraum und ist nicht eindeutig.
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Die Wahl eines solchen nennt man Polarisierung.
Im Gegensatz hierzu ist jede komplexe Struktur isomorph zu einer der

Gestalt Vo V.



KAPITEL 2

Howes Oszillator-Halbgruppe

In diesem Kapitel wird Howes Oszillator-Halbgruppe vorgestellt,

und ihre klassische Darstellung in den beschréinkten Operatoren des
L?(R") prisentiert. Die symplektische Gruppe Sp, deren metaplekti-
sche Darstellung angegeben wird, liegt im Rande dieser Halbgruppe.
Wir zeigen, dass die metaplektische Darstellung als Erweiterung der
Darstellung von Howe auf Sp gesehen werden kann. Hierfiir muss mit
der komplementaren Halbgruppe gearbeitet werden. Diese Erweiterung
ist in der strengen Operator-Topologie stetig.
Im Anschlufs wird nochmals die (komplementére) Halbgruppe betrach-
tet, in deren Rande Sp liegt. Wir erweitern Ein Kozyklus auf Sp der in
einem anderen Kontext in Kapitel 4 erschienen wird, stetig auf diese
Halbgruppe.

1. Eine Hermitesche Form auf R*"

Jedes Element ¢ der symplektischen Gruppe
Sp={g R :4'Jg=J}

erfiillt trivialerweise auch die Gleichung

giJg=1J, wobei J = ( _01 (1) )

ist. Man betrachtet nun die Hermitesche Form auf C*
H(u,v) =u*(iJ)v,
und die Halbgruppe der Kontraktionen der Hermiteschen Form H
S<={geSp°:griJg<il}.

Es gilt Sp € S< € Sp®, und das (nicht leere) Innere von S=< ist gegeben
durch

S<={geSp°:griJg<il}.

Die symplektische Gruppe Sp liegt im Rande von S<. Man betrachtet
hier die standard Topologie von C?*?,

15
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2. Die Darstellung von Howe

Sei B(L*(R")) die Algebra der beschriinkten Operatoren auf L*(R"),
wobei R" mit dem Lebesgue Mak versehen ist. Jedem Halbgruppen-
element wird, in der folgenden Weise ein Operator zugeordnet:

S< — B(L*(R")), g+ a,T,

'z
wobei a, eine Konstante und 7 der Integral-Operator

———

= Ty(f)  Ty(f)(y) = / 20T f(2)

Hier ist ¢(g) = (g +1)(ig — i)' die Cayley Transformation deren Dar-
stellung als (2r + 2r) x (2r + 2r) Matrix durch

B L( 1 1 )
CTAVi i
gegeben ist. Der Term Je¢(g) ist als Matrizenprodukt

e} = ( 2y g )eto)

der 27 x 2r Matrizen J und ¢(g) zu verstehen. Die Weyl ™ - Operation
(welche durch den Weyl Operator induziert wird) wirkt auf dem Raum
der symmetrischen Matrizen des C?"*?", deren Realteil positiv definit
ist, und ist durch
¥ = ( A B ) N ( A—(B—-4)DY(B'—i) —A+(B—14)D (B'+1) )
“\B' D "\ A+ (B+9)D (b —i) A—(B+i) D Y(B'+1)
gegeben. Die Konstante a, erfiillt

S det(i + ¢(g))
9 (2m) det,(Je(g))an
wobei det, (Jc(g))2e die Determinante des r x r Blockes der Position 22
der Matrix Je(g) ist [Hil89|, [How88|.

BEMERKUNG 2.1. Die Cayley-Transformation ¢(g) ist fiir alle g €
S< wohl definiert, da g € S< niemals 1 als Eigenwert hat und Je¢(g)
wegen ¢ € Sp® symmetrisch ist. Es gilt

Re(Je(g)) = (—g* + 1)7'[i] — g"iJgl(—g +1)7" >0,

da
iJ —g*iJg > 0.
Die Weyl ™ - Operation ist in [Hil89] genauer beschrieben und ist die
Weyl Transformation der Matrizen im Exponenten der Integralkerne,
T {X € (C%{exfor, X+iJinvertierbar} — {X € (C?{exj)r, Block 121nvertierbar}

ist eine Bijektion. Ihre inverse Abbildung ist

(5 )~
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A—(A+B)(A+B+B'+D)""(A+B") —2i(A+B)(A+B+B' +D)"' +i

—2((A+B+B'"+D) YA+ B") +1 4(A+B+B"+D) !

T, ist sogar ein Hilbert-Schmidt-Operator, da sein Integralkern in
L*(R?", dzdy) liegt, d.h. auf dem Produktraum quadrat-integrierbar
ist [Fol89].

Howe hat diese Halbgruppe und diese Realisierung betrachtet, um
Abschétzungen fiir gewisse Pseudo-Differential Operatoren zu finden.

Durch die Bedingung

o det(i+c(g))
97 (27m) det, (Je(g))ae

haben wir eine doppelte Uberlagerung:

B(L?*) — S, agL, — g.

Da i+c(g) = 2(ig—14)~" und der Block 22 der Matrix Je(g) invertierbar
sind, gibt die Bedingung an die Konstante a, 2 Blatter. Die Invertier-
barkeit des Blocks 22 der Matrix Je(g) folgt aus ihrer Symmetrie und
der Positivitdt ihres Realteils.

3. Die metaplektische Darstellung
Die symplektische Gruppe Sp wird durch

(33 (4 L))

und {(é ?),Ct:CER”T} erzeugt.

Die Darstellung von Sp als unitire Operatoren auf L?(R") ist auf Er-
zeugern gegeben |Fol89|:

Sp & U(L?)

) Jo — w[J] AW[J]Of(y)ZWQF;f(%)
( 0 A—t) H”[( 0 A ﬂ ”T[( 0 A~ )]f(y):% .
(¢ 1) —=l(e D=6 1)rwm=+vos

Die Fourier Transformation, die hier benutzt wurde, ist
1 it
Fiw) = = | e vda,
R’!’

Auch hier haben wir eine doppelte Uberlagerung.

).
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4. Fortsetzung Howes Realisierung

In der metaplektischen Darstellung werden die Gruppenelemente

(61 Ao—t) und ((17 ?)

nicht durch wirkliche Integral-Operatoren dargestellt. Durch den Ge-
brauch von §-Integralkernen oder §-Distributionen kénnen

(5 a5 wa (e 1))

jedoch als solche geschrieben werden:

A[(4 0] ) = et ay 25y -

= (det A)~Y2 [ §5,(Az) f(z)dx
RT‘
und

w[(6 1)) = e @) = [ e, ) @
Das ist die Startidee da Howe’s Realisierung fiir S< als Integral-Operato-
ren erfolgt. Als zweiten Schritt versucht man die Erzeuger der symplek-
tischen Gruppe via ~o M joc abzubilden, wobei M; der Multiplikations-
Operator mit Symbol .J ist. Dies ist nur fiir den Erzeuger J moglich,
da die C-Typ Elemente nicht im Definitionsbereich der Cayley Trans-
formation liegen, und man bei der Hintereinanderausfithrung der Ab-
bildungen bei den A-Typ Matrizen auf dhnliche Probleme st6ist.

Die metaplektische Darstellung ist auferdem eine rechtsseitige Darstel-
lung, das heifst

7lg1] o m[ga] = T[g19o]
und Howe’s Realisierung ist linksseitig: ag,¢,7y,9, = g, Ty, 0 g, Ty,
Dies zusammen mit der Tatsache, dass der Erzeuger J sich unter
“oMjocauf
Je(J) —22< 10 )
abbildet, mit a2 = (i/7)" und somit den Operator i~"/2F induziert,
wahrend

Je(=7) = 2i( O )

mit a®; = a? = (i/7)" den Operator i"/2F ' = 7[J] induziert, fiihrt
dazu, mit S~, der komplementaren Halbgruppe, zu arbeiten und zuerst
die Inversion (in Sp®) und dann erst Howe’s Realisierung anzuwenden.

Sei
S”={g¢ Sp©: gt (—id)g < —iJ}.
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Dann ist
=1
5> O, g<
eine Bijektion, die sich auch auf Randelemente, insbesondere die Ele-
mente der symplektischen Gruppe, erweitert. Die Realisierung ist

S” — B(L*(R")),
gr— klg): f=>b,T,f
hier ist T}, der Integral-Operator mit Kernfunktion

K, = e 3@ 0IEDG) g
b2 — det(2 B C(g))
g (271')7" detr(—JC(g))227

daclg!)=(g "+ 1(ig " =)' =1+g)g 'g(i —ig) " = —c(g).

Diese neue Realisierung, wieder eine doppelte Uberlagerung, ist ord-
nungserhaltend,

9192 = £[g192] = K[g1]K[ga]-
Die involvierten Operationen sind auf .J € Sp anwendbar, und man
erhélt, durch triviale Erweiterung

J — k[J] = n[J].

Fiir die A - Typ Erzeuger werden jetzt nacheinander die Inversion, dann
Cayley-Transformation und dann die Multiplikation mit J angewendet.
Dies ergibt

A 0 ) MJoco(-ifM,Joc ( 0 —C(Ait) ) o ( 0 C(At)
0 A —c(A™) 0 “\cd) 0
wo angenommen wird, dass A nicht den Eigenwert 1 besitzt, das heifst
A — 1 invertierbar ist. Die r x r Matrixeintriige ¢(A') und ¢(A), sind
die Bilder unter der (2r x 2r) Cayley Transformation ¢ von A* und A.

Diese letzte Matrix ist zwar symmetrisch, hat aber Realteil 0. Fiire > 0
betrachten wir nun

(5 )= (i )

Diese neue Matrix ist symmetrisch, hat positiven Realteil und
e c(AY) :
( c(A) € ) +iJ
ist invertierbar, da dies fiir ¢ = 0 gilt und durch Offenheit also auch
fir 0 < & < g¢. In [Hil89| wird gezeigt, dass

Mjyoc:S< — {X € CHXI ReX >0, X +1iJ invertierbar}

sym
eine Bijektion ist. Es existiert also g. € S”, so dass

Je(g: ") = ( C(z) o(A) )

€

).
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Die Weyl ~-Operation liefert nun

1 1
XEZE(—l 1 )+

4 ,1( —AH AL - 1)TH A -1)TTA AfAP - 1) A - 1) )
c (At —1)HA-1)A —A-1)HA-1)T )
Der dazugehorige Operator ist

Tgaf(y) = by. /T e

und by kann errechnet werden durch
o det(c(g!) +1)

T (2m)dety (Je(g 1))y
Wir erhalten b2 = (2me) " det(e? + 4A(A - 1) 1(A' = 1)), da
c(A) —i=2A(—A+ 1) und ¢(A) +i=2i(—A+1)"!
Nun haben wir

X f (),

N[ =

ge €S” = k[g:] = b, T, mit

1 —1y\,
—1/2e<mt,yt)( o )(y)
Tgsf(y) - bgs / € )

oy t(ZAt(At—l)l(A—l)lAZ —2AN(AT — 1)~ 1( o 12)
Ol Dyl S — 1) A2 2t 1) A1) 2 )P

Wir machen den folgenden Koordinatenwechsel u = 2(A—1)"'Az, und
schreiben v = 2(A — 1)7'y. Dies ergibt

Ty f(5(A=1)v) =

)
et ( (A~ DATA N A1) —(A = 1A(A - 1) e
bgg/ e 2 ’ _%(At_l)A_l(A—l)% (At_l)(A 1) v

1 -1
- <utvt)( 1 )(3) o
e JRA (A= 1)u)

1
2

f(z)dz.

€

1
2

|det A — 1|

27 |det A

Die erste Exponentialfunktion in der Intergration werden wir h; =
hi(g) nennen, und die zweite hy = hy(e). Fiir die Konstanten gilt

det(A —1)2 1 ~ _odet(A —1)2
2 = det(e? +4A(A—1)" 1A' - 1) H)———— =
95 221 det A2 (2em)r et +4A( ) ) 221 det A2

1 5%0 1

=——d. und d. .
(2em)r ° T det A
ho zusammen mit dem Faktor ;T/Q, der schon eben isoliert betrachtet

(2em)
wurde, ist eine approximierende Identitit oder d-Folge im folgenden

1
Sinne: Sei ¢(z) = (2m)~"/2e"2"". Wir haben ¢ > 0 and [ ¢ = 1. Die
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reskalierten Funktionen ¢.(z) = e "/2¢(¢~"/?z) erfiillen ¢. * f — f in
L? [Duo01]. Fiir die Funktion A gilt

0<hi(e)(u,v) <1 Ve>0,YVu,veR"

und hq (€)(u, v) konvergiert kompakt gegen 1. Die Tatsache ¢.(v —u) =
(27e)"/?hy(u,v), zusammen mit den Abschiitzungen fiir A; und der
kompakten Konvergenz, ergeben die Konvergenz in einem dichten Un-
terraum von L? [Duo01]

1 1
det A1/2 G
Durch ein Dichteargument, zusammen mit einer gleichméfigen Schran-
ke fiir die Operatoren b, T,. ergibt sich die Konvergenz fiir alle f € L%

Fiir die C' - Typ Gruppenelemente nehmen wir die gerade betrach-

tete 0-Folge ¢. und argumentieren dhnlich, aber riickwarts: Fiir alle
f e L?gilt

[ outa - e O pwar (o ] )]

in I2. Nun ist

e—0

ngTgsf(%(A - 1)“) — Ail(A - 1)”)7

1 2C -1 v
- —I/Q(CUt:yt)( /8__{/62 1//86 )(y)

b (z — y)e 0T = (21e) /% )
Die Matrix im Exponenten

( /e +2iC —1/e )
—1/¢ 1/e

ist symmetrisch, hat aber keinen positiven Realteil. Ihr 12 Block ist
allerdings invertierbar. Wir betrachten nun die Matrix

(V2 )+ (5 o) = (RS ),

die symmetrisch ist, positiven Realteil hat und deren Block 12 immer
noch invertierbar ist. Die inverse Weyl ~-Operation liefert

(1/6+2@C+5 —1/5) - (1/6 —1i )7

—1/e 1/e —i 4(2i1C +¢)7!
und die Anwendung von ¢! o M ergibt
1/e —1i cloM; 1+e(20C +¢) 2ie S
( —i 4(21C +¢)7! ) - ( —i/2(2iC +¢) 1 ) €8

Fiir ¢ — 0 liefert dies eine Approximation der C' - Typ Matrizen
(¢ 1)
c 1)

(1 +e(2iC+¢e) 2ie S
95_(—z’/2(2z’0+a) 1 )ES '

Sei somit
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Sein assoziierter Operator hat den (konjugierten) Integralkern

L t)( 1/e +2iC+e —1/e )(m) |
2 —1/e lje 7V _ (27T6)r/2¢6(I_y)e—s/thace—zactCmJ
und fiir alle ¢ > 0 und x € R" gilt
0< e*%:”t:” < 1.

Desweiteren haben wir die kompakte Konvergenz

_Ety 60
e 2% — 1,

so dass die gewiinschte Konvergenz gewéhrleistet ist [Duo01|, da sich
auch die Konstanten wohl verhalten: Der Operator zu g. trégt eine
Konstante by_, fiir die

o det(e(gsh) +1)
o 2m)rdet, (Je(goY))yy
2 —4(2iC +¢)7! )
1/e 0 1

(27)" det, (4(2iC +¢)~1)  (2me)"
gilt, was dem Faktor der reskalierten Funktion ¢. entspricht.

det (

Dies ist der Beweis fiir

THEOREM 4.1. Die Darstellung
S> — B(L*(R")),

1 T T
gr— kg f—=0,T,f(y) = bg/ 6*5(wt,yt)*Jc(g)(y)f(x)dx

mit .

b detli— elg)

9 (2m)r det,(—Jc(g))an’
lisst sich auf Sp erweitern, und ergibt die metaplektische Darstellung,
im folgenden Sinne: Fir jedes g € Sp ezistiert eine Folge {g,} C S~
mit g, — g, und es gilt k[g,] — wlg] in der strengen operator
Topologie in B(L*(R")).

BEMERKUNG 4.2. Zur Geschichte: Kanonische Transformationen,
insbesondere symplektische, die Position und Impuls im Phasenraum
beschreiben, haben eine wichtige Rolle im Verstehen und Losen der Pro-
bleme der klassischen Mechanik gespielt. 1920 wurden allgemeine kano-
nische Transformationen und neue (komplexe) Positions- und Impuls-
Koordinaten eingefithrt um die Fundamente der Quanten Mechanik
festzulegen. Via der Darstellung bzw. Quantisierung wurden unitéire
Transformationen der Zustidnde (in Hilbertrdumen analytischer Funk-
tionen) betrachtet. Dies folgt aus dem Arbeiten mit Spg der ,Cayley-
fizierten* symplektischen Gruppe und mit ihrer Darstellung in B(H?),
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wobei H? der Fock-Raum, quadrat integrierbarer (bzgl. des Gausschen
Mafses) holomorpher Funktionen auf C" ist, [Bar61]| [Bar|. Diese Dar-
stellung hat eine geschlossene Formel, als Intertwiner zur metaplekti-
schen Darstellung operiert die Segal-Bargmann-Transformation. 1975
wurde der eindimensionale Fall [KMS75| untersucht um, unter an-
derem, mit dem 3 - Koérper Problem und dem Kernanhdufungsansatz
(Kernphysik) umzugehen. Im Rahmen von kanonischen Kommutator-
relationen und kanonischen Transfomationen und um r - Kérperdyna-
mik zu beschreiben, wurde diese Darstellung auf eine Unterhalbgruppe,
von strengen Kontraktionen einer hermiteschen Form, der Sp® erwei-
tert, in deren Rande Spg liegt [Bru77|, [Bru85|, |[BK79|, |[BK80],
IBP77|, [Kra77]|, [Ner96]. Diese Erweiterung von Bargmanns Reali-
sierung ist, aus mathematischer Warte, einfacher zu handhaben, nicht
nur wegen ihrer geschlossenen Formel, sondern auch dadurch, dass der
Hilbertraum H? einen reproduzierenden Kern besitzt und somit jeder
beschrénkte Operator ein Integral-Operator ist. Da die Notation nicht
einheitlich ist, wird hier ein direkter Beweis der Erweiterung angegeben,
und gezeigt, dass das Arbeiten mit der kompelmentiaren Halbgruppe
notig ist.

5. S” und Kozykluseigenschaften

Seien g € Sp und w € P mit P = {m € Ci,, : Imw >O} dem
Siegelschen oberen Halbraum. Sp operiert auf 3 als Moebius Transfor-
mationen, wie in Kapitel 1 beschrieben. Fiir

1=(¢ p)

Xy = Imw~"2(1wC* + D) Imgro'/2.

schreiben wir

Diese Matrix ist unitéar, da durch die symplektischen Bedingungen
Imgto = (WC" + DY)~ Imwo(Cro + D)™
gilt.

BEMERKUNG 5.1. Die Matrix X, wird durch einen unitéren
Operator Uy, auf einem Hilbertraum H induziert. Dies wird im Detail
in Kapitel 4 erarbeitet, da

Ugo : H = H,  0(C) = h(Xgn()-
die Abbildung

Spx P —=BH)  (9,10) = Upw
induziert, deren Bilder der Transformationregel

U91927m = Uglygzm o ngym
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geniigen, und diese somit mit einer Kozykluseigenschaft bestiickt ist.
H ist der Hilbertraum der quadrat integrierbaren Funktionen (mit dem
Lebesgue Maf) der Form

¥(C) = @)™ ¢ = (e + i),

mit ¢ einer ganzen Funktion und £, € R".

Wir betrachten nun die Halbgruppe

S={geSp":g"(~id)g < (=iJ), g(B) C P},
das heiflt, fiir jedes g € S ist gtv definiert und gt € P.
Fiir g € S und to € B betrachten wir den induzierten Operator

Tow:H—=H, Q)= P(Xgw),

wobei
— —1/2 (o= * 1/2 g . A B
Xy = Im(vw)™/*(wC* 4+ D*)Im(gw) '~ fiirg = c D)
So hat man eine Erweiterung auf ¢ € S und 1w € 8 der Abbildung
(9,) € Sp X P = Uy,

der symplektischen Gruppe und dem Siegelschen oberen Halbraum in
unitire Operatoren auf .
Der imaginir Teil von gtv, fiir ¢ € S und 1 € P ist gegeben durch

Imgro = (RC* + D*) 'Y (Cro + D) 1, mit

1 _

Y = ?[m(C*A—A*C)m+D*B—B*D+(D*A—B*C)m+m(C*B—A*D)].
0

Fiir g € Sp erhilt man die oben genannte Formel fiir Imgto.

Ein paar Kommentare noch zur Definition der Halbgruppe S:

e S ist nicht leer, und man kann auferdem explizite Folgen g,
angeben, welche die Erzeuger der symplektischen Gruppe ap-
proximieren. Zum Beispiel ist

B ( 14+1/n(2:C+1/n) 2i/n ) s
In =N\ —ij2(2iC +1/n) 1 ’
und es gilt

=5 (L)
n c 1)

Diese Elemente g, hatten wir schon in der Erweiterung von Ho-
wes Darstellung auf die komplementare Oszillator Halbgruppe
und auf die Randelemente, die in der symplektischen Gruppe
Sp liegen, betrachtet.

e (e

approximiert .J.
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e Die Bedingung an g € Sp® den Siegelschen oberen Halbraum
invariant zu lassen, impliziert nicht, dass g € S”:

{g€5p°: g(B) C B} L {geSp”: g"(—id)g < (—iJ)}.
Alle Translationen t) in iA, A € Ry, gegeben durch

1 @A
h= ( 0 1 )
sind in {g € Sp“ : g(P) C P}, doch
vy . 0 0
£ (=i )ty — (—iJ) = ( 0 o )
ist nicht negativ definit.

SATZ 5.2. Der Operator T, ,, ist eine Kontraktion fir g € S, € ‘B.

Beweis: Wir zeigen, dass T, T, » < 1. Dafiir berechnen wir den zu
Ty adjungierten Operator:

(Tywo (1), 102) = (W1 0 X, P2) = (11,100 0 X, o) |det X 2,

wobei die zweite Gleichheit aus einem Koordinatenwechsel folgt, da
Xy invertierbar ist. Um dies zu zeigen brauchen wir eine Neben-
rechnung, und zwar zeigen wir, dass X, X, > 1: Per Definition ist
Imgro > 0, und

Imgto = (WC* + D*)"'Y(Cro + D)™' > 0 <
1. —
Y = Z[m(C*A—A*C)m+D*B—B*D+(D*A—B*C)m—|—m(C*B—A*D)] > 0.

Nun ist

Xy X} = Im(w) 2(@C* + D*)Im(gw)(Cro + D)Im(w) '/? =

= Im() Y2V Im(w) /2 > 1
genau dann, wenn Y > I'm(w), und dies ist der Fall, da
. N A*C—-C*A A*D-C*B-1

0> g (=g~ (=i =D glo " pat1 “mp-pn )

Somit is_t auch
S ez -

also gilt insbesondere fiir den 11 Block: 2(Imto —Y') < 0.
Damit erhalten wir

T; o (0)(G) = (X, 0 G) |det Xg |~

und Ty Ty < 1, da |det X, o° = det Xy X7, > 1. Diese letzte
Ungleichung folgt wiederum aus X; X > 1.

O
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BEMERKUNG 5.3. Aus dem Beweis ersieht man, dass die Bedin-
gung g(B) C P fiir g € S iiberfliissig ist. Wir haben folgendes

LEMMA 5.4. Sei g € S7, dann ist gw, fir alle w € B, definiert
und es gilt gto € B, das heifit gro® = gro und Imgro > 0. S ist also eine
triviale Unterhalbgruppe von S”, es gilt die Gleichheit

S=5".

Beweis: Wir zeigen, dass ¢i fiir alle g € S~ existiert, und argumen-
tieren dann mit der Transitivitdt von Sp auf :
Ci+ D ist invertierbar, dies folgt zum einen aus der Abgeschlossenheit
von S~ unter *, das heifit S™* C S, da

gES” <= ¢'€S° und g€S = FeSsT,
und somit gilt
Dk SN AB* — BA* AD*— BC* -1
O>g(_2¢])g _(_ZJ)_(_Z)(CB*—DA*—Fl CD* — DC* )7
also auch i(CD*—DC*) > 0. Zum anderen folgt dies aus der Positivitit
von
99 = ( ... CC*+DD* ) > 0.
Man erhélt (Ci+ D)(Ci+ D)* = CC* + DD* + i(CD* — DC*) > 0.
Durch die Transitivitit von Sp und dadurch, dass gg; € S~, fiir g € S~
und g; € Sp, ist auch gw definiert, fiir alle ¢ € S”, 0 € R.
Aus den symplektischen Bedingungen folgt gro* = g, fiir alle g € Sp®.
Desweiteren ist
Imgw = (WC*+ D*)"'Y(Cro+ D)™ >0 < Y >0 mit
1 _ _
Y = ?[m(C*A—A*C)m+D*B—B*D+(D*A—B*C)m+m(C*B—A*D)].
i
Wie schon gezeigt wurde, gilt
P SN AC-C*A AD-C*"B-1

0> g0 =i =) gie_pat1 “mpops )

und somit auch
0> (5 1 )= l(§ )= (P,

d. h. Y > I'm(w) > 0.
0

SATZ 5.5. Fir g €S und w € B ist
F:SX P> {XeC™:1-XX"<0}, (g,1m)— Xy
ein Kozyklus in {X € C"": 1 — XX* <0} der Form
7(9192,w) = (g2, )+ (g1, g210)
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und
J:SXP = BH), (g9,w) =Ty
ist ein Kozyklus in B(H) der Form

J(g192, ) = (g1, g210) j( g2, 10),

der sich fiir alle vo € B auf g € Sp kontinuirlich erweitern ldsst:

Sei { gn} eine Folge in S, die gegen g € Sp konvergiert, dann konver-
gieren die Operatoren Ty, w gegen Uy, wobei die Konvergenz in der
strengen operator Topologie ist, das heifst, fiir jedes feste 1 € H, kon-

vergiert Ty, (1) gegen Uy (1) in H.

Beweis: Fiir ¢1,92 € S und o € P erhilt man durch Ausrechnen
folgende Identitéat

X91927m = ng:nglygzm’ also

79192, 0) = 4 (g2, 10)F (g1, g21v).
Dies bedeutet fiir die dazugehérenden Operatoren

Ty1gsm0 © Tgp0 = Ty go 0,
das heifit
J(9192,10) = (g1, g210) j(g2, 10).
Die Konvergenz der Operatoren ist durch die Konvergenz der Matrizen

Xg.0 — Xgn und der Tatsache dass X, ,, expansiv ist, gewahrleistet:
Sei 1 > ¢ > 0, so existiert R > 0, so dass fiir alle n

[ Um0l [ (g <
{li¢lI>R} {liclI>R}

gilt. Da
/ F(Xy0) — F(XamO) dC =

- / (X mC) = F(XpmC) 2 dC+ / F(XgmC) = [ (XymO) [ dC <
{lIKlI<R} {liK[|>R}

erhédlt man durch die Holder Ungleichung

< / (X C) — F(Xym)[2dC +2 / (X )2 dC+
{IKII<R} {licl|>R}

Y / (X2 dO).
{licl|> R}

Gleichmiéssige Konvergenz auf Kompakta ergibt die Existenz von ny,
so dass fiir alle n > ny

[ Um0~ F(XgmOf de <
{liclI<Rr}

Dies gibt die Konvergenz den Operatoren Ty, ,, gegen Uy, in der stren-
gen operator Topologie.
O
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Jordan-theoretische Realisierung






KAPITEL 3

Jordan-Algebren und Jordan-Tripelsysteme

Jordan-Algebren wurden 1933 durch P. Jordan eingefiihrt, um die
Algebra der Observablen in der Quantenmechanik mathematisch zu
modellieren. Er wollte sich von der bisherigen (hermiteschen) Matri-
zendarstellung der physikalischen Observablen 16sen, und sein Bestre-
ben die Quantentheorie zu axiomatisieren fiihrte zur Feststellung, dass
die Algebra der Observablen jedes Quantensystems eine ,formal-reelle,
kommutative und potenzassoziative Algebra sein soll. Solche Algebren
sind Jordan-Algebren, doch nicht jede Jordan-Algebra ist formal-reell.
1934 wurden dann die formal-reellen, endlich dimensionalen und einfa-
chen Jordan-Algebren durch P. Jordan, E. Wigner und J. von Neumann
in drei Typen klassifiziert: hermitesche Matrizenalgebren (iiber R, C
oder H), dem Spin-Faktor, und der hermiteschen 3 x 3 Matrizenalge-
bra tiber den Cayley-Zahlen Q, einer Ausnahmealgebra der Dimension
27.

Dies zeigt, dass Jordan-Algebren die Essenz hermitescher Matrizenal-
gebren tragen (man kann sogar von ,Diagonalisierbarkeit“ und reellen
LEigenwerten“ sprechen), assoziativen Algebren nahe sind und dennoch
so allgemein sein konnen, dass die Ausnahmealgebra unter ihnen ist.
Die Spin-Faktoren sind in der speziellen Relativitétstheorie vertreten.
In der Stringtheorie wird die Quantentheorie der Strings (Bosonen-
strings) und die Raumzeit durch die Ausnahmealgebra modelliert.
Die unterliegende assoziative Struktur ist somit in den Jordan-Algebra
Typen vorhanden die sich auf unendliche Dimension erweitern lassen
und welche aus diesem Grunde in der Quantenmechanik relevant sind.
Die unendlich dimensionalen einfachen Jordan-Algebren wurden 1979
von E. Zelmanov klassifiziert und entsprechen den ersten beiden Typen
(unendlicher Dimension).

Jordan-Algebren sind das Mittel, sich von der euklidischen Struktur
zu 16sen. In dieser Arbeit werden Jordantheoretische Formulierungen
genutzt, so dass eine Verallgemeinerung moglich ist.

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen zu Jordan-Algebren
und Jordan-Tripelsystemen kurz dargestellt und die wichtigsten Sitze
zitiert. Die Hauptquellen sind [FK94]|, [Loo77], [Upm96|, [McC78|
und [Jac49|. Unter anderem werden die Beziehung zwischen Jordan-
Algebren und symmetrischen Kegeln, die Quadratdarstellung einer
Jordan-Algebra und die Spektralzerlegung ihrer Elemente prisentiert.

31
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Es wird die Pierce-Zerlegung fiir Idempotente angegeben, und die ver-
schiedenen Randkomponenten werden betrachtet. Tubengebiete und
Gebiete des Tubentyps werden eingefithrt und Erzeuger ihrer Auto-
morphismengruppe gegeben. Die Klassifikation einfacher euklidischer
Jordan-Algebren wird angegeben.

Im Anschluss und in Analogie zur Theorie der Jordan-Algebren werden
Jordan-Tripelsysteme kurz beschrieben.

1. Symmetrische Kegel

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K mit Skalarpro-
dukt, das (-|-) notiert wird.

DEFINITION 1.1. Eine Teilmenge €2 C V heifst Kegel, falls fiir alle
A > 0 und alle x € © auch Az € Q ist.
Eine Teilmenge S C V heilst konvez, wenn die konvexen Kombinationen
zweier ihrer Elemente auch wieder in S liegen:

T,y € S,0< A<= x+(1-XNyeSs.

Ein Kegel 2 € V ist also genau dann konvex, wenn fiir alle z,y €
und alle A, u > 0 auch Az + puy € €.
Fiir einen (nicht-leeren) konvexen Kegel € ist die Menge
Q—Q:{$—y7$,y€Q}

der kleinste Unterraum von V, der Q enthilt, und QN (=9Q) ist der
grofhte Unterraum von V' der in {2 liegt.

DEFINITION 1.2. Ein Kegel heift echt, wenn Q N (—Q) = {0}.

Sei Q° das Innere von 2. Es ist klar, dass Q° # () genau dann, wenn
Q) eine Basis von V enthilt, was dquivalent zu 2 — Q =V ist.

DEFINITION 1.3. Der abgeschlossene duale Kegel zu einem Kegel
Q ist
Q' ={yeV:(zly) >0 fiir alle x € Q}.
Es ist klar, dass Q" ein abgeschlossener konvexer Kegel ist, und falls

Q) selbst schon abgeschlossen (und nicht leer) ist, so folgt (%) C Q und
da 2 C (Q%)¥ immer gilt haben wir die Gleichheit.

DEFINITION 1.4. Sei €) ein nicht leerer, offener, konvexer Kegel.
Dann ist
={yeV:(zly) >0, Ve {0}}
der offene duale Kegel zu €.

Ein offener, konvexer, nicht leerer Kegel () ist das Innere seines

Abschlusses €, und 2" ist das Innere von Q. Falls der Kegel echt ist,
das heikt, falls QN (=€) = {0} so folgt

(Q*)* = Q?
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und somit ist auch 2* ein echter Kegel, da sein offener dualer Kegel
nicht leer ist. Q C (2*)* gilt immer.

DEFINITION 1.5. Ein offener konvexer Kegel (2 heiltt selbst-dual
wenn gilt 2* = 2.

Ein selbstdualer Kegel ist immer echt.

2. Die Automorphismengruppe des Kegels

Nun betrachten wir die Isomorphismen von V', die den Kegel 2 auf
sich selbst abbilden: Die Automorphismengruppe von einem offenen
konvexen Kegel €2 ist

G(Q)={geGlV): g2 =Q}.

G(Q) ist eine abgeschlossene Gruppe von GI(V) und somit eine Lie
Gruppe.

DEFINITION 2.1. Ein offener Kegel 2 heilst homogen, falls seine
Automorphismengruppe transitiv auf ihm operiert, das heift, fiir alle
x,y € Q existiert ein g € G(2), so dass gr = y ist.

Ein offener Kegel Q2 heiftt symmetrisch, falls er homogen und selbst-dual
ist.

Sei im Folgenden €2 nicht leer. Fiir echte, offene, konvexe Kegel gilt
G(Q2*) = G(Q)*, wobei ¢* fiir die adjungierte Lineartransformation von
g steht. Insbesondere gilt fiir selbst-duale Kegel, dass G(2) = G(Q2)*.
Diese letzte Eigenschaft charakterisiert die symmetrischen Kegel, unter
den homogenen: Sei € ein echter homogener Kegel, und G; eine Unter-
gruppe von G(), die transitiv auf  operiert, und so dass G} = Gy,
dann ist Q selbst-dual |FK94|. Das zeigt, dass fiir echte homogene
Kegel gilt

=0 = GHO)=G(()".

Der Stabilisator oder die Isotropiegruppe eines Elementes x € 2 wird
G(€), genannt und besteht aus den Automorphismen des Kegels ¢, fiir
die gr = x gilt.

Fiir offene, konvexe Kegel Q und z € Q ist G(2), kompakt, und jede
kompakte Untergruppe der Automorphismengruppe von G(Q) ist in der
Isotropiegruppe eines Elementes des Kegels enthalten [FK94|. Die Iso-
tropiegruppen sind also genau die maximal kompakten Untergruppen
von G(€2), und im Falle, dass {2 homogen ist, sind alle Isotropiegruppen
konjugiert:

r,ye N gr=y = G(Q),=9gG(Q).g "

Im homogenen Fall gilt auferdem, dass schon die Zusammenhangs-
komponente der Identitiat in G(2), die im Folgenden G genannt wird,

transitiv auf dem Kegel operiert, da €2 die disjunkte Vereinigung von G
- Orbits ist, und jeder dieser Orbits offen ist. Da 2 zusammenhéngend
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ist, kann es also nur einen Orbit geben.

Der Stabilisator eines Elementes x € ) in der Gruppe G wird durch G,
notiert. Alle maximal kompakten Untergruppen von G sind der Form
G, und sind alle konjugiert. Da G/G, homémorph zum Kegel Q (kon-
vex und zusammenhéngend, also einfach-zusammenhéingend) ist, sind
alle G, zusammenh#ngend.

Beispiel: Sei V' = R{/7, der Vektorraum der reellen symmetrischen

Matrizen mit dem Spur - Skalarprodukt
(X|Y) =tr(XY).

Der Kegel der positiv definiten reellen symmetrischen Matrizen 2 =
Riym. o ist echt, offen und konvex und ein symmetrischer Kegel: Sei

¢ € R™!, man betrachtet X = ££ € Q\ {0} und fiir Y € Q* gilt
0< (X]Y) =) Y68 =£Y¢
1,J

Das bedeutet, dass Y €  und Q* C Q. Da ein Element X € Q\ {0}
des Ranges k als Summe von k Elementen des Ranges 1 der Form ££°,
fir £ € R\ {0} geschrieben werden kann, das wire

k
X = Zgj ;7
j=1

gilt fiir Y € Q

k k

(VX)) =D (YIgeh = ¢ve >0,

J=1 J=1
das heifst, Y € Q*. € ist selbst-dual.
Die Homogenitédt folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes A € Gl(r,R)
die Abbildung X — AX A" in G(Q) liegt und dass jede positiv definite
Matrix eine Quadratwurzel hat: Sei X € (), dann existiert A € Q C
Gl(r,R), so dass AA = AA" = X. Somit ist X = A1A" € Ord(1) =
{91,9 € G()}.

3. Jordan-Algebren

In diesem Abschnitt wird die Definition einer Jordan-Algebra gege-
ben und ihre grundlegenden Eigenschaften werden angegeben.
Sei K = R oder C, und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber
K, der auch eine Algebra ist. Diese Algebra braucht nicht assoziativ zu
sein.

DEFINITION 3.1. Eine Algebra iiber K ist eine Jordan-Algebra,
wenn sie kommutativ ist, das heifst, fiir alle z,y € V gilt xy = yz, und
wenn

z(x?y) = 2*(xy)
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fiir alle z,y € V gilt.

Fiir ein Element z € V' bezeichnet L(x) die lineare Abbildung der
Linksmultiplikation mit z auf V:

L(x)y = xy.
Die zweite definierende Eigenschaft einer Jordan-Algebra ist also die
Kommutativitit der Endomorphismen L(z) und L(z?). Mit der Kom-
mutatornotation ist dies die Bedingung [L(z), L(z*)] = 0.
Im Allgemeinen ist eine Jordan Algebra nicht assoziativ. Aus assozia-
tiven Algebren lassen sich allerdings Jordan-Algebren konstruieren:
Sei A eine assoziative Algebra iiber K, wenn diese nicht kommutativ
ist, definiert man eine Jordan-Struktur auf A durch ein neues Produkt,
welches A kommutativ macht

1
Toy= §($y+y:v),

behilt aber die additive Struktur des Vektorraumes bei. Dieses Pro-
dukt nennt man Jordan-Produkt und Jordan-Algebren dieser Art (und
ihre Unteralgebren) nennt man spezielle Jordan-Algebren. Alle anderen
Jordan-Algebren heiften Ausnahme-Jordan-Algebren.

Beispiel: Sei V' ein (linearer) Unterraum einer assoziativen Algebra
der stabil unter Quadratur ist, das heilt, fiir jedes x € V ist auch
2?2 € V. Dann ist V mit dem Jordan-Produkt eine Jordan-Algebra, da

Toy= %((x+y)2— (z —y)?).

Insbesondere ist die Algebra der reellen symmetrischen Matrizen eine
Jordan-Algebra.

3.1. Der Rang einer Jordan-Algebra. Wir betrachten im Fol-
genden unitale Jordan-Algebren mit Einselement e.
Jede Jordan-Algebra ist Potenz-assoziativ, das heift, fir x € V gilt
2Px? = 2P fiir p,q € Ny, und somit ist die Unteralgebra die durch
ein Element x € V' erzeugt wird assoziativ. Hier werden die Potenzen
rekursiv definiert: 2! = xz".
Wir kommen jetzt zur Definition des Ranges einer Potenz-assoziativen
Algebra V. Das neutrale Elment (bzgl. des Produktes) ist e. Wir schrei-
ben K[X] fiir die Polynomalgebra in einer Verénderlichen tiber K. Fiir
ein Element x € V sei

Klz] = {p(z),p € K[X]}.
Dies ist die Unteralgebra von V', die durch x und e erzeugt ist. Sie ist
kommutativ und assoziativ und isomorph zum Quotienten von K[X]

iber dem Ideal Z(z) = {p € K[X] : p(z) = 0}
Klz] ~ K[X]/Z(z).
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Die Potenzen von x kdnnen nicht alle linear unabhéngig sein, also ist
Z(z) # 0, und da K[X] eine Hauptidealring ist, ist Z(z) durch ein
normiertes Polynom erzeugt. Dieses heilst Minimalpolynom von x.

DEFINITION 3.2. Fiir ein Element x € V' sei m(z) der Grad seines
Minimalpolynoms.

Es gilt

m(z) = min {k > 0, so dass (e, z, 2°

..., %) linear abhiingig sind }.
Es ist klar, dass diese Zahl durch die Dimension von V' beschriankt ist.
DEFINITION 3.3. Der Rang von V ist
Rg(V) =r =max{m(z),z € V}.

Ein Element z € V heikt reguldr, wenn m(x) = r, es also maximalen
Rang hat.

Fiir jedes reguldre Element kann man das Minimalpolynom in ein-
deutiger Weise schreiben als

FOuE) = X = ay (@)A1 ()N 4 (1) a(2),
wobei jedes a; eine homogene Polynomfunktion des Grades j auf V' ist.

3.2. Jordan-Spur und Jordan-Determinante von Elemen-
ten einer Jordan-Algebra. Invertierbarkeit.

DEFINITION 3.4. Sei x € V, regular, und

T

FAx) = (=1 a(@)x

=0
sein Minimal Polynom, mit a¢(z) = 1, dann ist a,(x) die Spur von x,
tr(z) = a1(x),
und a,(x) die Determinante von x,
det (z) = a,(x).
Diese kann man errechnen: Sei Ly(x) die Einschrankung von L(z)

auf K[z]. Fiir regulire Elemente x ist die Matrix des Endomorphismus-
ses Lo(z) in der Basis {e,z, 2%, ...,2" 1} durch

00 0 (-1)"la.(x)
10 0 (=1 2a,_1(x)
0 1 0 (—1)"3a,_o(x)
(:) O 1 al(:v)

gegeben. Man erhdlt Tr(Lo(z)) = ai1(x) = tr(xz) und Det(Lo(z)) =
a,(x) = det(x), wobei Tr fiir die Spur der linearen Abbildung steht
und Det fiir ihre Determinante.
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Fiir reguldre Elemente gilt aukerdem f(\, x) = det(\e — x), da auch
Ae — x regular ist.

Die Menge der reguliiren Elemente ist offen und dicht in K[u], durch
ein Stetigkeitsargument lassen sich Spur und Determinante auf die gan-
ze Jordan-Algebra fortsetzen.

PROPOSITION 3.5. Fir alle w € V und fir alle x,y € K[u] ist die
Determinante multiplikativ, das heifst

det (zy) = det (z) det (y).
Fiir das Einselement e gilt:
tr(e) =r det (e) = 1.

DEFINITION 3.6. Ein Element x € V heilt invertierbar, falls y €
K][z] existiert, so dass xy = e.

Da K|z] assoziativ ist, ist so ein y eindeutig, und man schreibt
y=x %

PROPOSITION 3.7. Fualls L(x) invertierbar ist, dann ist auch x
invertierbar, und es gilt =1 = L(z) 'e.

x st genau dann invertierbar, wenn det(x) # 0.

Generell bedeutet zy = e nicht, dass y das Inverse von z ist, und
dass z invertierbar ist impliziert nicht, dass L(x) invertierbar ist.

Beispiel: Sei V' = C{ 7, die komplexen symmetrischen Matrizen
mit Jordan-Produkt

1
Toy = 5(:ry+yx).

Der Rang von V ist r, und die Spur und die Determinante sind die
gewohnten Spur- und Determinantenfunktionen fiir Matrizen. Das In-
verse eines Elementes ist ebenso die inverse Matrix.

Generell erhilt man fiir invertierbare Elemente eine Formel fiir das
Inverse, welche die Cramersche-Regel im Matrizen-Fall verallgemeinert:

1= Q(z)
det (z)’
Q(z) ist ein Polynom des Grades r — 1 mit Werten in V, ist.
Die Spur und die Determinante sind invariant unter Automorphismen
von V, da 2 und Az, fir A € Aut(V) das gleiche Minimal Polynom
haben.

3.3. Die quadratische Darstellung. Fiir x € V wird
P(z) = 2L(z)?* — L(2?)

definiert. Diese Abbildung P heift die quadratische Darstellung von V.
Durch Polarisierung definiert man

P(x,y) = L(z)L(y) + L(y) L(z) — L(zy).
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Den Namen quadratische Darstellung erhélt die Abbildung P durch

ihre Form im Matrizenfall V' = C{77, in welchem sie wie folgt operiert:

1
P(z)y = zyx, P(x,y)z= §(Izy—i—yzx) und P(zyz) = P(z)P(y)P(x).
Generell gilt

PROPOSITION 3.8. Ein Element x ist genau dann invertierbar,
wenn P(x) invertierbar ist, und es gilt

P(x)z ! = u, P(x) '=P ).
Dadurch ist die Menge der invertierbaren Elemente Z durch
I ={x €V :DetP(x)#0}
gegeben.

4. Symmetrische Kegel und euklidische Jordan-Algebren

Es werden euklidische (oder formal reelle) Jordan-Algebren ein-
gefiihrt. Fiir diese gibt es eine Spektralzerlegung ihrer Elemente. Es
wird gezeigt, dass euklidische Jordan-Algebren in direkter Beziehung
zu symmetrischen Kegeln stehen.

Wir betrachten unitale Jordan-Algebren iiber R.

DEFINITION 4.1. Eine Jordan-Algebra V' (iiber R) heikt euklidisch,
falls eine assoziative, positiv-definite Bilinear Form existiert. Dies ist
ein inneres Produkt (u|v), so dass

(L(z)ulv) = (u|L{x)v), fir allex,u,v € V
gilt.
Eine euklidische Jordan-Algebra ist formal reell, das heifst,
P4y =0=c=y=0.
Jede formal reelle Jordan-Algebra ist euklidisch [FK94].

rXr

Beispiel: Die Algebra der reellen symmetrischen Matrizen R{7C,

mit dem Jordan-Produkt
1
zoy=g(ay+yw)

ist euklidisch. Die Bilinearform tr(zy) ist positiv-definit und assoziativ.

Ein Element ¢ € V wird ein Idempotent genannt, falls ¢? = ¢ gilt.
Man sagt, dass zwei I[dempotente ¢, d orthogonal zueinander sind, wenn
cd = 0. Orthogonale Idempotente sind orthogonal zueinander im Sinne
des inneren Produktes, da

(cld) = (¢*|d) = (L(c)eld) = (c|L(c)d) = (cled) = 0.
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c1,...,Cist ein komplettes System von orthogonalen Idempotenten falls
c?zcj, cicj=0firi#j, ca+---cp=e

DEFINITION 4.2. Ein Idempotent nennt man primitiv, wenn es
nicht Null ist und sich nicht als Summe von zwei Idempotenten, von
denen keines Null ist, darstellen ldsst.

Cl,...,Cn ist ein Jordan-Rahmen oder ein komplettes System von or-
thogonalen primitiven Idempotenten, falls jedes der ¢; ein primitives
Idempotent ist, und

c;ic; = 0 fiir 1 # j, ¢+ ¢y =e.
Nun kann der Spektralsatz formuliert werden [FK94].

SATZ 4.3. Sei V' eine Jordan-Algebra des Ranges r. Dann exi-
stiert fiir jedes x € V' ein Jordan-Rahmen cq, ..., c, und reelle Zahlen

Al, ..., Ay SO dass
T
Tr = E )\jCj.
i=1

Die Zahlen X; (mit Multiplizitit) sind eindeutig bestimmt durch x. Des-
weiteren gilt

det (z) = H Aj, tr(z) = Z A
7j=1 j=1

Auch die anderen Koeffizienten des Minimalpolynoms a;, 1 < k <
r, ausgewertet in x, sind durch die A; “s erhéltlich.

Durch den Spektralsatz hat man eine Charakterisierung der eukli-
dischen Jordan-Algebren [FK94]:

PROPOSITION 4.4. Sei V' eine Jordan-Algebra iber R mit Eins-
element e. Es sind dquivalent:

(i) V ist euklidisch
(i) die symmetrische Bilinearform tr(xy) ist positiv-definit.

Es kann auferdem gezeigt werden, dass jede assoziative Bilinear-
form auf einer euklidischen Jordan-Algebra positiv-definit ist.

4.1. Der Kegel der Quadrate in einer euklidischen Jordan-
Algebra. Sei V eine euklidische Jordan-Algebra und @) die Menge der
Quadrate in V

Q:{xQ:xEV}.

Dann ist @ ein Kegel in V und sein abgeschlossener dualer Kegel Q*
ist der abgeschlossene konvexe Kegel

Q' ={y eV :(ylz*) > 0} = {y € V : L(y) ist positiv-semidefinit} .
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THEOREM 4.5. Q2 = Q° das Innere von @ ist ein symmetrischer
Kegel. Genauer ist Q die Zusammenhangskomponente der Identitit e in
der Menge der invertierbaren Elemente. €2 entspricht auch der Menge
der x € V' fiir die L(x) positiv-definit ist.

Man erhélt im Beweis noch zusétzlich die Beschreibung
Q= {x2 tx € V}O = {x2 : xinvertierbar} =expV,
und dass fiir ein invertierbares x € V' der Operator P(z) in G(Q) liegt.

Beispiel: Der symmetrische Kegel, der zur Jordan-Algebra R’ *”

sym
(bzw. C} " ) assoziiert ist, besteht aus den reell symmetrischen positiv-

definiten (bzw. komplexhermiteschen) Matrizen.

4.2. Die assoziierte Jordan-Algebra eines symmetrischen
Kegels. Die Beziehung zwischen Jordan-Algebren und symmetrischen
Kegeln kann man iiber Lie Algebren beschreiben. Hierzu wird eine Un-
tergruppe der Automorphismengruppe des Kegels und dessen Lie Al-
gebra betrachtet.

Sei €2 ein symmetrischer Kegel in einem euklidischen Raum V', und
seien G die Zusammenhangskomponente der Identitét in GI1(€2) und

K=GnO(V),
wobei O(V') die orthogonale Gruppe von V ist. Die Lie Algebren von
G und K werden mit g bzw.t notiert. Sei
p={Xeg: X"=X}.
Dann kann man g als direkte Summe von p und € aufspalten und € wie
folgt beschreiben [FK94]|
t={Xeg: X"=-X}, und g=paeL

LEMMA 4.6. Sei Q) ein symmetrischer Kegel. Es existiert e € Q,
s0 dass

GI(Q) N O(V) C GI(Q)e.
Fiir dieses e € Q gilt auch
K =G,
und K ist zusammenhdngend. Fir ein Element X € g gilt

Xectb<e— X-e=0.

Sei nun e € §2, wie im vorherigen Lemma. da G - e = €2, haben wir
g-e =V, und g-e = p-e, so dass die Abbildung X — X - e eine
Bijektion ist. Wir schreiben L fiir die inverse Abbildung: Fiir x € V
ist L(z) das einzige Element in p, so dass L(z)e = z. Unter diesen
Voraussetzungen haben wir
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THEOREM 4.7. Sei Q ein symmetrischer Kegel in einem euklidi-
schen Vektorraum V', und e € Q) so dass K = G,. Sei auf V' ein Produkt
definiert durch

vy = L(z)y,
dann ist V eine euklidische Jordan-Algebra mit Finselement e und
Q= {x2 tT € V} .
Durch den Beweis [FK94| erhélt man noch zusétzlich, dass
Q=expV ={expL(X)-e,z€V}={expX -e, X €p}.

Wir haben eine Korrespondenz zwischen Jordan-Algebren und sym-
metrischen Kegeln, die aber von der Wahl des Basispunktes e abhéngt.

4.3. Die Peirce-Zerlegung. Nun kommen wir zu Zerlegungen
des Raumes V', zuerst eine fiir jedes feste Idempotent ¢ und dann eine
fiir jeden Jordan-Rahmen |[FK94].

PROPOSITION 4.8. Sei ¢ ein Idempotent, dann sind 0,1/2 und 1
die einzigen mdglichen Figenwerte von L(c).

Dies ist eine Konsequenz der Tatsache, dass L(c) Losung der Glei-
chung 2X3 — 3X% 4+ X = 0 ist.
Fiir Idempotente ¢ # 0 gilt insbesondere TrL(c) > 0.

So erhélt man eine Aufspaltung des Raumes als direkte Summe der
Unterrdume (= Eigenrdume, falls nicht Null) Vy(c), Vi/2(c) und Vi(c):

V= Vo(c) @ Vijalc) ® Vi(e).

Diese Zerlegung des Raumes heifst Peirce-Zerlegung. Sie ist orthogo-
nal in jeder assoziativen Bilinearform, da die Transformationen L(z)
beziiglich einer solchen Form symmetrisch sind.

Beispiel: Sei V = R. " mit dem Jordan-Produkt. Jedes Idempo-

sym?
tent ist eine Orthogonalprojektion. Bis auf Konjugation mit orthogo-

nalen Transformationen ist jedes Idempotent der Form

- ( 10 )
N0 0)

wobei die Matrix hier als (p + q) x (p + ¢) Blockmatrix geschrieben
wurde, das heifst 1 = Id,, usw. Dann sind

o = {(50)
o = {(§ §):Berya)

Vipp = {(gt l())):DeRPXQ}.

sym

Aery),



42 3. JORDAN-ALGEBREN UND JORDAN-TRIPELSYSTEME

PROPOSITION 4.9. Sei V' eine Jordan-Algebra und ¢ ein Idempo-
tent, dann sind die Unterrdume Vy(c), Vi/2(c) und Vi(c) Unteralgebren
von V. Vy(c) und Vi(c) stehen auferdem orthogonal zueinander im fol-
genden Sinne:

Vo(e) - Vi(e) = 0.

Man hat also, dass Vy(c) + Vi(c) eine direkte Summe von Unter-
algebren ist. Diese Orthogonalitéit gibt Orthogonalitit in beliebigen
assoziativen inneren Produkten. Die Projektionen auf die Unterrdume
sind:

auf Vi (c) : L(c)(2L(c) — I) = P(c)
auf V3 5(c) : AL(c)(I — L(¢)) = I — P(c)— P(e—c)
aufVo(c): (L(e) = I)(2L(c) — I) = Ple —¢).

Im Folgenden wird angenommen, dass die Jordan-Algebra V' eukli-
disch ist und dass das innere Produkt durch

(z]y) = tr(zy)

definiert ist.
Durch den Spektralsatz ist ein Idempotent ¢ genau dann primitiv, wenn
dim Vi (¢) = 1 ist, und jedes Idempotent ist Summe von primitiven
orthogonal zueinander stehenden Idempotenten.
Desweiteren gilt, dass fiir zwei orthogonale Idempotente a und b, die
Linksmultiplikationsoperatoren L(a) und L(b) kommutieren. Somit gilt
fiir einen Jordan-Rahmen ¢y, ..., ¢, dass die dazugehorigen Operatoren
simultan diagonalisierbar sind. Wir betrachten die Unterrdume

Vii = Vile)) =Rej, Vi = Vipa(ei) 0 Vipa(cy).

THEOREM 4.10. V' spaltet sich als orthogonale direkte Summe der
Unterriume Vij,1 < j, auf:

1<y
Die orthogonalen Projektionen Py auf die Unterrdume Vi; sind
Pjj=P(cj),  Py=A4L(c;)L(c)).
Auflerdem gilt
Vig - Vig C Vi + V5, Vij - Vik C Vig,  falls i # k,
Vi Vi = {0}, falls {i,5} 0 {k,1} = 0.
So kann man jedes x € V' zerlegen in
xr = Zl‘jj + inj,
J 1<y

und somit als symmetrische r x r Matrix, mit Diagonalelementen x;;

und AuRerdiagonalelementen x;;,% # j, deuten. Das Produkt in V' hat
viele der formalen Eigenschaften des Matrizenproduktes.
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4.4. Randstruktur eines symmetrischen Kegels. In diesem
Abschnitt wird angenommen, dass V' eine einfache euklidische Jordan-
Algebra des Ranges r ist. Der Rang eines Elementes x ist die Anzahl
der Eigenwerte (mit Multiplizitéit) in seiner Spektralzerlegung die nicht

Null sind:
rg(z) = # {/\j tA#£ 0,2 = Zx\je]} .
7j=1

BEMERKUNG 4.11. Fiir alle x € Q gilt rg(z) = r und fiir die
Elemente des Randes des Kegels = € 0Q ist rg(z) < r.

Im Folgenden sei ¢4, ..., ¢, ein gewdhlter Jordan-Rahmen und
ej:C1—|—"'+Cj, 60:0, V(J):V'l(e]) fir j:O,...,T.
Sei Q) der symmetrische Kegel zur Jordan-Algebra V), also das In-

nere der Menge der Quadrate in 174528 Durch die vorherige Bemerkung
ist rg(x) < j fiir alle z € QU so dass QU) C 99Q, fiir j < r.

PROPOSITION 4.12. Sei x € Q, dann sind folgende Eigenschaften
aquivalent:
(i) rg(z) = j,
(ii) = € kQW, fiir ein k € K,
(ili) = = gey, fir ein g € G, das heifst x € Ge; = Orb(e;).

BEMERKUNG 4.13. Der Abschluss von Ge; ist

Gej == Gej U Gej,l U...uU Geo.
Dies ist die Menge der Elemente in Q dessen Rang < j ist.

Die FExtremalerzeuger eines abgeschlossenen konvexen Kegels sind
Halbgeraden E = {)\a, A > 0}, so dass fiir x € F und y, z im (abge-
schlossenen) Kegel aus der Gleichung = = y + z, folgt dass auch y, z in
E liegen.

PROPOSITION 4.14. Die Extremalerzeuger von Q sind die Halbge-
raden die durch ein primitives Idempotent erzeugt werden.

Auch die anderen Rénder konnen beschrieben werden: Eine Facette
F C Q) ist ein abgeschlossener konvexer Kegel, der die Extremalbedin-
gung erfiillt:

re€F, x=y+zmity,z€ Q= y,z € F.

Es gilt: [Upm96]|

THEOREM 4.15. € st ein symmetrischer Kegel in einer euklidi-
schen Jordan-Algebra V. Dann ist fir jedes Idempotent ¢ € V die
Menge - -

Q.= QN Vy(e)

eine Facette von Q und alle Facetten erhdlt man auf diese Weise.
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Die trivialen Facetten F' = Q und F' = {0} erhilt man durch die
Idempotenten ¢ = 0, bzw. ¢ = e.
Die offenen Facetten Q. := €, (innerhalb von Vj(c)) sind paarweise
disjunkt und geben eine Aufspaltung des Randes des Kegels [Upm96]

= J U .,

1<k<r c€Sy,

wobei die Menge Sy die (kompakte Mannigfaltigkeit der) Idempotente
des Ranges k ist. Man spricht von den partiellen Rédndern

o= | J Q..
cESE
0192 sind die maximalen offenen Facetten, und 9,02 = {0} ist der Eck-
punkt des Kegels.

4.5. Komplexe Jordan-Algebren, Tubengebiete und sym-
metrische Gebiete des Tubentyps. Sei V eine Jordan-Algebra iiber
R, dann ist ihre Komplexifizierung

VE=VeC=VaiV

eine Jordan-Algebra iiber C.

Das gleiche gilt fiir Lie Algebren, in diesem Fall kann man das aber
konkret machen: Fiir eine Lie Algebra g von linearen Transformatio-
nen eines reellen Vektorraumes V', ist ihre Komplexifizierung die Menge
aller X +:Y, mit X, Y € g, wobei man die komplex-lineare Erweiterung
von X,Y auf V® betrachtet.

Fiir G ¢ GI(V) und H € GI(V®) Lie Gruppen, mit G C H, heift H
eine Komplexifizierung von G falls die Lie Algebra von H die Komple-
xifizierung der Lie Algebra von G ist.

Fiir reelle Vektorrdume V' mit innerem Produkt (-]-) wird dieses ses-
quilinear auf V* fortgesetzt. Auf der Komplexifizierung V' der euklidi-
schen Jordan-Algebra V' haben wir die assoziativen, komplex linearen
Formen tr(zy) und 7(x,y) = TrL(zy), die eingeschrankt auf V', mit
denen auf V' iibereinstimmen.

DEFINITION 4.16. Eine reelle oder komplexe Jordan-Algebra heifst
halb-einfach falls die Bilinearform 7(z,y) = TrL(zy) nicht ausgeartet
auf ihr ist.

Eine Jordan-Algebra heifit einfach, falls sie halb-einfach ist und es keine
nicht trivialen Ideale gibt.

euklidische Jordan-Algebren und ihre Komplexifizierungen sind so-
mit halb-einfach.
Halb-einfache Jordan-Algebren haben immer ein Einselement. Jedes
Ideal in einer halb-einfachen Jordan-Algebra ist selber eine halb-einfache
Jordan-Algebra. So kann man jede halb-einfache Jordan-Algebra als di-
rekte Summe von einfachen Idealen schreiben.



4. SYMMETRISCHE KEGEL UND EUKLIDISCHE JORDAN-ALGEBREN 45

DEFINITION 4.17. Ein Gebiet T C V& ~ C" ist ein Tubengebiet,
wenn es invariant unter reellen Translationen ist, das heift, z € T —
z+beT, firallebeV.

Jedes Tubengebiet kann in der Form 7" =V + 1D geschrieben wer-
den, wobei D ein Gebiet in V' ist. Insbesondere erhélt man fiir einen ech-
ten, konvexen, offenen Kegel €2 in V' das Tubengebiet T = T = V +i€).
Falls der Kegel €2 homogen ist, ist auch das Tubengebiet homogen, das
heifst die Automorphismengruppe

Aut(Tq) = {P : Tq — T, ® biholomorph}

operiert transitiv auf Tg: Sei g € G(Q), komplex linear erweitert auf
VC, und a € V, dann ist die Abbildung

Zr gz +a

ein holomorpher Automorphismus, also ein Automorphismus des Tu-
bengebietes T und schon die Gruppe dieser Transformationen operiert
transitiv auf Tq.

DEFINITION 4.18. Ein Gebiet D C V® ~ C" heikt symmetrisch,
wenn es homogen ist, und ein s € Aut(D) und ein zy € D existieren,
so dass s o s = id, und zj ein isolierter Fixpunkt von s ist.

Sei V' eine einfache euklidische Jordan-Algebra und €2 ihr assozi-
ierter symmetrischer Kegel. VC ist die Komplexifizierung mit hermi-
teschem inneren Produkt (x|y) = tr(zy*), wobei y* die kanonische
Konjugation ist.

THEOREM 4.19. Das Tubengebiet T ist symmetrisch, wenn ) ein
symmetrischer Kegel ist.

Die Abbildung 2 + —z~! ist ein involutiver Automorphismus von
Tq, dessen einziger Fixpunkt ie ist [FK94].

Mit einer Cayley-Transformation kann das Tubengebiet 7§, iiber
einem symmetrischen Kegel €2 in ein beschrintes (symmetrisches) Ge-
biet abgebildet werden, die Harish-Chandra Realisierung des symme-
trischen Gebietes.

Der Shilov-Rand von Ty, ist V C VE.
Sei
D(c):= {z € V©:e— z ist invertierbar }
und sei
c(z) =ile+2)(e—2) ",
dann ist ¢ : D(¢) — {w € V©: w + ie ist invertierbar } eine Bijektion
die Cayley Transformation genannt wird. Es gilt

To C {w e VC:w+ieist invertierbar}
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und ¢ Hw) = (w — ie)(w + ie) 7 .
Dies verallgemeinert die Cayley Transformation aus Kapitel 1 auf Tu-
bengebiete in (komplexen) Jordan-Algebren.

Sei
Y= {z eVC: Iz lund ! = z*}

THEOREM 4.20. X ist der Shilov-Rand von B = ¢ *(Tq) und ist
eine (abgeschlossene) Teilmenge der Sphére mit Zentrum 0 und Radius
VT in VE, wobei v der Rang von V ist.

BEMERKUNG 4.21. Man kann zeigen, dass ¥ = exp(:V).

Sei nun
GX)={geCGl(V®): g =%}
und U ihre Identitatskomponente.

PROPOSITION 4.22. Sei U(V) die unitire Gruppe von VC, dann
15t
G(Z) cUV®),
und der Stabilisator von e in G(X) ist
G(X). = Aut(V).
Y ist ein symmetrisches Gebiet, da die Gruppe U transitiv auf ¥
operiert, und o — ¢* holomorph und involutiv ist und e als isolierten
Fixpunkt hat.

Man hat nun auch eine Spektralzerlegung fiir alle Elemente einer
komplexifizierten Jordan-Algebra V.

PROPOSITION 4.23. Seicy,...,c, ein fester Jordan-Rahmen in V.
Jedes z € V© schreibt sich als

T
Z=u E Ajcj,
=1

mituelU und 0 < A < ... <A\,

Seien x,y € V', man schreibt
aly := L(zy) + [L(x), L(y)].
Es gilt (z0y)z = P(x,y)z. Fiir z € VC ist der Endomorphismus
202 VE 5 vE
hermitesch. Die Abbildung
2 |2] = |20z

ist eine Norm auf V', die invariant unter der Gruppe U ist. Fiir

T
z=u E Ajcj
i=1
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mit v € U, \; > 0 und einem Jordan-Rahmen c¢;,...,c, in V ist
|z] = max ;.

Die Norm |z| wird deswegen die Spektralnorm von z genannt.
Die offene Einheitskugel in der Spektralnorm

{zeV®: |zl <1}
ist genau das Cayley Bild B unter ¢! des Tubengebietes T und kann
iiber den Box Operator beschrieben werden:

B={zeV": |z|<1}={zeV®:1-20>0}.

Beispiel: Im Matrizenfall V= Ry*" ist VC = Cx" =
{z € C"™" : 2! = z}, und die Konjugation die iibliche. Das Tubengebiet
zum Kegel der Quadrate der invertierbaren Elemente ist 3. Der Box
Operator z[1z* operiert wie folgt

1
(z0z")w = §(zz*w +wz*z),

und das beschrinkte Gebiet zu P ist B wie in Kapitel 1. Dies folgt aus
den Eigenschaften des Spektrums.

Die Automorphismengruppe des Tubengebietes kann man durch die
Automorphismengruppe des Kegels G(€2) und G(X), der des Shilov-
Randes des beschriankten Gebietes B, konjugiert mit der Cayley Trans-
formation, und der Gruppe der reellen Translationen

Nt={r,:z2—=z2+u,ueV}
beschreiben:

G(Tq) = NTG(Q)(cG()e ™).
Aukerdem ist ¢G(X)c™t die Isotropiegruppe des Mittelpunktes ie in
G(Ta), cG(X)c™t = G(Tq)ie- Genauso wie im Matrizenfall, To = P
kann man Erzeuger der Automorphismengruppe G(8) = Sp angeben:

THEOREM 4.24. Die Untergruppen G(Q) und N7, zusammen mit
dem Element j : z — —z 1 erzeugen G(Tq).

Sp wird, wie in Kapitel 1 beschrieben, durch

0 1 A 0
-1 0)’ (0 At

erzeugt. J entspricht hier der Transformation 7,

“€£¢LAEQ@H}:WW

I=

sym*

JVACCIR), (5 O)VCeRy,

und .
{((1;’ (1))7CERZ;<TZ} :N+7

da Sp invariant unter Transposition ist, das heikt Sp' = Sp.
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4.6. Klassifikation euklidischer Jordan-Algebren. Alle eu-
klidischen Jordan-Algebren sind halb-einfach und somit direkte Summe
irreduzibler Ideale, oder einfacher euklidischer Jordan-Algebren, und
einfache euklidische Jordan-Algebren sind klassifiziert worden [FK94|.

THEOREM 4.25. Sei V' eine einfache euklidische Jordan-Algebra,
dann gehért V' zu einer der folgenden Familien:

(1) Der hermiteschen r x r Matrizen iber K = R, C oder H,
(ii) dem Spin-Faktor, einer Algebra des Ranges 2, die isomorph zu
R x W ist, wober W ein euklidischer Vektorraum ist,
(iii) der Ausnahmealgebra der hermiteschen 3 x 3 Matrizen tber

den Cayley Zahlen Q.

Dies zeigt wieso der hier bearbeitete Matrizenfall so ein wichtiges
Beispiel fiir eine Jordan-Algebra ist. Und dies ist auch die Ursache ihres
Erscheinens: Sie tragen die algebraische Essenz hermitescher Matrizen,
sind assotiativen Algebren nahe und sind dennoch so allgemein, dass
auch die Ausnahmealgebra unter ihnen ist.

5. Jordan-Tripelsysteme

Bevor wir zur Definition eines Jordan-Tripelsystems kommen, wird
intuitiv einiges zum Ursprung des Tripelprodukts gesagt: Durch die
Beziehung zwischen symmetrischen Kegel und Jordan-Algebren gab
die eben genannte Klassifizierung Anlass zur Untersuchung einer Klas-
sifizierung beschriankter symmetrischer Gebiete (E. Cartan, Harish-
Chandra) [Hel62|, die auf Lie theoretischem Niveau gemacht wurde.
Beschrinkte symmetrische Gebiete sind die natiirliche Verallgemeine-
rung der Einheitskreisscheibe in C. Wir betrachten die Einheitskugel B
eines komplexen Vektorraumes Z (mit innerem Produkt) und nehmen
an, B sei symmetrisch. Dann hat die Lie Algebra aut(B) von Aut(B)
eine Cartan-Zerlegung

aut(B)=¢tDp
mit
t=gl(B)={X egl(Z) :exp(tX)B =B, Vt € R},
der Lie Algebra von GI(B), und

p= {h(z)% € auwt(B) : 1/(0) = 0}.

Die Vektorfelder in p haben die Form

(= {0, D) o)

fiir ein eindeutiges a € Z. Die Abbildung
IXIXZ—7 z,a,w {z,a,w}

ist linear und symmetrisch in z und w und antilinear in a. Das Tri-
pelprodukt { } nennt man das zu B assoziierte Jordan- Tripelprodukt
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auf Z, und Z zusammen mit diesem Produkt nennt man hermitesches
Jordan-Tripelsystem. Das Gebiet B kann durch das Tripelprodukt re-
konstruiert werden: Fiir a,b € Z betrachtet man den linearen Endo-
morphismus
alb* : Z — Z, w— (aOb")w := {a,b,w} .
Dann hat z[lz*, fiir jedes z € Z reelles positives Spektrum und
B={z€Z:1-20 >0},

wobei die Positivitit als Operatoren zu verstehen ist. Nun kommen wir
zur formalen

DEFINITION 5.1. Ein hermitesches Jordan-Tripelsystem tiber C ist
ein komplexer Vektorraum Z versehen mit einer trilinearen Operation,
die C - linear und symmetrisch im 1. und 3. Eintrag und C - antilinear
im 2. ist,

{}:ZxZxZ— Z,

so dass folgenden Identitdten gelten:
{z,y,2} ={z,y,2} und

{a,0,{2,y,2}} = {a, 0,2}y, 2} —{a,{b,a, y} , 2} +{,,{a, 0, 2} } .
Die hermitizitét fordert dass die Abbildung

(x,y) — TraOy”
ein positiv definites Skalarprodukt definiert.

BEMERKUNG 5.2. Jede komplexifizierte euklidische Jordan-Algebra
V€ ist ein hermitesches Jordan-Tripelsystem mit der Definition
{z,y.2} = (zy")z + 2(y"2) — y" (22),

wobei * die Konjugation in V' ist, und da die Algebra ein Einselement
e hat, ist

xy ={z,e,y}.
Man erhilt auerdem V = {z € V©: {e,z*¢} = z} Ein hermitesches
Jordan-Tripelsystem ist somit die natiirliche Verallgemeinerung von eu-
klidischen Jordan-Algebren. Der Box Operator, der fiir Jordan-Tripel-
systeme definiert wurde
20y 1 Z = Z, z = (20y")z = {z,y, 2}
stimmt in diesem Falle mit dem Jordan-Algebra Box Operator iiberein,
da dieser die Abbildung
z = (L(zy") + [L(x), L(y")])=

ist.

DEFINITION 5.3. Eine symmetrische Einheitskugel in V' ist des

Tubentyps, falls sie biholomorph #quivalent zu einem symmetrischen
Tubengebiet T =V + i) ist.
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Beispiele: Sei V© = CP*?, dann ist die Einheitskugel (in der iibli-
chen Operatornorm)
B:‘Bp,q:{ze(cpxqzl—zz*>0},
wobei 1 die p X p Identitét ist. Die Gruppe
A B A*A-C*C =1
SU, ,(C) = {( ) € Sl,,o(C): B*B—D'D =1 }

¢ D A*B =C*D
operiert transitiv auf B, , durch Moebius Transformationen
A B _
( i )z: (Az + B)(Cz + D)™\,

Das zu 8, , assoziierte Jordan-Tripelprodukt auf CP*¢ ist
1
{z,a,w} := §(za*w +wa*z).

Das Gebiet B, ; ist genau dann vom Tubentyp wenn p = ¢ gilt. Auch
nur in diesem Falle ist V¢ = CP*¢ eine Jordan-Algebra, mit dem
Jordan-Produkt.

DEFINITION 5.4. Sei Z das zu einer symmetrischen Kugel B asso-
ziierte hermitesche Jordan-Tripelsystem. Fiir jedes Paar (a,b) € 7 x Z
sei B(a,b) der lineare Endomorphismus von Z

z+— Bla,b)z .=z —2{a,b,z} + {a,{b, z,b} ,a} .

B(a,b) heifst der Bergman Operator zum Paar (a, b).
Fiir z,w € B ist der assoziierte Bergman Operator invertierbar,
B(z,w) € GI(Z), und man definiert

2= B(z,w) ' (z — {z,w, 2}).
2" nennt man das Quasi-Inverse von z beziiglich w.

Das Quasi-Inverse ist dicht definiert und eine sesqui-rationale Ab-
bildung auf Z x Z die man, dhnlich wie im Jordan-Algebra Falle, wie

o _ Plzw)
Az, w)

darstellen kann, wobei
A:ZxZ—C

ein sesqui-Polynom mit A(0,0) = 1 ist, und p(z,w) ein Z - wertiges
sesqui-Polynom ist. Falls der Ausdruck

p(z, w)

Az, w)
vollstindig reduziert ist und A(z, w) normiert ist A die Jordan- Tripelde-
terminante assoziiert zu B.
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Durch den Bergman Operator erhélt man den Bergman Kern des be-
schrinkten symmetrischen Gebietes B, wodurch er seine Bedeutung
gewinnt: Man betrachtet auf Z das auf B normalisierte Haarmafs und
H(B) den (separablen) Unterraum der quadratintegrierbaren holomor-
phen Funktionen auf B. Da die Einsetzungsmorphismen stetige Funk-
tionale sind existiert ein reproduzierender Kern K, (z) = K(z,w*) in
H(B) und dieser ist

K(z,w*) = DetB(z,w) .

Da allgemein ein reproduzierender Kern iiber eine Basis {¢y}, oy des
Hilbert Raumes #(B) als

K(z,w") =) ¢u(2)dn(w)

dargestellt werden kann, ist klar, dass K(z,z*) > 0, fiir alle z € B.
Man definiert eine Kahler Metrik auf B wie folgt

hz(aa b*) = aaab* lOgK(Z7 Z*)J

die Bergman Metrik genannt wird. Hier ist 0, die holomorphe Rich-
tungsableitung in Richtung a.

Beispiel: Im Matrizenbeispiel CP*9 sind die Bergman Operatoren
Bl(a,b)z = (1 — ab*)z(1 — b%a)
und das Quasi-Inverse
2 = (1 - zw*) 2.

Man erhélt die Jordan-Tripel-Determinante A(z,w) = Det(1 — zw?*),
als die Matrizendeterminante.

Die Randstruktur einer symmetrischen Kugel B kann durch das
hermitesche Jordan-Tripelsystem Z beschrieben werden.

DEFINITION 5.5. Ein Element e € Z heifst Tripotent falls
{e,e,e} =e.
Sei
Zole) ={z€ Z:{e,e,z} = az},
der Eigenraum zum Eigenwert a des Endomorphismusses e[Je*, falls
Za(e) nicht Null ist. Genauso wie im Falle fiir Jordan-Algebren (und

Idempotente) hat man hier nur 0,1/2 und 1 als mogliche Eigenwerte,
und die durch e induzierte Zerlegung des Raumes

Z = Zy(e) ® Zy2(e) D Zi(e).

Sei Z ein irreduzibles hermitesches Jordan-Tripelsystem (im alge-
braischen Sinne) und e, ¢ Tripotente. e und ¢ sind orthogonal falls
{e,e,c¢} = 0 (was dquivalent zu {¢,c,e} = 0 ist [Loo77]|) und ein
Tripotent e # 0 nennt man primitiv, falls es nicht als nicht triviale
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Summe von zwei Tripotenten geschrieben werden kann. Fine maximale
Familie von primitiven, paarweise orthogonalen Tripotenten ey, ..., e,
ist ein Rahmen fir Z. r hingt nur von Z ab und heift der Rang von
Z.

Fiir einen Rahmen erhélt man die gemeinsame Peirce-Zerlegung des

Raumes
Z= P zy,
0<i<j<r
mit 5 5
Zij = {Z € Z:{ep, e, 2) = %z, VI<k< r}.

Ahnlich wie bei Jordan-Algebren haben wir auch hier einen Spek-
tralsatz [Loo77].

SATZ 5.6. Fliir jedes z € Z existieren ey, ..., e, orthogonale Tripo-
tente (0) und 0 < A\; < ... < \,, so dass

n
zZ = E /\jej
Jj=1

Beispiele:
e Im Matrizenfall Z7 = CP*? sind die Tripotenten genau die par-
tiellen Isometrien.
e Das Jordan-Tripel Z = C{ 7 hat einen kanonischen Rahmen
€1, -..,er, wobei ep = Ejy, das heilt [eg]m = 0y 0km. Der Rang
ist somit r, und Zp,(e) = {0} fiir alle £ =1, ..., r. Wir haben

Z= D Zi
1<igj<r

und Z;; sind die (symmetrischen) Matrizen die aufer in den
Eintragen (i, 7) (und (j,4)) verschwinden.

DEFINITION 5.7. Eine Facette I’ von B ist eine nicht-leere abge-
schlossene, konvexe Teilmenge F' C B, so dass fiir jedes abgeschlossene
Segment [a,b] = {tb+ (1 —t)a, 0 <t <1} das in B liegt und deren
offenes Segment (a,b) = {tb+ (1 — t)a, 0 < t < 1} nicht leeren Schnitt
mit F' hat, schon ganz in F' liegt:

[a,b) C B, (a,b)NF#0 = [a,b]CF.
Es gilt [Loo77|
THEOREM 5.8. Sei B eine symmetrische Kugel in einem hermite-
schen Jordan-Tripelsystem Z. Dann st fiir jedes Tripotent e € Z die
Menge -
e+ (BN Ze))
eine Facette von B und alle Facetten sind dieser Form.
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Die triviale Facette I' = B gehort zum trivialen Tripotent e = 0.
Fiir jedes Tripotent e € Z sind Zy(e) und Z; (e) hermitesche Jordan-
Untertripel von Z. Man definiert den Rang eines Tripontentes e als den
Rang von Z;(e)
rg(e) = Rg(Zi(e)),

und in Zy(e) hat man die Einheitskugel
B. = BN Zy(e),

die auch eine symmetrische Kugel, niederer Dimension, ist.
Die offenen Facetten, oder auch affine Randkomponenten genannt,

e+ (BNZy(e)) =e+ B, =0.B

sind paarweise disjunkt und geben somit eine Zerlegung des Randes

|Loo77]
oB=|J Je+B.= |J U o.B,

1<k<r €Sy, 1<k<r ecSy,
wobei r ist der Rang des Jordan-Tripelsystems ist und Sy, die (kom-
pakte) Mannigfaltigkeit der Tripotenten des Ranges k bezeichnet. Man
nennt ;B den k partiellen Rand von B,

8k13 = L_J (& %-136.
eE€S
0,B ist der Shilov Rand, und ist gleich der Menge der Tripotenten
maximalen Ranges, und 0, B die maximalen (offenen) Facetten.
Die Struktur des Randes von B ist ,affin“: Das Bild einer holomorphen
Abbildung der Einheitskreisscheibe in C nach Z ist eine holomorphe
Kurve, und die Aquivalenzklassen unter der Relation z, w € 0B

z,w konnen durch Verkettung

Z~yw =
holomorpher Kurven verbunden werden

nennt man die holomorphen Randkomponenten von B. Fiihrt man die-
se allgemeinere Randstruktur ein, und nennt affinen Randkomponenten
die holomorphen Randkomponenten, die man erhilt, wenn man holo-
morphe Kurven durch offene Segmente ersetzt, so erhilt man [Loo77]
dass holomorphe und affine Randkomponenten iibereinstimmen. Diese
sind genau die offenen Facetten.

Auch die hermiteschen Jordan-Tripelsysteme stehen in eins-zu-eins
Beziehung mit beschriankten symmetrischen Gebieten und sind klassi-
fiziert:

THEOREM 5.9. Sei Z einfaches hermitesches Jordan- Tripelsystem,
dann gehért Z zu einer der folgenden Familien:
(i) Crxa,
(ii) der hermiteschen r x r Matrizen dber C,
(iii) der schief-hermiteschen r x r Matrizen iber C
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(iv) Cr,
(v) der Ausnahme Fall Q?,
(vi) der Ausnahme Fall der hermiteschen 3 x 3 Matrizen tiber den

Cayley Zahlen Q.



KAPITEL 4

Eine Kozykluseigenschaft

In diesem Kapitel wird aus einem gegeben Kozyklus ein neuer kon-
struiert. Im Zentrum steht ein wichtiges Beispiel, welches wir im Detail
ausarbeiten und welches das Grundgeriist fiir die allgemeine Formel
gibt: Aus dem klassischen Kozyklus gewinnen wir, dank der Kompati-
bilitdt mit dem Bergman-Kern, in eleganter Weise ein neuen.

Eine Kozykluseigenschaft ist eine Transformationsregel, die das Ver-
halten der Hintereinanderausfiihrung zweier Abbildungen angibt, und
zeigt, dass diese Hintereinanderausfiihrung wieder eine Abbildung des
gleichen Typs ist. Das elementarste Beispiel ist die Kettenregel fiir die
Ableitung. Kozyklen geben Anlass zur Konstruktion von Biindeln iiber
Mannigfaltigkeiten, wobei die Kozykluseigenschaft im Verhalten der
Ubergangs-funktionen enthalten ist.

Kozykluseigenschaften kénnen auch zu Gruppenerweiterungen fiihren,
wie es der Fall der metaplektischen Gruppe zeigt, welche eine (doppel-
te) Uberlagerung der symplektischen Gruppe ist und als ihre zentrale
Erweiterung betrachtet werden kann.

1. Das Setting und der Satz

Sei V eine einfache euklidische (reelle) Jordan-Algebra und Z = V¢
ihre Komplexifizierung. Sei B C Z ein beschrinktes symmetrisches
Gebiet des Tubentyps.

G = Aut(B) operiert transitiv auf B. Und K ist eine maximal kompakte
Untergruppe von G, genauer, sie besteht aus Automorphismen von B,
die einen ausgezeichneten (festen) Punkt e € B fixieren.

Beispiel: Sei €2 der assoziierte Kegel der Algebra V, das heift,
Q) ist der Kegel der Quadrate der invertierbaren Elemente, und auch
die Zusammenhangskomponente des Einselements der invertierbaren
Elemente. In Z haben wir das Tubengebiet T, = V + {2, dessen be-
schrinkte Realisierung, via der inversen Cayley-Transformation ¢! :
w = (w—ie)(w +ie)™", das Gebiet B={z¢€ Z:1— z002* > 0} ist.
Man kann hier e = o, der ,Mittelpunkt* wihlen. K und K® sind Un-
tergruppen von Gl(Z) [FK94].

Sei A € GI(Z), der unitire Anteil von A ist |A] = A(A*A)~1/2 =
AlA|
55
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4. EINE KOZYKLUSEIGENSCHAFT

SATZ 1.1. Seien F ein Kozyklus in K& C GI(Z), d. h.

mit

und

4:Gx B— K"

U1(919272) = J(gz, 2)5(91;922)7

R:Bx B —K°®

eine Abbildung fir die R(z,z) > 0 fir alle z € B gilt und welche
kompatibel mit dem Kozyklus & ist:

R(z,w) = +(g,2)R(gz, gw)# (g, w)".

Dann st

$(g.2) = |[R(z,2) "3 4 (g,2)] €K

auch ein Kozyklus der gleichen Form. Fs gilt also

F(9192, 2) = (92, 2) 5 (91, 922).

Vor dem Beweis ein paar

2. Beispiele

e Sei B ein beschrianktes symmetrisches Gebiet des Tubentyps

und fiir z,w € B B(z,w) € GI(Z) der polarisierte Bergman
Kern. Man definiert # (g, z) = (g(z)") ! fiir g € Aut(B), z € B.
Durch die Kettenregel ist klar, dass

F(g192,2) = ((9192)(2)) " = (92(2)) Hgn(922)) " =

= #(92,2)# (91, 922)

gilt, d. h. & ist ein Kozyklus der genannten Form. Dann ist
4(g,2) = |B(2)""?(g(2)")7'] ein Kozyklus, wobei B(z) =:
B(z,z) der Bergmann Kern des Gebietes B ist, soweit die-
ser in K liegt. Dies ergibt sich schnell aus Satz 1.1 und der
Kompatibilitit von B mit # [Loo77].

Nimmt man als beschrinkes Tubengebiet die Finheitskugel
in der Spektralnorm

B=8={;¢€7:1-303 >0}
so hat dieses im Matrizenfall die bekannte Form

B={;eC " 1—3">0}.

sym
Dies ist Konsequenz der Eigenschaften des Spektrums und des
stetigen Funktionalkalkiils fiir Banach-Algebren.
Die Blockmatrixdarstellung des Bergmann Kerns ist
1 —zw* 0
Bz w) = ( 0 (1—w2)™! )
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In diesem Fall erhilt man noch einen Kozyklus auf 28: Un-
ter Betrachtung der Cayley-Transformation aus Kapitel 1 die
B auf den Siegelschen Oberhalbraum

PB={weC " Imw>0}

sym

abbildet, dabei ¢(0) = i erfiillt und deren 2r x 2r Blockmatrix
Darstellung als Moebius Transformation

1
c:—(l. 1) ist,

7 —1
definiert

Fo(7:3) = L(c(3)'B()(e(3)"))72(c(3) (33) " (e(73)) )]
einen weiteren Kozyklus, wobei v € Spy = ¢ 'Spc = Aut(B)
und B(3) := B(3,3) der Bergman Kern des Gebietes B sind.
Sp = Sp(2r,R) ist die reelle symplektische Gruppe aus Kapi-
tel 1 die als Moebius-Transformationen auf 3 operiert und die
Automorphismen Gruppe von P ist.

Durch die Kompatibilitdt des Bergman Kernes mit Automor-
phismen,

B(v31,732) = 731 B(31,32) (735)",

ist somit
F5(7,3) = [c(3) B(3)(c(3)') 7 2c(3)" (v3) " (e(v3))

[e(v3) B(v3) (c(73))*]' /2.
e Sei P={we Clgm : Imto > 0} der Siegelsche Oberhalbraum
und sei G die reelle symplektische Gruppe G = Sp. Aus Kapi-
tel 1 gilt g’ € K§ fiir alle g € G und alle o € B. Betrachtet

man nun

(g,10) > Fp(g, 1) = (go') ™"

so erhilt man einen Kozyklus. Sei R(tvi,105) = P(5:(toy —
ty*)), wobei P die quadratische Darstellung der Jordan-Algebra
Crxr ist. R(1oq,10,) € K© und die Kompatibilititseigenschaft

von R(11, 105) mit +5(g, o) kann direkt nachgewiesen werden:
Durch die Formel | KWO06]

g1 —gw; = (w;C"+D") ™ (v —1w3) (Cro +D) ™" fiir g = ( é g )
gilt fiir R
1 .
R(gtoy, gtoy) = P(Q—Z.(gml —gwy)) =

_ (w3C" + D" (tog — w3)(Croy + D) 0
N 0 (Cwl + D)2i(ro; — ro3) (0 C* + DY),
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da 5-(gw; — gw}) (reell-)symmetrisch ist. Die Formel fiir gro’
als Moebius-Transformation ist aus Kapitel 1,
1 (mlot + .Dt)il 0 )

gy’ = ( 0 Cro,+D )’

und es gilt
R(gw1, groy) = grl, R(roy, 1wz) (g} )".
R ist hermitesch im Sinne von R(to, ) = R(t0s, t01), so dass
man die Kompatibilitidt mit F erhélt:
R(1y,10,) = (groy") " R(gtvy, groy)(gro,") ™",

Wir schreiben

Faplg,0) = [R(0) ™ F(g,10) .
Nach Umfolmulierung in v und 3, gilt die Formel 4y(g, ) =
49(7,3), aus dem ersten Beispiel, da

(gm") " = e3) (v8) " (elra)) "
fiir v = ¢(3) und g = ¢ye™', und
1 *
R(m17 mZ) = P(Z(ml — mQ*)) = C,(jl)B(31,32)61(32) .
Es ist klar, dass auch

F35(9.10) = cy(g,w)e™ = e P(Imw) ™2 (g (1)) ' e
ein Kozyklus ist. Dieser erscheint durch die folgende Konstruk-
tion:

Wir haben ein Hilbertraum-Biindel H — ‘B, auf das wir
in Kapitel 6 zuriickkommen werden, dessen Faser H,, iiber je-
dem 1o € ‘P der Hilbertraum der ,,tv— holomorphen®, quadrat-
integierbaren (Lebesgue Mak auf R?"*!) Funktionen ist. Kon-
kret sind das quadrat-integrierbare Funktionen der Form ¢((y,) =
o(Co)e " wobei ¢ eine ganze Funktion auf C™! ist, der
Koordinaten

Go = S5lmw™ (€ —Top),  EmeR™

Wir schreiben
~( Imw Y2 —Imiw /2 Rero £ : .
=0T T e ) () = BRI

Sei nun 7, der Operator von #H; nach H,,, ,Koordinaten-
wechsel“, das heifit, Verkettung mit der Matrix [T},].
Wir schreiben (r = (§) € R**!.

Tm : Hi — ,Hm
UG = B (1L DTG — ¥(Gn) = 651, ) [Twlce)
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T; ist natiirlich die Identitéit, genauso wie die Matrix [Ti]. T,
ist ein Tsomorphismus. Auf L? = L*(R*"*!) operiert Sp unitér
durch

(&)~ flg " CR).

So ist auch der Operator T}, unitir und ein isometrischer Iso-
morphismus, da [T,] € Sp.

Fiir jedes g € Sp haben wir einen (unitéren) Isomorphismus
von L? der eingeschriinkt auf 7, diesen Raum auf H,, abbil-
det, da die Operation von Sp auf J der Transformationsregel
6.1 aus Kapitel 1 gJpg ' = J,n geniigt.

Uy Hy — Hyw
V(5 (L) To)r) = ¥(Go) = ¥(J5(L0)[Tollg ™' I¢r)

Dies ist ein (unitdrer) Isomorphismus. Diese beiden, zusammen
mit dem Operator

Tngl . Hgm — Hi,

geben einen unitiiren Operator U7 : H; — H;.

B(G) = (5 (1.1)TG) — (1) TwGe) = ¥(Go)

UP™ () (Gr) = Ty 0 Uy 0 T (¢) () =
— (L (L, ) Tully™ T 1Ge)
Definiert man
(2.1) Fo(9:10) = [To)lg ™ [Ty ],

so ist Fg ein Kozyklus der Form Fgq(gs, 10) Fg(g1, g2t0) =
F9(9192,0). Es ist nun auch eine explizitere Formel fiir den
Kozyklus 54(g, 10) zu errechnen: g5(g, to) =

. ( Imw~1/? 0 ) ( RerwCt + D! Imw(C? ) ( I'm gro'/? 0 )
N 0 Imww~1/? —ImwC*  RewC! + D 0 I'm gro'/?
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Wir zeigen nun, dass 3¢ und der schon betrachtete Kozyklus
e . _ _ -1, _
$5(g, 1) = cdg(g,w)c !t = c|P(Imw) ?(g'(r0)) " Jc !
iibereinstimmen.

SATz 2.1. Der Kozyklus Fp(g,w) =

B ( Imto~1/2 0 )( RewC'+ D! ImnC* )( Im gro'/? 0 )
- 0 Imw~1/? —ImwC*  RewC' + D 0 Im gro'/?

lisst sich durch ¢' € Sp® und v € B und der Cayley Trans-
formation ¢ beschreiben, genauer gilt
: _ 1 _ . _
Fy(g, 0) = c[P(Imro) ™2 (¢ (0)) " ¢ = cF (g, w)e™.
Beweis:
v (wCt 4 DY) 0
(w) = ( 0 Crotp )
und der unitire Anteil von A = P(Imw) /2 (g’(m))f1 ist
A(A*A)~Y2 Wobei (A*A)"1/2 =
(wC" + D')* 0 ) ( Imw~t 0 ) ( wC' + D' 0 )]1/2
0 (Cro+ D)* 0 I'mto 0 (Cro+ D)t
Dadurch, dass I'm gw = (C'+D") "' Imw(Cro+D) ™' [KWO06|
und reell (und symmetrisch) ist, ist
Im gm1/2 0 )
-1/2 J»

(A*A)ilm - ( 0 Im gro

und | P(Imto) /2 (g'(m)) 71J =

_ ( Imw~2(wC* + DY Im gro'/? 0 ) _
- 0 Imw'2(Cro 4+ D) 'Imgro /2 ) —
B ( Imw~'2(wC* 4 DY) I'm gro'/? 0 )

- 0 Imw Y2(®wC* + DY) Im gro'/?

Nun ist ¢|P(Imw)~1/? (g'(m))fljc’1 =
( Imio—1/2 0 ) ( rC! + D 0 ) ,1( Im gwo'/? 0 )
0 Imw~1/? 0 wC! + Dt )° 0 Imgn'/? )
und
( rC' + D 0 ) 1 ( RewC'+ D' ImiwoC"! )
¢ 0 wC'+ D' )¢ T\ —ImwC' RewC!+ D'

gibt die gewiinschte Gleichung.
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BEMERKUNG 2.2. Man kann zeigen, dass
P(G) = p(Imw 2 (RC" + DY Im gro'/2¢)

mit der Abbildung U?™ iibereinstimmt, sie ,schiebt* also nur
den Vorfaktor Imno~'/2(twC* + D')I'm gw'/? vor die H; Koor-
dinate (;. Damit haben wir in Kapitel 2 gearbeitet, dabei H
fiir H;, ¢ fiir ¢ und Uy, fiir U™ geschrieben.

Sei B = {3 e Cleri1—33* > 0}, genauso wie im ersten

sym
Beispiel. Durch pullback der Cayley-Transformation ¢, erhalt
man das pullback-Hilbertraum-Biindel iiber 5.

’H<TZC*(H) ~ H
P<~—B

hier ist ¢; die Projektion auf die zweite Koordinate des pullback—
Biindels

(H)={G.v) e BxH:c(z) =7(¥)}.
Die pullback-Schnitte in ¢*(#), sind der Form ¢*s = s o ¢, fiir
einen Schnitt s im Biindel . Man kann also auch hier die
Fasern angeben:

Hy = {0(¢) = w(G)e 25" mit o ganz auf €' |
die Koordinaten sind
G = gglme() P (E =), &neR™

So erhélt man durch die Konstruktion im zweiten Beispiel
den Kozyklus aus dem ersten Beispiel:

F5(7.3) = L((dG)BGI(CG)) (G () ()™
3. Der Beweis

Beweis: des Satzes 1.1. Sei R(z) = R(z, z). Durch die Kompatibilitét
von & mit R gilt

(g, w) = |[R(2)"2H(g,2) | = R(2)2#(g,2) |[R(2) "2 (g,2)| " =
= R(2)7'*4(g,2)R(g2)""%,
da ‘R(z)_l/%l(g,z)‘_l = R(gz)'/?. Dies folgt aus
[R(z) 20 (g,2)|" = #(9,2) R(z)P*R(z) P H(g,2) =

=F(g,2) R(z)"'#(g,2) = R(gz) ™"
Nun folgt auch die Kozykluseigenschaft

7’L(9192; Z) = R(Z)fl/Qvl(glgz; Z)R(91922’)1/2 =
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= R(Z)fl/QJ(QQ, 2)4(917922)1%(91922)1/2 =
= R(2)"?+ (g2, 2) R(922)"* R(g22) ">+ (91, 922) R(91922)'/* =
= 5(92,2) 4 (91, 922).
0

BEMERKUNG 3.1. Im Beweis braucht man lediglich nur die Kom-

patibilitdt von R mit F auf der Diagonalen, das heifit
R(z,2) = R(z) = #(g,2)R(g2)#(g,2)" = #(g, 2) R(g92, 92)#(g. 2)"
Falls R : Z x Z — K® sesqui-holomorph und die Abhéingigkeit von F
von z holomorph ist, erhdlt man die Kompatibilitat
R(z,w) = +(g,2)R(gz, gw)F(g,w)",  Vz,we Z

durch sesqui-holomorphe Fortsetzung auf 7 x Z.

Somit haben wir eine andere Formulierung fiir Satz 1.1:

SATZ 3.2. Sei F ein (in z € B) holomorpher Kozyklus in K& C
Gl(Z), das heifst

#:Gx B — K,
so dass z v« #(g,2) fir alle g € G holomorph ist, und mit
F(9192,2) = F(g2, 2)F (91, 922).

Und sez
R:Bx B —K°®

eine Abbildung fir die R(z,z) > 0 und die Kompatibilitit mit F
R(z, z) = #(g,2)R(g7,92)# (g, 2)",

fir alle z € B ¢ilt, und welche sesqui-holomorph auf B X B ist.
Dann st

#(9:2) = [R(z) 24 (g,2)] € K
auch e Kozyklus der gleichen Form. Es gilt also

7’i(9192>2’) = 7”“(92; 2)7’L(917922’)-



KAPITEL 5

Wirkungen der symplektischen Gruppen

In diesem Abschnitt betrachten wir die wohlbekannte ~ - Operation
auf den Tripotenten (des Ranges 1) S;(Z) eines Jordan-Tripelsystems
Z. Fir G = 5p und Z = C{7 geben wir eine explizite Formel fiir
diese an. Basierend auf dieser definieren wir eine neue Operation auf
allen Rang- 1 Elementen S?(C’;;ﬁl) des Jordan-Tripelsystems fiir welche

wir auch eine Formel finden. Wir geben den Raum L?(ST(Cjxr)) der
quadrat integrierbaren Funktionen auf den (Rang-1-) Elementen des
Jordan-Tripelsystems an. Jedes der erhaltenen Resultate ist fiir sich
interessant, und diese fithren zu einer Jordan theoretischen ,metaplek-
tischen Darstellung®. Wir kénnen G als Isometrien des L?(ST(C}x))
darstellen, und die Techniken und Rechnungen sind Vorarbeit fiir das
néchste Kapitel in dem wir ein Hilbertraum-Biindel holomorpher Funk-
tionen betrachten und zeigen, dass sein Zusammenhang, eingeschriankt
auf jede Faser des Biindels, als Verkniipfung einer Projektion mit der
Summe eines Toeplitz Operators und einem getwisteten Euler Opera-
tor gedeutet werden kann.

Als Ausblick betrachten wir die ~ - Operation auf den Tripotenten be-
liebigen Ranges, und geben wiederum ihre Formel an. Wir bilden die

Vorgehensweise im Rang-1-Fall fiir beliebigen Rang nach.

1. Eine Operation auf den Tripotenten

Die symplektische Gruppe Sp = Sp(2r, R) operiert reell linear auf
C™*L. Seien

A B . rx
g:(c D)GSp und (=¢&+inpe CY

mit £,n € R™!, dann ist g-C = (A +1C)E + (B +iD)n , gemah der
reell linearen Aktion

(¢ p)(5)=(ceim)
gegeben.

Wir fangen mit einer einfachen Rechnung an, welche die Idee fiir
das Errechnen der ersten wichtigen Formel ist:
Fiir &, = (1,0,...,0)! ist g-& = [A 4+ iC]' die erste Spalte der r x r
Matrix A + iC.

63
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Spy = ¢~ 'Sp ¢ operiert als Moebius Transformation auf 9B, sogar
auf B, wobei B = {3 € Ci" : 33* < 1}. Fiir

A B
— 1 : —
¥ = gc € Spg, mit g—(c D)

st

[\

_(a f . a=i(A+D+i(B-0)),
7—(3 a)’ wobel 5 _t(4-D—i(B+0))

Demzufolge ist fiir das Tripotent e; = & &

v(er) = ([a]' +5) (8] +@)~.
Wenn man vorerst den Fall 7 =1 betrachtet, erhdlt man g-1 = A +iC
und (1) = (a+B)(@+ )" = (A —iC)?||A —iC|| . Also ist g-1g-1*
ein Vielfaches von «(1), genauer gilt

g-1g-1*
Ca A |
PRV

Wir definieren nun eine Involution auf den Elementen der symplekti-
schen Gruppe durch welche die letzte Gleichung sich eleganter schreiben
lasst.

DEFINITION 1.1. Sei g € Sp und

_(1 0)
0= 0o —1

die Spiegelung in 8. Dann ist

_ A -B .. A B
g::sogsoz(_c D ), furg:(c D)'
BEMERKUNG 1.2. Es gilt g € Sp, falls g € Sp, und ¢g-& = g-&;.

Im Falle r = 1 erhalten wir die Gleichheit
g-lg-1*
— =(1).
XV
Nun kommen wir zur Definition der ~ - Operation: Im Allgemeinen,
das heifit fiir » > 1, operiert Spy nicht auf den Tripontenten des Jordan
Tripel Systems C{7, wie das bei r = 1 der Fall ist. Man hat aber, fiir
jedes v € Spg eine Abbildung ¥ die das tut, und ~ ist eine Aktion
|Loo77|, [Upm96|: Wir schreiben

= |J a3= Uom
0#e Tripotent 1<k<r e€Sy

wobei 0,98 die affine Randkomponente (= holomorphe Randkompo-
nente, [Loo77][9.7]) um e, genauer 9,8 = e + (B N Zy(e)) C I*B ist.
Die Vereinigung ist disjunkt. Sei By(e) = B N Zy(e), wobei Zy(e) der
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Pierce-0-Raum zum Tripotent e ist. Mit Sy bezeichnen wir die Unter-
mannigfaltigkeit der Tripontenten des Ranges k. Auferdem sei

s(z)= | s(2)
1<k<r

die kompakte Mannigfaltigkeit aller Tripontenten welche als disjunkte
Vereinigung der Untermannigfaltigkeiten der Tripotenten des Ranges
k geschrieben wird.

7 € Spg operiert auf den Randkomponenten, das heifst y(9.B) ist eine
Randkomponente, zu einem (eindeutigen) Tripotent, das 7(e) geschrie-
ben wird und welches den gleichen Rang wie e hat

0eB > () B.

Da v eine Diffeomorphismus ist, bleibt der Rang affinen Rénder (kom-
plementir zum Rang des jeweiligen Tripotents) und auch der der da-
zugehdrigen Tripotenten, erhalten.

Fiir die Randkomponenten-Zerteilung und das Verhalten von ~ auf
ihnen ist oft folgende Matrizendarstellung hilfreich [Loo77](6.3)

( 8 ‘B(?(e) )

Durch Eindeutigkeit der Abbildung ~ und der Wirkung von Spy auf
den Randkomponenten, erhdlt man

0eB 5 05()B > 0i((e))D = OB

1oy
Dies zeigt, dass ~ eine Aktion auf S(Z) und insbesondere auch auf Sy
ist.
Man kann 7(e) als Limes sehen und zwar gilt

y(e) = limy_yoo {u, uyu}”,

fiir jedes u in der Randkomponente des Tripotents (e), insbesondere
fiir u = vy(e). Hier ist {a,b, ¢} = (alJb*)(c) das Jordan Tripel Produkt.
Mit dieser Formel errechnen wir im kommenden Abschnitt ¥(ey).

2. Y(e1)

v(ep) ist eine (symmetrische) Matrix, man kann sie, durch Polar-
zerlegung und dann Spektralzerlegung ihres Absolutanteils |y(e;)| =

(7(61)*7(61))1/27 als
10y, . L
7(61):WU(0 A)U, A = Diag();) € R=X71,

mit Eigenwerten 1 > Ay > --- > X\, > 0, U € U(C") und W einer
partiellen Isometrie, mit KerW = Ker |y(e;)|, schreiben. Der grofte

Eigenwert ist 1, da e; € 0B, und v: B — B
V0o OB — 0B
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erfiillt. Es gilt mehr: 4 induziert eine Isometrie (in der Bergman Me-
trik) auf den Tangentialriumen und erhélt so den Rand [FK94|(169).
Auferdem ist kein weiterer Eigenwert von |y(e;)| gleich 1, da

{v(e1),v(e1), v(e1)}" =5 F(en),

und 7 eine Aktion auf den Tripotenten definiert, die Rang-erhaltend
ist.
Man erhélt im Limes 7(e;) = WUe U*, da

Be e vey"=wu( %) v

und W*W die orthogonale Projektion auf Kery(e;)* ist [Con90]. Aus
dieser Tatsache folgt auch, dass WUe;U* ein Tripotent ist.

Um 7(e;) errechnen zu kénnen, bendtigen wir die erste Spalte der Ma-
trix WU und die erste Zeile der Matrix U*, das ist die erste Spalte der
Matrix U, somit einen normierten Eigenvektor des Figenwertes 1 von
|v(e1)]- Dies machen wir zuerst:

Da die Eigenrdume zum Eigenvektor 1 die gleichen fiir |y(e;)| und
Iv(e)|* = v(er)*y(e) sind, arbeiten wir mit y(e;)*y(e;). Durch die
Symmetrie von y(e;) und den symplektischen Bedingungen erhélt man

v(e) y(er) =1 = (e + ') er — 1) (Ber + @)™

und ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist (Bey+@)&, = (Bey+a)t, dies
ist die erste Spalte von [e; + @. Wir schreiben
Ul = [B+al' _ [A+iC] |
1B +al'|  [I[A—iCT]
Nun schreiben wir M = WU und errechnen die erste Spalte der Matrix
M:

B 10 Nyprupre B B +al
M= M( 0 A )U U&= y(e)U" = ’Y(el)m-
Wir nutzen nochmals die Symmetrie von y(e;) und suchen v so, dass
[B+0‘] t t [B‘{'a]l _ 1
Yoy = 7+ )T @ Do = T apn”

Dies ist dquivalent zu
(eral + BY[B+a)t = (e,8* + v
und durch die symplektischen Bedingungen erhélt man
v=a+p] = |[[a+p]|| M".
Demzufolge ist

N_ e * 1 Tyx [Oé—i—ﬁ]l ([a+6]1)t_
o) = Me = MU = 3 et A1
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_[A—iolt ([A-aC)ty
I[A = iCTH ||[A = iCTH|
Im Falle r > 1 ist demzufolge g-£,g-&! auch ein Vielfaches von J(eq).
Genauer haben wir

SATZ 2.1. Seien g € Sp und v = ¢~ 'gc € Spy, dann ist

1 1
Ye) = ——57°67:8 = s[4 = iC] ([4 - iC]"),
161" LA =)
mat p p
_ o -B . B
== () esn o= (3 5)
und sg der Spiegelung.

Sei Q die Quadratabbildung von der Einheitssphire S*~! auf S,(7)
der Mannigfaltigkeit der Rang 1 Tripotenten des Jordan Tripel Systems
CTXT
sym

Q: S =S (CLXY, o oot

sym

Wir haben folgendes Schema fiir &

&1 — flfi =€
§2r-1 Q> Si(Crxr)

g2r-1 4@2) Sl((C’"XT)

sym

gé&t _ =
Tiser = (e1)

i

g8 5 g
llg-€ull llg-

<l
S

BEMERKUNG 2.2. Fiir 0 = £ € S*7! reell, kann man #hnlich
vorgehen wie im Fall o = &;. Hier sind

g-£=(A+iC)¢ und Q(g-€) = (A —iC)EEN (A —iC)".
Da £€' = oej0! mit 0 € O(R"), ist
G-€g-6 = (A —i0)EEH (A —iC) = (A — iC)oe10' (A —iC)' =
=[(A- ZC) ole1[(A —iC)o',
(&€ = (age' + B)(BEE' + @)™ = (aver0’ + Boo') (Boeio' +aoo') ™ =
= (aoey + Bo)(Boe; +ao) .
Es gilt (o)(ao0)* — (Bo)(Bo)* = 1, (ao)(Bo)' = (Bo)(a0)!, das heikt

( a0 fo ) € Spy, da o€ O(R") ist.

Bo @o
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Somit ist

[ao + Bo|' ([ao + Bo]')t  [(A —iC)ole[(A — éC’)o]t.

W) =Fload) = = T A iC)al|P

3. Die ~ - Aktion von Sp auf S !

Nun wird gezeigt, dass generell fiir 0 € S* ! das eben fiir 0 = &
angegebene Diagramm kommutiert. Dafiir definieren wir zuerst eine ~
- Operation von Sp auf S?"~:

~iSpx ST SN (g,0) b (o)

mit
§~:82r—1_>82r—17 o ?'0 _ 30930'0'
lg-oll  [lsogso-oll

LEMMA 3.1. ~ ist eine Aktion von Sp auf S !

Beweis: Es ist klar dass 1 = 1, wobei jeweils die Identitédt in Sp und
die Identitéit auf S?"~! gemeint ist, und es bleibt hg = hg zu zeigen:

b)) sohso-(s0gs0- () ngso-(o)| _
"9) = aohsa- o] ~ Tsahso- (50950 ())/ sog50- (@]

sohgso- (o)

~Tsohgso @]~

Nun kénnen wir das erste Hauptresultat formulieren: Dafiir betrach-
ten wir die eben definierte ~- Aktion von Sp auf S* !

e

|

g:S" s o g(o) =

o’

=)

die ~- Aktion von Spg auf S;(CLx"),

sym

81(Coym) = S1(Cn), e (e) = limnsoo {7(€), v(e), v(e)}",

welche durch v € Spy, auf der Mannigfaltigkeit der Rang-1 Tripotenten

S1(Cy,y) induziert wird, zusammen mit der Quadratabbildung Q.
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THEOREM 3.2. Sei g € Sp und v = ¢~ 'gc € Spy, dann kommutiert
das Diagramm

o — oot

g2r-1 Q> Sl((C”T)

R

SQT_l 7 Sl ((CT‘XT )

sym

<l

.ZH > .UH ‘ .U = i(gat)

)]

Vor dem Beweis eine

BEMERKUNG 3.3. Die maximal-kompakten Untergruppen Ky und
Ko operieren auf S !, bzw. S;(C.x7 ). Fiir die Elemente dieser Grup-
pen, welche wir hier mit k,, bzw. k bezeichnen, gilt

ko=k, k=k
fiir die jeweiligen ~ - Operationen.
Beweis: Nach Satz 2.1 kommutiert das Diagramm fiir 0 = &. Da

die jeweiligen maximal kompakten Untergruppen Ky, Ky transitiv auf

$*"~1 bzw. S;(Cj,) operieren, und ~ Aktionen sind, gilt die Kom-

mutativitit des Diagrammes fiir jedes o € S*~': Sei k, € Kg, mit
ko&1 = o, dann ist, dank der Bemerkung

Q(3(0) = Q((k.4)) = Qgke(61)) = 7hQ(&) =
=FkQ(&) = T(Q(kot) = T(Q(2)),

wobei g <+ v und Ky 2 £, <> k € Kg, worauf auch gk, < vk, via
Konjugation mit der Cayley-Transformation.

O

BEMERKUNG 3.4. Dass ~ eine Aktion auf S;(CLx") ist, ist dqui-

sym
valent zu unserer Formel, da ~ eine Aktion auf S ! ist:

Y172(00") = Q(g192(0)) = Q(9152(0))
und

N (Fe(00")) = T1(Q(52(0))) = 71(32(0)72(0)") = Q(7:92(0)).
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Nun betrachten wir die Komplexifizierungen der Riume S* ! und
S1(CrXr). Diese sind jeweils C™\ {0} = Ry¢ x S~! und SH(C7¥") =

sym sym
Rso % 81(C,yy,). Da wir uns, demnéichst in diesem Kapitel, ausschlief-
lich mit Z = Cg77 beschiftigen werden, schreiben wir von nun an
S1 = Si(Cyr) und Sf = SF(CLxT).

Auf C™Y = C™1\ {0} haben wir das gewdhnliche Lebesgue Maf von
C™! und auf St (bis auf ein konstantes Vielfaches) sein Bildma® unter
Q: du(tu) = t"~'dtdu. Hier ist du das normalisierte K - invariante Mag.
Wohlbekannt ist die Transformations-Formel

/S FE) faet 00| du= [ foyv

4. Die Aktion — von Spy auf St
Wir betrachten nochmals die Abbildung
g:C7IN{0} = C7INA{0}, 9(Q) = g+¢,

und schreiben ¢ = so, wobei s € Ry und o € S, fiir ( € C™*'",
Ferner betrachten wir das Diagramm

( =so P sloot = (!

Qrx1* L S<1C

<~
Q|
-~

Qrx1* 7) S<1C

g-( =950 =sg-0 — 52G-0G-0' = s*3(00") ||g-o||”

und bezeichnen ¥(tu) = s*g-(g-¢*, fir u = (" und ¢ = s> .
Die Abbildung

7:ST =Sy,
die das obige Diagramm kommutativ macht, ist unabhingig von @,
wenn man zeigen kann, dass ||g-o||* nur von 7 und oo’ abhingt. Dies
ist auch der Fall, wie wir gleich beweisen werden:

SATZ 4.1.
. —1/r
1g-o|? = ‘det y(aat)‘ , Voesr
Daraus folgt unmittelbar das Hauptresultat dieses Teils:

THEOREM 4.2. Die Abbildung

=1/r _
Y(uw), weS,t>0

7:SY 5 SC tu——t ‘det;'?(u)
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ist wohl definiert und macht aus dem obigen Diagramm ein kommutie-
rendes, das heifit

T(Q(s0)) = Q(g(s0)), s>0,0€ 8" "

Beweis: von Satz 4.1: Wir zeigen, dass dies fiir ( = & gilt, und
benutzen dann, dhnlich wie im vorherigen Lemma, die Transitivitit
der maximal kompakten Untergruppen Ky und Ko auf S* 1, bzw. S;.
Die Idee stammt natiirlich aus der Rechnung im Falle » = 1, die einfach
ist.

Allgemein gilt sie &hnlich, mit ein paar technischen Details.
Zuerst arbeiten wir mit der Parabolischen Untergruppe P C Sp

P = {g € Sp:7(e1) = €1, 7 induziert durchy = ¢ 'gc}

Erst dann betrachtet man beliebiges ¢ € Sp und definiert ‘detﬁ(u)‘.

Die Parabolische Untergruppe kann wie folgt, beschrieben werden: Im
Fall » = 1, ist 7 = ~ fiir jedes v € Spg. Und (1) = 1 gilt genau dann,
wenn A —iC' = A +1C, also genau dann, wenn C' = 0. Das heift,

gz(é 154)’

Hier ist das Cayley Bild von P in Spy der Stabilisator von 1, Spyg, =
c 1Pec.

1=A

|

S0 = (g o @) =A%, ako ‘deﬁ(l)‘_l = [g-1*

Man beschréinkt sich vorerst auf die Parabolische Untergruppe, da in
diesem Falle ¥(eq) : To,;S1 — T, Sy, und somit dety(e;) definiert ist.
Fiir beliebiges r bestimmen wir zuerst die Parabolische Untergruppe:
~ 1 .
Her) = e [A —iC] ([A = iCT) = ey
I[A —iC]H

gilt genau dann, wenn die Matrix g € Sp der Form

All % B11 *

. 0 A1 * B1
I9=1 0 o0 A o
0 Cl * D1

ist. Hier sind die 11- Eintréige reelle Zahlen und die 1- Eintrage (r —
1) x (r — 1) Matrizen. * steht fiir Vektoren oder Covektoren des R 11,
Insbesondere ist dann die 2(r — 1) x 2(r — 1) Matrix

+=(c o)
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in Sp(2(r — 1), R).

Sei £ rein reell, dann ergibt (££Y) = ﬂg"g, abgeleitet nach £ in £ = &

_ 008 9498 <9696 > <7608
lg-&0” llg-&I* 1g-&I” 19-&°
Nun nimmt man eine Basis des Tangentialraumes an e;, zum Beispiel

Bel — {EI; E]; —ZE]} ,j = 2, o, Ty mlt

Y _ (0 (&)
E1 = —2161, E] = ( 6; 0 ),
hier sind &§§ € R, (&) = djx, 1 < j, k < r—1. Dies ist das Bild der
Kanonischen Basis des C"*!, als R—Vektorraum, unter der Abbildung

Y(er) (€€ 4+

(= CEL+ &
Fiir j > 2 sind
. Ay ( 0 GAr—waUt>
FE)=—— i ,
7 (er)( J) ‘AH’Q [A, — ch]g 1 0
und
- . Aqy 0 ([B1 =Dy 1)
7(61)(_ZE]) - m < [Bl . Z'DI]J—l 0 )
und fiir £y gilt

Y(e)(Er) =

An (1/A11 vt
\An!Q v 0

Die Matrixdarstellung von J(e1) in der Basis Be, ist nun
AL 0 0

), v=u(g) € R

5 A
[v(e1)]ss,, :%< Re(v) Ay B )
Al —m) ¢ Dy
Dies gibt
- 1 .
detF(er)| = —— = 76"
‘ 1 |A11|2 1

da symplektische Matrizen Determinante +1 haben. Fiir jedes r und
jedes g € P, der Parabolischen Untergruppe von Sp, haben wir also
gezeigt, dass

1
= ——, e =& =Q(&)
[9-&
wobei 7 = ¢ 1gc € Spy das Bild von g via der Cayley Transformation
ist.
Sei nun g € Sp beliebig, dann existiert £ € Kg, so dass k(7(e;)) =

‘det er)

lgfvy(el) = e;. Daraus folgt

det k(3 (e1)i(en)| = m
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wobei k, € K, das Urbild von k£ € Ky ist. Da K C Sp aus Isometrien
besteht, und so unitér ist, ist letzteres 1/ |[g-&;||*". Der Ausdruck links
ist unabhingig von der Wahl von £, und sorgt lediglich dafiir, dass lﬁ
ein Endomorphismus des Tangentialraumes an e; ist:

Da Kg C Spg lineare, sogar unitére Transformationen sind, ist k=k.
Seien ky, ko € Ko, so dass k;(7(e1)) = e, dann ist

—

m = kiky 'koy = /ﬁkg_l%;;

und durch Unitaritdt von klk_l ist

‘det k‘l’y er)

‘det kﬂ(el)

Wir kénnen nun fiir allgemeines g definieren

et F(en)| = |det k(F(er)len)]

fir k € Ko, mit ky(ey) = e;.

Seien nun u € S; und g beliebig. Es existieren ki, ky € Kg, so dass
ki(e1) = u und koVki(e1) = eq, das heifst, ko,gk1, € P, der Paraboli-
schen Untergruppe von Sp.

Wiederrum ist

det ka(7(u)F W)k (e1)
unabhingig von der Wahl von &y, k5, und wir definieren
det ()| = [det = (G )k (e1)|.

fiir u = kq(eq).
Dieser letzte Ausdruck ist

: 1 1
det i (7)) () s (e1) | = =,
| (B209k1,)-&1]] | (gk1,)-&1|
da ks, normerhaltend ist. Wir haben ‘det ?(u)‘ W, und
(gk10)-61

schreiben ky,-&, = 0. BEs bleibt zu zeigen, dass Q(o) = u:
Dies ist durch die Kommutativitiat des (-~ Diagramms gewéhrleistet.

U €1
Ekol l%:k
T .6 — kot _
ko-&1 = HESéH = O'QI—> k:(el) =u

LEMMA 4.3. — ist eine Aktion auf St.
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Beweis: Dies folgt aus der Kettenregel und beruht auf der Tatsache,
dass ~ eine Aktion auf S, ist.

—1/r

Y1 (72 (tu)) =M (t ‘det %(U) %(u)) -

K —1/r . =1/r _ e =1/r
=t ‘det Yo (u) (Y2(u)) Y1 (Fo(u) =t ‘det Y172 () T1e(u) =
=72 (u).
O
5. Der Raum L?(S%)
Sei

L2(SY) = {f St (C,messbar,/ \f]Q dp < oo} ,
st

wobei das MaR du(tu) = #"~'dtdu ist. Als nichstes zeigen wir, dass
das MaR dpu(tu) = "~ 'dtdu auf S, welches ein konstantes Vielfaches
des BildmaRes unter @ des Lebesgue-Mafes auf C"*list, invariant unter
den Transformationen 7 ist.

L*(SY) ist ein Hilbert Raum. Durch die Abbildung @ kann man jedes
f € L*(SY) mit einer (geraden) Funktion aus L?(C™") = L?(C™*!) =
L? identifizieren.

Q*
szen ~—L? (8(1:)

foQ<——f

SATZ 5.1. Die Transformation ¥ induziert eine Isometrie auf L*(S}).

Beweis:

/ |f(tu) P 1dtdu—/ ]f’y (sv)[* 5" dsdv,
R>o0 /51 R>o

durch Koordinatenwechsel, da

—1/r

t=s ‘det 3 (v) , u="%v)

und
—1/r

dt = ds ‘det ¥(v) , du = ‘det 'y(v)‘ dv.

Somit ist "~ 'dtdu = s""tdsdv.
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Wir haben also folgendes kommutierendes Diagramm:

foQog=foroQ ~— fo7v

Q*
L2 <— L*(S})

P

L2 <— L*(S})

fo@ ~— [

Dies induziert die Darstellung der symplektischen Gruppe Sp als
Isometrien des L?(S%):

THEOREM b5.2.
Sp— B(L*(SY)), g~ wlg]:wlgl(f) = for T,

mit v = ¢ ‘gc, ist eine Darstellung:

lg192] = 77 [ga].
Beweis: Dies folgt aus dem Obigen.

6. Ausblicke und Verallgemeinerung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die ~ - Operation der reellen
symplektischen Gruppe definiert, und dann durch diese und die schon
vorher betrachtete Quadratabbildung @) eine Formel fiir die ~ - Ope-
ration auf den Tripotenten beliebigen Ranges gegeben. Im Anschluss
wird grob ein Ansatz zur Weiterarbeit gegeben.

6.1. Die verallgemeinerte ~ - Operation. Die Aktionen der
symplektischen Gruppe Sp auf $* ' und C™! kénnen auf die Ein-

heitskugel von C.2 . und auf ganz (C;;i verallgemeinert werden. Sei

rg=j J

S=C,n{¢eC™ (=1}
und sei S; = S;(CLx" ), die Mannigfaltigkeit der Tripotenten des Ranges

sym

J in CgZn. Die Quadratabbildung
Q:S—S8;, ¢ CCt

ist wohl definiert und surjektiv (¢ ist ein Tripotent, da (*¢ = 1), und
bijektiv wenn man sie auf dem Quotienten

S/OR’) —§;, [¢]+~ ¢!
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betrachtet. O(R’) steht fiir die reelle orthogonale Gruppe, und die
Aquivalenzrelation ist

Cl ~ CQ <~ Cl = CQO fiir ein o € O(RJ)
BEMERKUNG 6.1. Die reelle Dimension von S/O(R/) ist

dims, $/O(RY) = dimg U(C")/U(C™7)—dims O(RY) = r*—(r—j?—2 1) _

2
(J+1 . . .
WAL 4 ojir = j) = dims s,
da S ~ U(C")/U(C"7), den Isometrien C/ — C", ist.
Im Falle j =1 ist S = $*~! und O(RY) = {£1}.

Wie auch im Falle j = 1 operiert Sp reell linear und Rang erhaltend
auf C™7
A B
C D )

und ¢ = £ +in, mit £, n € R/, Wir definieren nun eine Operation der
symplektischen Gruppe auf S/O(RR?)

Sp x S/O(R?) — S/O(RY),
9,[¢) = [g-¢(g-C"g-0) %),
hier ist § = spgso € Sp, mit sy der schon vorher betrachteten Spiege-

lung.
Diese Abbildung ist wohl definiert, da g-(Co) = (g-C)o und

7:(Co)((3-(¢0))g-(¢0)) ™2 = :¢(g:¢*g-¢) 70
fiir alle reellen Matrizen o, und
(7-¢@C7-07)gCECO7 = 1.

Wir schreiben

g-C = A + By +i(C& + D) fiirg = (

7:S/O(R7) = S/ORY), [¢] — gl¢],
mit
9l¢ =19-¢(g-¢Cg-Q)7.
SATZ 6.2.
~: Sp x S/O(R?) = S/ORY)  (g.[¢]) — 9l¢] = [7-¢(F-¢C7-¢) /]

ist eine Aktion.
Folgende Nebenrechnung ist der Kern des Beweises:
LEMMA 6.3. Seien g € Sp und ¢ € S, dann ist
(9:¢'g:¢)7"

eine reelle (symmetrische) Matriz.
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Beweis: Da ¢ € S, gilt (*¢ = 1. Durch Umschreiben dieser Bedin-
gung in & und n erhalt man:

¢¢= (& — i) (& +in) = EE— i +i'n + ',
Dies ziegt
(=1 <= {&+n'n="1undy'¢ =
Nun zeigen wir, dass (g-)*(g-¢) eine reelle Matrix ist. Da

7= ‘o T )C=(A—iC)+(~B+iD)y

ist
(G0 (9¢) = (§"(A"+iC") +n'(=B'=iD")) (A~ iC)é+ (=B +iD)n) =
= A A+C'C) e+ (B' B+D'D)n—£ (A" B+C'D)n—n' (B' A+ D'C)E.
Durch Diagonalisierung ist

(§-¢C9-Q)* e R

O
Beweis: von Satz 6.2:
Es ist zu zeigen, dass
T1=1 und hg=nhg
fiir g, h € Sp.
hgl¢) = [h-(7-¢(7-¢"g-¢) 1)
(@@ C70 )R ECE a0 ) =
R @O@CTO (@70 2Ra) RedEcgd) )™
= [hg-C(hg-C*hg-¢) V2],
da -
hg-((hg-C*hg-¢) %0 =
=hg-((7-C'g-Q) V(G50 P (heg-O)" (hg-O)(g-C"g-¢) )
mit
~1/2

0:= (hgC*hgQ)"*(g¢"a¢) " (g€ 9¢) " (hg€)" (hg¢) (g¢ g¢) )
und o € O(R’): Das obige Lemma garantiert o € R”*J und
= (hg-C*hg-Q)'/*-
(g-¢7-0) " *(G-¢7-0) P (hg-0)* (hg-() (3-¢7-¢) )™
(G:¢'g-Q) 2 (hg-Chy-¢)'? = 1.
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6.2. Eine Formel fiir die ~ - Operation auf Tripotenten.
Nun wird, genauso wie im 1 dimensionalen Fall, die Operation von %
auf den Tripotenten des Ranges j betrachtet, und fiir

5]:((1)), und Q(fJ):fJgf:eJ:((l) 8)

mit 1 jeweils der j x 7 Identitdtsmatrix, ergibt sich auch ein kommu-
tatives Diagramm

€] — €J€3 =€y

S/O(R7) —2= §;(CTxr)

IoE

$/0(R?) —= 5;(Ciy)

[9-6(9-€59-65) "] — 9-61(9-€59-€1)7H(F-€5)" = T(es)
da sich auch in diesem Falle 7(e;) leicht errechnen lédsst. Die Gruppe
K C Sp operiert transitiv auf S/O(R?) und die Kommutativitit des

obigen Diagrammes gilt fiir alle [¢] € S/O(RY). Dies gibt eine Formel
fiir die ~ - Operation auf den Tripotenten beliebigen Ranges:

SATZ 6.4. Seien g € Sp und v = ¢ 'gc € Spy und die Quadratab-
bildung '
Q:S/O®) =8, (] ('
Dann gilt fiir die induzierten Abbildungen g :S/O(R7) — S/O(R’) und
:}// : Sj — Sj
YoQ=C0Qog.

Beweis: Sei ¢ = &;. Durch die Quadratabbildung @ wird [£;] auf
ey = £;&4 abgebildet und (e ;) ist eine symmetrische Matrix, die durch
Polarzerlegung und im Anschluss Spektralzerlegung ihres Absolutan-
teils [y(es)| = (v(es)™y(es))'/?, als (j+(r—j)) x (j+(r—7)) Blockmatrix

1 0 .
(6.1) Wen) =wU( 4 )0

mit U € U(C"), geschrieben werden kann. A ist eine (r — j) x (r — j)
Diagonalmatrix deren Eintrage 1 > A;.; > A, > 0 sind.
Da y(es) = limn—eo {7(es),v(es), v(es)}" ist

Fey) = WU( é 8 )U* — WUe,U",

als (j + (r —j)) x (j + (r — j)) Blockmatrix. Die ersten j Spalten von
M = WU und U sind, genauso wie im Fall j = 1, durch die Formel 6.1
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fiir v(es) = (aes + B)(Bes +a)~" errechenbar:

Man geht genauso, bis auf ein paar technischen Feinheiten, wie im Falle
j = 1 vor. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist durch die ersten j Spal-
ten der Matrix @+ 3 erzeugt. Da U unitir ist, ist eine Orthonormalbasis
dieses Eigenraumes anzugeben. Durch Triangulation ist

Ut... .yl = ([E+B]1~~[a+§]j)T,

mit T einer invertierbaren j x j Matrix. Aus U*U = 1, folgt e, U*Ue; =
ey, dies bedeuted fiir T
(fo+ 811 |
T z (@+pB)---[a+ AT =
([a+B))
(6.2) =T"'R*RT =1,
mit R € (C:;ij.
Die ersten j Spalten von M erhalten wir durch
Dies ist dquivalent zu

(esB" +a" )M - M7 = (e;a’ + B")([@+ ] -+ [a+ B))T =

[ozt—l—ﬂt]l[@—l—g]l [O‘t‘i‘ﬁt]l[@—i—g]j

= [a! + Bt]'j[a Jr_g]l s ot + ﬁt]'j[@ “L_B]j .

[ﬁt]j+1[a + ﬁ]l ... [6t]j+1[a + 3] )
BLE4B - [FLE4BY

Die symplektischen Bedingungen sind ofed — 8*3 = 1 und S'a = o* 3,
und man erhélt
MY M = ([oH—ﬁ]l---[OH—ﬁ]j)T.

Demzufolge ist

@)

’Y(eJ):Ml...Mj —

@’y
ACEYRL
= (fa+ 6ot BT [
([ + B))*
Da T die Bedingung TT* = (RR*) ! erfiillt, mit R aus 6.2, und o+ =
A —iC ist, gilt

——

v(es) = 7-£5(9-E59-€5) 1 (G-E0)"
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Die Gruppe K operiert transitiv auf S/O(R’), da ihre Wirkung [¢] —
[k(C] ist, und sie transitiv auf S ist, so folgt

YoQ=Qoyg
auf S/O(RY).

Nun kommen wir zur Komplexifizierung von S/O(R’) und S;:
Sei ( =&+ €S, dann ist (*¢ = 1 und aus dieser Bedingung folgt

ey € : . : /0 1
(& n )J( n ) =0, mit der symplektischen Matrix .J = ( 10 )

Durch die Schreibweise
(o= (§) st dies (LJG=0.
So ist ' '
St =C,2,n{¢CeC™: JG=0}.

Tg=j
Wir definieren

(S/O(R7))" := §%/O(RY).
(S/O(R/ ))(C ist ein komplexer Raum, es gilt
A e G, ¢l e (S/OR)) = Al¢] == [A(] € (S/O®Y))".
Dies folgt aus der Produktregel, fiir A = A\; + i)q,

. A =X
A A =
(M +A2) O ( N A )CR
mit A, in der Matrix fiir die Skalaren Matrizen Ay - 1, und durch

(M )0 3 ) = e =k

Sei S}C die Komplexifizierung von §S;.
Die Quadratabbildung
A\ C
Q: (S/O®))" =87, [(Jr ¢!

ist wohl definiert und bijektiv. Die reelle Dimension von (S/O(R/ ))(C
ist
dimg (S/O(R?))" = dimg S© — dimy O(R?) =
=2(r—j)j+ 52 +1/2j(j + 1) = 1/2j(j — 1) = 2(r — j)j + (j + 1);.
Und dime S§ = j(r — j) +1/2j(j + 1), so ist anzunehmen, dass dieser
Ansatz der zu betrachtende fiir die Weiterarbeit ist.
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KAPITEL 6

Der Zusammenhang des Hilbertraum-Biindels

HI(ST) = B

Es wird zuerst ein holomorphes Hilbertraum-Biindel H — ‘3 und
dessen (projektiv-flacher) Zusammenhang betrachtet. Neu ist, dass die-
ser im Falle r = 1 in der Einschrinkung auf jede der Fasern als Summe
von einem Toeplitz-Operator und einem Vielfachen des Euler-Operators
gedeutet werden kann. Im Allgemeinen erhalten wir diese Aufspaltung,
bis auf Projektion, auf den Fasern der Unterbiindel #! — B und
Hiven — PB. Anschliefend iibertragen wir, mit Hilfe der Quadratab-
bildung @), dieser Zusammenhang und die Operatoren auf das Biin-
del H'(SY) — P und zeigen, dass auch dort die entsprechende Zerle-
gung gilt. Somit erhalten wir einen projektiv-flachen Zusammenhang
auf H(ST) — P. Schlieflich bestimmen wir dessen Kriimmung.

1. Die Hilbertraum-Biindel H — 8 und H#' — B
Wir betrachten wie in [KWO06]

H= UJeJ H Hy,
J > J

ein holomorphes Hilbertraum-Biindel iiber 7 den positiven komplexen
Strukturen welche kompatibel mit der standard symplektischen Form
w sind. Durch die Identifikation J <— ‘B die in Kapitel 1 angegeben
wird, arbeitet man mit

H= Umefp Heo He s
B > 1o
wobei die Faser iiber dem Basispunkt i € P = {w € Cogm + Imto > 0}
Hi=H(C™) = {f € LH(C™") : Vg f =0},
mit V¢ = a% — %a und Ve = % + %Ci ist. Die Funktionen oder

polarisierten Schnitte in #; sind somit der Form f(¢) = ¢(¢)e /24P,
mit ¢ einer ganzen Funktion auf C™*' und ¢ = 1/v2(& +in) = 1/V2¢,

83
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mit &, n € R (=& +in.
Die Bergman Projektion P : L? — H; ist:

f B, BN =768 [ p(Qeselent2Pac,

Crx1

Wir kénnen nun, durch die Quadratabbildung @, H;(St) und eine da-
zugehdrige Projektion RQ, definieren, so dass das wir ein kommutatives
Diagramm haben:

Q*
L, <2 12(57)

even

I, e

%ieven <Q7* %i (S(f)

hier sind
DEFINITION 1.1. Hi,ye,, ist der Unterraum der geraden Funktionen

in #;, das heiftt der Funktionen dessen holomorpher Anteil eine gerade
Funktion ist und

Hi(ST) = {f € L*(ST) : foQ € Hicyen} -

Wir werden mit einem Unterraum von H;(St) arbeiten und zwar
dem Raum H!(SY), der aus quadrat-integrierbaren Funktionen, des-

sen Erzeuger der Form e~ /2= {1 (z4*)™ mit m € Ny und a €
Clymorg(a) < 1 sind, besteht:
H!(ST) = <e_1/2“(zizi*)l/Ztr(zia*)m, a € Cll,rgla) <1,m e Ny~ =
= (e VA=l tr(za")™, 0 € Clym:T9(a) <1,m € Ng)~ C Hi(ST).
Sei
Hi o = W) =< Glb > 726 e € m e Ny) ™.

und 2z = (¢! = 1/2¢¢t. So ist das Bild eines Erzeugers tr(za*)™e™1/2%ll
via @,

< GpSTme A eyt fiir = Db,
Wir haben Q.(H{(S})) = #H{,,.,- Nun lisst sich die Bergman Projek-

tion auf die rechte Seite des obigen diagrammes iibertragen:
Das Diagramm soll kommutativ sein, so muss RQ(f) 0@ = P(foQ)
gelten, und

P(f 0 Q)(G) = e71/2F o Q(¢)e<Sle> =172k g
Crx1

Da wir, durch die Abbildung @, nur mit geraden Funktionen des L?
arbeiten ist

P(foQ)(G) = e~ /216 - fo Q(C)%(e«ilo + @—<Ci|§>)e—1/2|4|2d§ —
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= e~ /2AGP FoQ(¢)cosh< GI¢ e /2P g,
Crx1
Durch die Potenzreihendarstellung des cosh(z) = > > (2;7;, und da-
durch, dass < G|¢ >?= tr(tusv*), fir tu; = (¢! und sv = (', mit

ui, v € S1,t,8 € Ryg, erhidlt man nun

~ = tr(tuisv®)" e o
RQ flltu) =e t/2/ f(sv T o2 dsd.
(£)(t) LD Py o)
BEMERKUNG 1.2. Sei f € H!(S}), dann ist fo @ € H{ ., dem-
zufolge gilt P(f o Q) = f o @ und somit ist P2(f) = f.

Die Faser iiber einem Punkt w € B im Biindel H — P ist H,,
Hi = Ho(C™) = {f € LH(C™Y) : Vef =0, = (o}

wobei (, = 1/v/2Imw~"/%(£ —1on) ist. Genauso wie im Fall o = i kann
man die Form dieser Funktionen explizit angeben:

Hep = {@(Cm)e_l/m“"?, mitgpganz} )

Die geraden Funktionen in H,, entsprechen den Funktionen dessen ¢
eine gerade Funktion ist.
Wie im Falle i € B definieren wir nun fiir o €

Hm(SC) {f S LQ(SC) f © Q € Hmeven}

und

HL(ST) = (e Y2Eolltr(25a")™, 0 € CTXT rgla) < 1,m € Ng)

sym7

mit 2y, = (¢, und analog zu H{,  sei

,H\lveven = < m(Cm) =< Cm|b >2m 6_1/2|Cm‘7 b S (CTX17 m & N0<_.

Die Bergman Projektion von L2, auf Hieyen 1St

even

[ Pm(f)» Pm(f)(Cm) = 6*1/2\&1\2 f(C) cosh < Cm’C >€71/2|<|2dc

Crx1
und hierduch kénnen wir das Analogon auf der rechten Seite angeben:

2., <2 [3(SP)

even

P l ip‘g

Q-
Hmeven =~ Hm (8(1:)

L tr(tugsv*)"
PE(f)(tup) = e_t/2/ f(sv Le—s/2 ~ldsdv,
() - > 2n)]

n=0

flir 2 = tUyp.
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Wir betrachten ein Unterbiindel des Hilbertraum-Biindels
H — B, genauer

%éven = Ume% Htlneven Hgﬂeven ?
‘B > 10
und das Hilbertraum-Biindel
H(ST) = Uneq Hu(ST) HE(ST) .
B 3 1o

2. Der Zusammenhang des Biindels H;ven — P

In den Arbeiten [APW91|, [KWO06|, [Wit|, [Wo0092|, [Wo081]
wird ein projektiv-flacher Zusammenhang des Biindels H — 3 ange-
geben. Dieser ist in &, n Koordinaten geschrieben

o

) )Imro~ dwImi " (v, 1)] Ve )

4 Vi
wobei V¢, = a% + %Uj und V. = a%j — %53‘ sind. Der Zusammenhang
hat in { = (, Koordinaten folgende Gestalt

1 i
Vit =d+ —(vt,v;)ﬁ[(

Vi=d- iVélmm_l/Qd(E)Imm_l/QVg =

i, 0 1= o 1=

—d— (= —= mro Y2d(R0) Imwo 12 (= — =().

(3¢ = 500 T 2d(m) T2 = 50)
Im Fall » = 1 kann man diesen Zusammenhang mit einer 1 Form auf
P mit Werten in schiefhermiteschen Operatoren auf den jeweiligen Fa-
sern H,, die der Form ,Toeplitz-Operator + Vielfaches vom Euler-
Operator® sind, deuten:
Die Faser M, hat eine Basis {@b{g({m) = %6*1/2|<m‘2} , und wir

m: meNy

haben eine Basis von Schnitten des Biindels H — P: {40}, cng wep-
Der Zusammenhang V7|4, hat in dieser Basis folgende Matrixdarstel-
lung [KWO06]

Vel = () [(Seg — /T D0E+ 2o )it

+(kory — Vk(k — 1)d_o,)10"].

SATZ 2.1. Fall r = 1. Der Zusammenhang V7 eingeschrinkt auf
die Faser Hy, ist
V’:;|Hm: (T"bym + Et’h7m)|’Hm7
wobei
Tiow : L2 — Hy
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der Toeplitz-Operator mit Symbol —*(Imw) *(w(2 + t‘b*zgm), mit 1o €
Tw(B), der Tangentialraum zu B an w, und
w: Hew — He

ein, von o abhdngiges Vielfaches des Euler-Operators des holomorphen
Anteils (auf Hy) ist, welcher auf den Basiselementen vy wie folgt ope-
riert

Eo () = (Imm) Y(ro + 0" )my™.
m € Ny ist der Grad des holomorphen Anteils von 7).

Beweis: Die Matrixdarstellung der Operatoren stimmt auf der Basis
{45 (Gro) }neny, Tiberein:

T (030) = = (Fo) R CE07(G) — i(lnzm)lp(m*ziwm(cm) -

:—Zlmm Yo/ (m + 1) (m + 2)9m 2 + wo*/k Dby ),

fiir m > 2 und fiir m = 0,1 ist

Trowo (V) = — 4(Imm Yo/ (m + 1) (m + 2)ym+2,

Wir schreiben

T () (Go) = Pol— (Ton10) (0% + 10°T2) ) (Go) =

= [Tht)0 = Tyio) o) () (Gro)

hier ist

Tyt snf (G) = Pm<—§<fmm>1<mcz>f><<m>.

Auf H,, eingeschrankt ist Tjy) » der Multiplikationsoperator

Ty (Go) = —i(fmmrl(rbci)f(cm)

und sogar ein Endomorphismus des Hyeper. Auch Ey o 1455t Hipepen
invariant.
Fiir to = i schreiben wir T () w = Ty(w), T;(tb),m = Tq*(‘b) und By, = Ey,
mit v € T3(P).

Allgemein, fiir r > 1, ist es nicht genau der Euler-Operator, sondern
eine getwistete Version von ihm und es gilt eine dhnliche Formel. Wir
werden desweiteren die Toeplitz-Operatoren auf H! oder allgemein

auf Hy,.,., eingeschriinkt betrachten:

1 even’
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SATZ 2.2. Der Zusammenhang V™, eingeschrinkt auf die Faser
H! it

1 even’

V?(i) |7—L.1

leven

= Lyeeey = Loy + Exilla,,, X(1) € L),
wobei Ty x )y der Toeplitz-Operator mit polynomiellen Symbol
—1
4
das heifft, auf H; st es ein Multiplikationsoperator, Tq*(X(i)) sein adjun-
gierter, und Exgy auf einer typischen Funktion
< Glb >2m e 1/261 € !

1even

< wG|G >

< Glb >*m e 2GF %Qm < (XA)+XO))Gb >< Glo >*m ! e 1/21GT

also ein Ableitungsoperator (des holomorphen Anteiles der Funktion)
mal einen von X (i) abhdngigen Twist.

BEMERKUNG 2.3. Der adjungierte des Toeplitz-Operators ist ein
Differentialoperator [Upm83|, der eingeschrinkt auf H/

T*(X(l)) |'H1 : 7{1 — Hi

q ieven 1even

eGP 0, falls m =0
und fir m > 1

< Glb > e L2GF i?m(?m —1) < X(i)b|b >< ¢|b >2m2 e 12161

ist. Ty sy lw:_ ist eine Endomorphismus des Hipor

Um die kovariante Ableitung eines Schnittes errechnen zu kénnen,

t 8lmn~1/2 .

bestimmen wir zunéichs o

LEMMA 2.4. Sei vy € B, dann ldsst sich
OImto~1/2
o
mit der Quadratischen Darstellung der Jordan Algebra P(Imno~'/*) =

P~Y(Imw'/*) und des Inversen des Box Operators Imw'/*CImw'/*
beschreiben:
dImwo~1/2 '
—Wém o= iP’l(Imm(l)M)(P’l(Imm(l)M)(ImméMDImméM)’l).
Beweis: Sei to € ‘3, dann ist Imto diagonalisierbar und hat positive
Eigenwerte, und man hat I'mwo = Y77, \;CE;C* = 37| Aje; und fiir

Imro=1/* gilt
Imw~ Y = Z/\;Mlej.

j=1
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Mit diesem Jordan Triple Rahmen ey, ..., e, betrachten wir die Peirce
Zerlegung
Z= J Zu
j>k=1,...,r

be Y
geschrieben. Man erhilt [Loo77|
» 1 »
Imwo~ 10O m /4 i* = S (VA + V)
und
P(Imno'")P(Imno'/ ") d* = /XA 00k,
Diese Operatoren sind also ,diagonalisierbar”, mit positiven Eigenwer-

ten.
Andererseits [Ara90] ist

OImw~1/% OImno~'/?% .
dImro (1) = Z oImto () =

-1

= 2 2 e e e A

jzk=1,..,rlm=1,...r

-1 ik
:j>k;zl: VAN + V) i

.....

im Punkt 1o, wobei I'mno =7, Aje; ist. Wir erhalten

1 . dImmw~1/2 .
__Pfl T 1/4 P*l I 1/4 T m1/4|:|]' 1/4y—1 ) =

5P (Tt ) (P (ot ) (T Dot 1) ) () = S22 (1),
und das Lemma ist bewiesen.

O

Wir schreiben desweiteren
Dy = iP‘l(Immé“)(P‘l(lmm(l)/4)(Imm[l)“D[mm(l]/ H 1

und
— OImro~1/2

Wy ——|m0—
O

_ % P~ (Imrwoy*) (P~ (Imwoy*) (Imyoy *DImioy™) ™) = =Dy,

Beweis: von Satz 2.2: Wir betrachten einen typischen Schnitt
: 1 _
|2, mit G = —=Imw2(¢ — o).

V2

o (Go) =< ol > €72l
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d ist die Ableitung in v € B, und man erhilt

dq/} (Cm) =< Colb ~2m—1 efl/Q\lez.
dImr—1/2 dImro—1/2
o oo
+im(< Imwo Y2 |dwoImw Y2 > — < Imw Y2 |doTmw /b >) +

[2m < drolImn'/2|b > +2m < dolmn'/ 2, b > +

2 I 2G| L 7, > — < It v I Gy < Gl >

= [2m(< Dy (dw)Imre'/2Cylb > + < Dy (dio)Imto'/2Celb >) +
m(< Imro 2G| doImw b > — < Imwo~ /2, o Imwo ' 72b >)] 2 (o) +
[< Imw ™2 |droIm ™ 2¢, > — < Imw ™2, |[droImro~"/2(, ] ﬁjjg(gm) =
= [2m < Dy(dro — dio) Imw'/2Cylb > +
+z’m(< Imiw ' 2([droImro ' 2b > — < Imro /%, |droImwo =" 2b >) |92~ (Go)+
+— 7 [< Imw ™2 |droIm ™ 2¢, > — < Imw ™2, |droImno™"/2(, ] ﬁgjg(gm).
Im Spezialfall o = 1 ist dies

2(G) = - (< Gil(dw + dr)b > —2 < (ildrod >)yry ™ (G) +

#i«am@>—<mma»ﬁmm

da hier Imw—1/2 = %I?ﬁm = ;—ill‘b.

Die 1 - Form
(Vlt Vt) [( ") It doTmw (0, 1)] ( Ve )
) 1 ) Vn
angewandt auf 27 (Cn) =< Cplb > e=1/2¢w* ergibt

ZZm(Zm —1) < Imw~"?p|drw Imw~"/%p > U (Cw) +

+im < Imw™Y2p|dwImw 2, > z/sz Y(Co) +
- Z < Imw~ "2, |droTmw 2G> ¢ b (Cro)-
Dies erhalt man durch Ausrechnen. Somit ist
V4 (Go) =
= [2m < Dy (dw — dio)Imw'?(y|b > +

+zm<1mm Y2 GldroImro 1 2h S e (Go) +

_Z < Imro™ 2 |doImw ™ ¢, > i (Go) +
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—ZQm(Qm —1) < Imro /2b|droImro /%0 > 22 (Go).
Im Falle w = i, gilt demzufolge fiir ¢ =< ([b >2™ e~ 1/24F

m
ViU = < Gl + )b > g

1< Glo* ¢ > v — —2m(2m— 1) < blwb > ¢y ? =
= (B + Tyt — T W37
fiir w € T;(P).
([l

SATZ 2.5. Sei P! der Projektionsopemtor der auf jeder Faser Hyeopen

die orthogonale Projektion auf My, ist
P : %meven — %tlveven

Dann st
VHeven .= Pl \4&
ein Zusammenhang auf H, ., — B, der auf jeder Faser H.
VHéven H}UE’UEn_ P1 I:VH|H\1\757J677,]
ist. Insbesondere gilt fiir vo =1

?{éven
Vi e = P(Tyxay — Toxay + Exw)lae ]

(l) ieven teven
fir X (i) € T(P).

Beweis: P! erhilt die C*®-Linearitit und die Leibnizregel. Aus dem
vorherigen Satz folgt die Formel.

even]

weven

O

BEMERKUNG 2.6. Der Zusammenhang ist nicht Null.
Fiir 2t =< ¢[b > e~1/21G1" haben wir durch die Errechnungen

H(},ven 2m _
Vi Hi 1/’1,(3 -

o leven

= P1[7 < Gl(o +10*)b > T+
1 R om
1 < 1G|¢ > v+
—%2m(2m —1) < bJtob > 2]
erhalten. Der letzte Summand ist

Tyl = 227”(27” —1) < Blwob > " € H!

g(o ieven
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und, zum Beispiel im Falle, dass b ein Eigenvektor von tv + w* ist, oder
dass 1o eine skalare Matrix ist, ist auch Egy2y" € H

1even”

Da < t0]|(; > 1/427;” homogen des Grades 2m + 2 ist, ist auch

P< t0G[¢; > ¢ homogen des Grades 2m + 2. Demzufolge ist der
Zusammenhang nicht Null.

Man kann aber auch konkret V?:é”e"

21 1/)? errechnen, und dies ist

ltev

Héven — 2
vm | - Z 1£]+Ek 17£]+£k) % 07

16’1}671, ]’k 1
mit [§;]r = 0.
Nun kommen wir zum Allgemeinen Fall (r > 1,10 € B)
SATZ 2.7. Seien E‘bm,Tq(ﬁ, Yo und Tq*(Mm die Operatoren
Hl

weven

_> Hme'[}en
B (V213 (o) = [zm(< Dy (10 — 0*) T2, |b > +
+im < Imio™ 2 Gy [0 Imw = 2b >) |2 (C) =
=m < (2D (10 — ") Imw*/? + Imro~ 20" Imro ™ /%) (b >,
o - Hm — %m

i : -
oo (1) = = < T2 [0" T ™12, > 4 =

= _ itr(]mm‘l/%Imm_l/QCmenW

und T*( )07 der Adjungierte von Ty w, welcher eingeschrinkt auf
M owen €0 Differentialoperator ist, H, invariant lisst und auf Er-

zeugern wie folgt operiert

tveven

— HL

1
H weven?

q weven
om s %2m(2m 1)< Imm_l/QBhiJImm_l/Qb > p2mD () =

= i2m(2m — 1)tr(1mm_l/21ﬁ*lmm_1/25b*);/Jg(m 1) (Cm)

Dann gilt genauso wie im Falle vo = i die Aufspaltung des Zusam-
menhanges des Biindels H.,., — B, eingeschrinkt auf jede der Fasern
le

weven

V,ﬂéven |’Hl

o weven

= Pl[(T ()0 — T*( W) Ey m)|7—t
mit P! der Projektion von Hyepen atf HL

]

Wweven

tweven”

Beweis: Dies wurde in den Beweisen der Sitze 2.2 und 2.5 gezeigt.
O
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Dies ldsst sich nun via der Quadratabbildung @), und mit PZ auf
L%(S}) dibertragen:

Q*
Lz,,<——1L*S})

even

Tq(rb),ml iTl(ﬁa),m

Q-
Hmeven <~ %m (8(1:)

dabei ist, im Falle r =1
—1 P
Tl(n’a),m(f)(tum) = Pg(z(fmm) lmsz)(tum)7
und Ty ist auf Hw(ST) eingeschriinkt der Multiplikationsoperator
mit Symbol Z(Imi) 'tozy.
Und generell, ist

T (f) (t1t) = Pf(—itr([mml/%lmmmzm) F)(tus)-

Also ist Tjgp),w ist auf Hy (S(lc) eingeschrankt der Multiplikationsopera-
tor mit Symbol —Ltr(Imro '/ ?toImw 1/2z,).
Der Adjungierte des Toeplitz-Operators Tj(y)n ist tatsichlich der

Ubertrag des Operators Tq*(xb),m via der Quadratabbildung @), da

< Ty (f) 0 Qlg 0 Q >=< Ty (f 0 Q)g 0 Q >=
=< [ o QT nlg0Q) >=

< FoQIP(E < I it 26, > (0.Q)) 5=

—< 1o QIPE htr(Fo 2 T 250 )g) 0 Q >

Das heifit, dass Adjungieren mit dem Ubertrag via Q kommutieren. Es
gilt aukerdem, fiir m > 1

Ty (1 (2a) e /250 () =

= i2m(2m — Dtr(Imo~ 2 0* Imo~ 20 tr(za*) ™ Le /20|

und fir m = 0 ist
Tl* (671/2|Zm\)(zm) —0.

(1),

Ahnlich ist es fiir den Euler-Operator: Seien
EK‘b,ID . Hl — Hmeven

Weven
und

Bt Hiy(ST) = Hun(ST)
im Falle r =1 gilt

?
B o r2nm) =7

. . 8 2m . ‘
4(]7”“’)1[(m+m*)éma<Tm]el/2<m'z, mit 2 = (2meL/2nl
to
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und man definiert
' ) X oz
EQ (zme mml) — 3(Iml‘o)’l[(m + l‘n*)zm—zm Je /2wl
Dann gilt g w@Q.(f) = Q.(EL(f)): Sei f = ¢ - exp, wobei ¢ fiir den
holomorphen Anteil steht und exp der Exponentialfaktor ist. Dann ist,

fiir ¢ = Cp,
B 0 Q)(¢) = (I 10+ 10)0( (60 Q) - expoQ) () =

i T N o7
= - (Imro) ™ (1o + 1 )C[(8_¢( z) a_C a_¢( z) 3_C) Q-expoQ](¢) =
L

:%(Imm)‘l(nann'J*)C (—¢oQ expoQ)(¢) = Eww(f) 0 Q(C)-

Im Allgemeinen gilt
E\‘o,m( 3;?2) =

_ [Z((Dm(tb — 1o*) Imwo'/2 +

=1
0 < Colb >2m]6_1/2\4m|2
OCro; ’

2m e_l/QK“"Z.

+%Imm—1/2m Imwo~ "2 (o) I'm mI/Q)Cm)
!
mit
m " =< (plb >
Und man definiert
B tr(zwa”)"e 1 20]) =
= [ ((Dulso — w7 P24
k=1
+iImm1/2rb*Imm1/2)zm) M]efl/zwzmh
2 ko OZwp
dann gilt Ey, Q. (f) = Q*<Eg,m(f>)3
Em’m(tr(zma*)me—l/ﬂzm\ o Q) (Cm) —

2
- Erb,m(tr(CmC,ia*)me—l/?ICm\ ) =

T

- [Z((Dm(n'a — 10" Imro'/? +

=1

—I—zfmm*l/Ql‘b*]mm*l/Q)Cm) (Z otr(zpa*) azwpq)OQ(Cm)]el/2<m|2 _
2 1\ OZwpg  OCuy

:Cwqélp
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= [ (Dol — 07} 1mro
pyg=1
otr(zpa*)™

1 .
X Imio—Y 20" Imio—1/2 ) 3 (
+2 m m )Cm pC 7 0z

) ot et -
opgq

= [ 3 (Dol — ") o'

pyg=1
3Zmpq >] ° Q (Cm)e o

= Eg’m(tr(zma*)m6_1/2|z‘“‘) 0 Q(Cr)-

Insbesondere gilt in der reduzierten schreibweise Eg(i) L= Eg(i) im Fall
=i

+%]mm’1/2n')*1mm’1/2)zm) (
pq

Eﬁ?(i) (tr(zia*)me—l/Q\zJ) — %tr((X(i) + X(i)*)a*zi)tr(zia*)m_le_1/2|zi\.

3. Der Zusammenhang des Biindels #!(St) —

Via der Quadratabbildung ¢ ist es moglich den Toeplitz-Operator,
seinen Adjungierten und den Euler-Operator auf jeder Faser HL (S%),
in Abhéngigkeit von w € T,,(B), zu definieren, so dass das Diagramm,
versehen mit den entsprechenden Operatoren, kommutiert

Héwm ‘Hé®$y
J/ Q*
Hmeven <~ Hm (S(lc)

Dies erméglicht nun auch einen Zusammenhang auf H(St) — P zu
definieren, der sich auf jeder Faser als Projektion von Summen von
Operatoren schreiben lisst und zwar genau die, die durch die Quadra-
tabbildung schon eben definiert wurden.

Wir kommen nun zur Definition des Zusammenhanges auf 7! (St) —

P.

Fiir ¢» € H'(SY) ist, per Definition, ¢y o @ € H! . und

even

Vi (0 Q) = PN [Ty, — Tyx),. + Ex J(hoQ)) =

= P ([Tix), — Tixy, + BR)() 0 Q).

P! steht hier fiir die Projektion auf die jeweilige Faser des Biindels
HL ., und PLQ fiir die auf die Fasern des Biindels H!(S}).

even

Sei nun
HI(S‘C)

VEED () 1= Ve (0 Q) 0 Q.
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Da @ : (C”'\{0})/ {£1} — Ci,;, 1 bijektiv ist, und die Schnitte in
H! .. gerade sind, ist V') wohl definiert, und ein Zusammenhang

auf HY(ST) — B, da VHewen ein Zusammenhang auf . . — P ist.

even

THEOREM 3.1. Das Biindel H'(SY) — B trigt einen Zusammen-
hang, der eingeschrinkt auf jede der Fasern sich als Summen von wohl-
bekannten Operatoren schreiben ldsst

HI(ST x
VX(r(n) )|H},J(s$): PI’Q[TZ(X(m)),m — Ty x () T Eg(m),m] =
= [TI(X(w)),w - Tffx(m)),m + chg(m),mﬂsgfa
wober

Tixowpon () ) = PR(= (o X (1) Tnto/22) ) ) =

= —%tr(lmm_lﬂX(m)lmm_1/2zm)f(zm)

* t — * — —
Tix oo (1) (20) = P (Ftr(Imio ™ 2X (v0) Tmto ™ #Z0) f) (210),
fiir f € HY(SY) und
E}Cg(m),m(tr(zwa*)m€_1/2|zm‘)(Zm) =

= tr(a” (Dy(X (1) —X(m)*)Imm1/2+%Imm_l/QX(m)*]mm‘lﬂ)zm)mtr(zma*)m_16_1/2‘z‘“|

auf Erzeugern definiert, sind. PYQ steht fiir die (orthogonale) Projek-
tion von Hw(SY) auf HY(ST).

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass

*

P2 [Ty x (o), 0 = Tix ()0 T B 1)) = [T 0010~ T 1)) 0 B oy o) 56
das heifit, fiir alle f € HL(SY) gilt

PY(Tix () = (Tix o)y (F)) lse
und
POER o)1) = (B )0 (F) s

Die Menge der Polynome P(Z) auf dem irreduziblen Jordan Tripelsy-
stem Z = Ci lésst sich als (orthogonale) Summe von irreduziblen,
unitdren K Moduln schreiben

P(Z) = P Pul2),

mit m = (my,...,m,) € Nj, und der Bedingung m; > --- > m,. So
ein m nennt man eine Partition (der Lange r) und die dazugehorigen
P sind irreduzible unitire K Module, die aus [m| = my + -+ + m,
homogenen Polynome bestehen und die durch ein héchstes Gewichts-
polynom und K erzeugt werden [Upm83|, [UpmO8b|. Dieses ist der
Form

_ mi1—ma A\ M2—m3 m
Ay = A A ce AT
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wobei A die Jordan Determinante (Hauptminor) von
> Zip
1<i<j<k

aus der gemeinsamen Peirce Zerlegung eines Jordan Tripelrahmens ist
|[Upm86|.
Pno,...0)(Z) ist durch Polynome der Form tr(za*)™, mit a € Cg . oy

erzeugt [Upm96|. Dies gibt #,(ST) als Abschluss der Menge
Z P(myo ..... 0) (Z) |S(f ~6_1/2|Zm"

méeNg
Allgemein gilt fiir p € Py,
plse= 0, falls my >0,
da dies fiir das héchste Gewichtspolynom gilt und K transitiv auf S;

operiert.
Tix oy (t1(200") e /2500 (2) =
= —%tr([mm’l/QX(m)]mm’lﬂzm)tr(zma*)me*1/2|zm\ —
= p(z)|z=z‘u€_1/2‘zm|
mit

p(z) = —%tr(lmm’l/QX(m)Imm’l/sz)tr(za*)m € P(Z)

und
Eg(m)m(tr(zma*)me_l/mzﬂ)(Zm) =
= tr(a*(Dm(X(m)—X(m)*)Imm1/2+%Imm_l/QX(m)*]mm_1/2)zm)mtr(zma*)m_le_l/Q‘z‘“| =
= q(z)1212m671/2|zm‘
mit
_ * * 1/2 [ —1/2 * —-1/2 x\m—1

q(z) = tr(a” (D (X (t0)—X (10)*) Imto +§Im1‘o X (w) Imro~ %)z )mtr(za®)" ™ € P(Z),

was den Beweis abschliesst.

0]

SATZ 3.2. Der Zusammenhang VHED) st projektiv-flach, und seine
Kriimmung eingeschrinkt auf jede der Fasern HL (S%) ist

1 — — *
K xw), o bt 5= —gtr((P(ITmw Y3)Y (t0))(P(Imwo /%) X (r0)*)+

—(P(Imro™2) X (10)) (P (Tt~ %)Y (10)")) Ty o5,
mit P :yw— xyx der Quadratischen Darstellung.
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Beweis: Der Zusammenhang ist projektiv-flach, da der Zusammen-
hang V* des Biindels H — P8 projektiv-flach ist, und die Projektion
PY? durch Einschrinkung wegfillt.

Die Kriimmung des Zusammenhanges erhélt man durch

Kxyy=VxVy =VyVx — Vixy,

hier steht V kurz fiir den beschriebenen Zusammenhang. Wir arbeiten
mit e~ /2l ¢ HL(ST), und via der Quadratabbildung mit ¥ () =
e 1/21¢nl*

Es gilt

Tq(X(m)),m(w\%)(Cm) = _i < Cm’[mmfl/QX(m)*Immfl/QCm > P (Cn) =

_ _i > Coj[Imro ™2 X (10) It ™% Goop o (Go) =
7.k

e )
== 2 gL mw ™ X () o™ 2] (17 g, — Vg -e) (o)
7.k
und
T;(Y(m)),mTfJ(X(m))yrv (wg)(fm) =
1

= —2321 [Imro Y2 X (vo)* Imro V2] (< &4+&] (Tmro 2V (vo) Tmio~ V2)€4-¢, > +
ok

— < & = &|(Imwo ™Y () Imo ™ 2)g; — &, >0 (Go) =

==Y [Imwo Y2X (vo) Imro V2] 4 [Tmro V2V (10) I~ Y2],40 (Co) =
3k

1
= gtr(hnm””)((m)*Imm*”Irnm*mY(m)177”“1’*1/2)1/1\(33(Cm)

Der Term der Ordnung 0 in der Formel der Kriimmung, fiir ¢, ist
(Totv ()0 Tax (o)) = T x () Ty (), 0) Yy und man erhiilt

K ).y () (V) (Go) =
= %22(tr(1mm1/2X(m)*lmm1/21mm1/2Y(m)Imm1/2)+
—tr(Imw ™2 X (t0) Imto™"*Tmno ™" /2Y () Imro™"/) )8 (Gw) =
= tr((P(Tmro )Y (1)) (P(Tmmo )X () )

—(P(Imro %)X (ro)) (P (Imw~2)Y (10)*)) 5y (Go)-
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BEMERKUNG 3.3. Dies passt in den Rahmen der geometrischen

Quantisierung: Geometrische Quantisierung ist ein mathematischer Zu-
gang eine Quantentheorie zu einer gegebenen klassischen Theorie zu de-
finieren. Es sollen gewisse Analogien zwischen den beiden Theorien er-
halten bleiben, zum Beispiel die Ahnlichkeit der Heisenberg-Gleichung
im ,Heisenberg Bild“ der Quantenmechanik zur Hamilton-Gleichung in
der klassischen Physik.
Das Prozedere der geometrischen Quantisierung kann man systema-
tisch in 3 Schritte aufteilen: Praquantisierung, Polarisierung und me-
taplektische Korrektur: man startet mit einem klassischen Phasenraum,
das heifit mit einer symplektischen Mannigfaltigkeit, also eine Man-
nigfaltigkeit, die mit einer symplektischen Struktur w versehen ist.
Praquantisierung liefert ein Linienbiindel iiber der Mannigfaltigkeit mit
einem Zusammenhang, dessen Kriimmung sw ist. Dies ist nicht immer
moglich, sondern erfordert eine Bedingung an w. Nun betrachtet man
den Hilbertraum der quadrat-integrierbaren Schnitte von diesem Lini-
enbiindel. Hier kann man die klassischen Observablen praquantisieren
(Poisson Klammern werden auf Kommutatoren abgebildet). Trotzdem
ist dieser Raum ,zu grok“. Um ihn zu verkleinern wird eine Polari-
sierung, das heifst, eine zu w kompatible, fast komplexe Struktur ge-
wahlt. Dies ist eine glatte Abbildungsvorschrift der Punkte der Man-
nigfaltigkeit zu einem (integrierbaren) Lagrange-Unterraum der Kom-
plexifizierung des Tangentialraumes an diesem Punkt. So kann das
Quanten-Hilbertraum-Biindel definiert werden: es sind die quadrat-
integrierbaren Schnitte, deren kovariante Ableitung an jedem Punkt
der Mannigfaltigkeit in Richtung des Unterraumes, der durch die Pola-
risierung gegeben ist, verschwindet. Das Quanten-Hilbertraum-Biindel
ist ein Unterbiindel des Pri-quanten-Hilbertraum-Biindels. Die me-
taplektische Korrektur besteht darin, an das Hilbertraum-Biindel noch
ein Biindel von Halbformen zu tensorieren. Dies ist ndtig, um unitére
Darstellungen von gewissen Gruppen kanonischer Transformationen zu
konstruieren.

Unsere symplektische Mannigfaltigkeit ist R?", die symplektische
Form w ist in Kapitel 1 beschrieben. Man hat das Linienbiindel . —
R?", [ 2 R* x C. Als priquanten Hilbertraum haben wir in unserem
Falle H° = L?(R*") ® C, also quadrat-integrierbare Schnitte in L. Die
fast komplexe Struktur, die mit der symplektischen Form w kompatibel
ist,ist v € P +— J = J, € J. Fiir jedes J € J bzw. tv € B hat man
den Hilbertraum H, quadrat-integrierbarer tv-holomorpher Schnitte
von L. So erhilt man das ,Start“-Biindel H — PB. Fiir toq, tos €  und
einer Kurve zwischen ihnen ist der Paralleltransport in H ein unitar-
er Operator von Hy,, nach Hy,, und da der Zusammenhang projektiv
flach ist, unterscheidet sich der Paralleltransport entlang zweier ver-
schiedener Kurven um hochstens einen Phasenfaktor [KWO06]. Da die
Quantenzustinde projektiv gegeben sind, ist das physikalische System,
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welches beschrieben wird, unabhéngig von der Wahl von 1 € ‘B. Aller-
dings divergiert der Zusammenhang fiir Imw — 0. Da in [KWO06]| der
Paralleltransport entlang von Geodéiten bis an den Rand von ‘B fort-
gesetzt werden will, ist die metaplektische Korrektur notwendig und
es wird das Halb-Formen Biindel des dualen Determinantenbiindels,
dessen Fasern //\"(E;(J))* sind, Faser fiir Faser an das Biindel H
tensoriert. Der resultierende Zusammenhang auf dem Tensorbiindel ist
flach [Wo092|.



KAPITEL 7

Bogoliubov- und Segal-Bargmann-Kerne und die
Wairmeleitungsgleichung

In diesem Kapitel betrachten wir eine Folge von Bogoliubov-Integral-
kernen, welche gegen einen Segal-Bargmann-Integralkern konvergieren.
Fordert man eine Zeitabhingigkeit an die Integralkerne durch einen
Zeitparameter t, so sind diese Losungen einer (homogenen) Wirme-
leitungsgleichung in den Integrationsvariablen. Arbeitet man nicht mit
den Integrationsvariablen sondern den Bildraumvariablen und versieht
diese mit der Zeitabhéngigkeit t, so sind auch diese Losungen einer, des
laufenden 1o € P, abhingigen Warmeleitungsgleichung. Die Gestalt der
dazugehorigen Differentialoperatoren zusammen mit der Gleichung, die
der Segal-Bargmann-Kern erfiillt, gibt Anlass zur einer konkreten Er-
weiterung der Identifizierung ,komplexe Strukturen - Siegelsche obere
Halbebene® in den jeweiligen Shilov-Réandern. Diese wird hier erldutert.

1. Bogoliubov-Transformationen und die
Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten nochmals das Ausgangshiindel des vorigen Kapitels
H — J oder durch die Identifizierungen aus Kapitel 1 das Biindel
H — PB. Gegeben zwei Basispunkte 1y, 1w € B, ist die Bogoliubov
Transformation von H,,, nach H,, nichts anderes als ein Vielfaches der
orthogonalen Projektion des Raumes H,,, auf H,, innerhalb des Pra-
quantum Hilbertraum Biindels H" der quadrat-integrierbaren Schnit-
te iiber R?" [Woo081]. In [KWO06| wird gezeigt, dass die Bogoluibov
Transformation von H,,, nach H,, der Paralleltransport innerhalb des
Hilbertraum Biindels H entlang der Geodite in 3 von tvy nach tv ist.
Dies gilt auch fiir das Biindel H— B, welches durch die metaplektische
Korrektur erhalten wird [KWO06]. Vernachléssigt man die Konstanten
und die Korrekturterm erhélt man folgenden Operator

B:Hw, = Hew

‘ 2

3Gy )e Homol” iy o 3IGHE,

(&

> 3G c't>( do D )(Z‘%)
2 oS / 2
/ 6 (Grog )& 21wl B D I G/ omslmal qv (¢,

101
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Hier stehen A, By, und D, fiir

Ay = 1-— Immo%%(mo - m*)—llmmo%,
B, = ImmO%Qi(mo — m*)—llmm%,
Dy = 1— Imw?2i(toy — w*)~ Imro?,

und die Variablen (y,, ¢, sind

_1
Cog = \%Imm(ﬂ(f—m;‘)n), mit &, ne R,
Gy = Jplmwa(¢ —w'y), mit &,y € R".

Wir betrachten nun, inspiriert durch |[Hal00|, |[HL|, fiir festes t > 0,
den Operator
Bt : Hmo - Hl‘n
-3 : 1 _ Ly 2
QS(CIUO)Q 2’Cm0’ — W@ 31 l”,
Am/2t2 Bw/2t ) (EmO)

1 2 (E;O,C'fn)( (B /Qt)t D /2 CI 1 2
/ B(Gog)e 21mol e ® w/2 IR el qy (G)

1
(2t)7
der also den Integralkern K5

« ?t)( Ay /2t By /2t )(gjo>
woos 1w B;;/Qt D:<U/2 </m

« ?t)( A /267 By /2t )(gjo)
wg3S B;;/Qt _D;;/2 Clm 6_%

g

< B(Guo)e 2100l e3P

B ! - 1
Km(cmovcmvt) - (2‘5)7"

besitzt, und fiir den Parameter t = 1, dem Operator B, ein Vielfaches
des Bogoliubov Operators, entspricht.

SATZ 1.1. Fiir jedes (., erfillen die Funktionen K& ((w,, Ch,t) die
Differentialgleichung

Sk = (50) (g ) = 5 ()%

Beweis: Da

0 \*( 0 N 0
iy = (@) (agmo) B ;(agmoj) (agmoj)’

errechnen wir

1 2 1 2

37 2 o ) = (i, o0,

oKE - : " g '
aCmm (Cmoa Cm; t) = (_%Cmoj + Q%C;()Amej + 22_tC mBmej)’CSj (Cmm Cma t)
0j
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und
OICB

(Cmm Crm ) = 2( 4{’ |<mo| M%C;()A;ﬁvcwo_zlt% ’li)oEmCt{U)ICS(CWOJ Crlnv t)

So erhalten wir 5 5
zj:(@?moj) (agmoj)lcg -

= 2 (=3 (= 37Gm03) (=35 F 3G A + 5 Bre)) Ky =
J

0
ot

Conl? = G A Gy — 25C"% Bon K = ( )/cs

O

—(_r . 1
_( 2t+4t2

2. Segal-Bargmann-Transformationen

In Kapitel 1 wurde die Identifikation der positiven Lagrange-Unter-
rdume mit den positiven, kompatiblen komplexen Strukturen J erlau-
tert. Reelle Lagrange-Unterrdume konnen mit dem Shilov-Rand von
J identifiziert werden. In [KWO06] wird das durch die metaplektische
Korrektur erhaltene Biindel auf den Shilov-Rand von J oder P erwei-
tert. Insbesondere ist {iber dem reellen Lagrange-Unterraum

Mo — {(5/777/) c RQT . fl — 0}
die Faser H,y,, welche als L?(R") gedeutet wird, wobei allerdings die
Elemente noch mit einem Phasenfaktor versehen smd GGenauer, schrei-

ben sie sich als ¢ = ¢(x )62’f " wobei ¢ € L%(R") und wobei e2§’t U
der genannte Phasenfaktor ist.

Wir schreiben H, kurz fiir H,,, und betrachten, fiir festes t € R.y den
Operator

St :%mo — HO

1 2 1
¢(Cmo)e 5 |Cm0| —

(2t)7

: @ (Byjany Dos2 I\E

igrt 1
65577.

C\\W 0

e 51wl a1V (Guy).

[ ou)e

Hier sind

lv\»—l

Ay = 1— (2Imwog)?i(rog)~L(2Imrog)?,
1
By = (2Imtyg)?i(toy)~"
DO — —i(mo)_l
Dieser Operator ist ein Vielfaches des Segal-Bargmann-Operators, fiir

den Parameter t = 1. In diesem Fall erhilt man fiir oy = i die iibliche
Segal-Bargmann-Transformation.
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Wir bezeichnen mit K8 = K%((y,, &, 7', t) den Integralkern des
Operators Sy, d.h.

Az /2t2 By/2t ) (gmo)

3 (G; 7€,t)( * * ! .
K% (Crog, €1, 1) = (21) e5€ ¢ ° B;/2t  Dg/2 ¢ e—%|4m0|2.

SATZ 2.1. fiir jedes £,n' erfiillen die Funktionen K (Cw,, &'\, 1)
die Differentialgleichung

% = (50) (o = 3 (50

Beweis: Wir errechnen

aICS 1 S TR
ac (Cmoag 77 t) ( Q_tCmoj)}C (Cmo>5>77>t)>
m()]
8/C 1+ 2t * 2 1t ox S o
aé— (Cmmg 7] t) (_ﬂgm0j+21;_2<m0140€j+ﬂ£ Boej)IC (Cmmfﬂ];t)
IDOJ

und
oKs

W(gmm €I7 nla t) = 2(;_11;+4% |C1U0 |2_%C;OASCUJO_Ml?gzzogmgl)’(:s(cmoa é_la 77l7 t)

Daraus folgt

() (e -

Cm()]

- Z(_% + (_%Cmoj)(_%anoj + Qt%CmoA*eJ + fltB*eJ))KS -
J

1t % 0
- (_L 4tz |Cmo| 4%3&;0‘43(% - %5 tBOC‘UO)’CS - (&>K§.
U

Wir schreiben die von tv abhédngigen Exponenten der Integralkerne
KB und K¢ explizit in &, 7' um und erhalten fiir X5

e, BB B () -

(Cmoaglt 77 )MB\U <<m0> )

wobei Mp,, die Matrix

Ar 242 (2Imm0)1/22z(m’5 — o)t (2Imm0)1/22z( — 1) '
(—%(ﬂmmo)l/%(mo )~  3(mf — )~ —5((wg — )"0 + 3)
(g7 (21mwg)'*2i(r05 — 10) ")’ —%((mo m) "o+ 5)f %(m + (v — 1v) ')
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ist.
Fiir ¢ erhalten wir

%gltnl + (C‘i’o’g% %Sg//sz %3//2; )(Cgo) =

G
e (7).

mit
A /2t? — 5 (2Imiog) 22ir0g* 0
Ms = | (—Z(2Imwg)"/?2iro,*)" I o * —:
0 —1i 0

4

Lisst man v gegen o im Rande streben, so konvergiert K2 punkt-
weise gegen K°, wie im Fall t = 1, da

to—0,Imi>0

Mg, Ms.

Dies impliziert die punktweise Konvergenz der dazugehorigen Opera-

2
toren angewandt auf jede feste Funktion ¢(Cm0)efé|g“’0| eines dichten
Unterraumes des Hy,, [FK94|.

Die Differentialgleichung ist in gekiirzter Schreibweise

. 1
DCNO = agmo aCmO = 581;

und diese lautet in &, Koordinaten geschrieben, wie folgt

@) (G -0

mit
I = ( RewgImiy' —Imwwg — RewgImivg ' Rewog ) B
o Imio,? —I'mt, ' Retog N

B Z( 14 2wf (g —f) 1 —2mg(tog — ) o} )
2(roy — o) ! —2(tog — ) ol —1 /-

Aus Kapitel 1 ist Jy,, das Element in

j:Spﬂ{JQZ_l}m{(—ol (1)>J>0}’

welches mit g € P identifiziert wird.
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3. Variable Wirmeleitungsgleichungen

In diesem Abschnitt arbeiten wir nun mit den Bogoliubov und
Segal-Bargmann Integralkernen in den Verdnderlichen ¢/, und verse-
hen diese dementsprechend mit t. So erhalten wir die Funktionen

(Zt C’t )( Am/2 Bm/zt ) (Zmo)
R0 I\ (B /2t)t Dy/2t* J \ ¢

2

,l|<
G |U0
e 2 5

1,7 12
efﬁ‘ém‘ e

B 1
t) =
Nm(€m07£7777 ) (2t)r
mit ¢, = Lzlmmfl/?(f’ — w*n') und

f
<an07£’t>< Ag/2 - By/2t ><<'°0)

NS(Cmmfla n/’ t) _ 62%5”577’6 BS/Q’E D0/2t2 ¢ 67%‘0”0‘2,
(2t)"
mit
A, = 1- ImmO%Qé(mo — m*)—llmmo% Ay = 1-— 2[mm0%z’(m0)—121mm0$
B, = ImmO%Qi(mo — m*)—llmm% B, = 2[771111051'(11)0)—1
Dy = 1—Imw?22i(oy—w*)mr? Dy = —i(tog) .

Analog zu den KE, K¢ Funktionen erfiillen auch MZ und N Dif-
ferentialgleichungen:

SaTz 3.1. NE ist Losung der Differentialgleichung in &', n'

(et el (%) =0

und N ist Lésung der Gleichung

(o0 (0 %) (% o)) =o

Jiw ist das Element in J welches mit v € P identifiziert wird:

7o ( RerwoImw™' —Imto — RerwoImw ™' Rew )
W Imw™! —Imw™! Reto

B ( 1+ 2w*(lo —*)!  —2w(o — to*) o* )
- 2(to — ro*) ! —2( — *) o* -1/

Beweis: Genauso wie im Beweis des Satzes 1.1 und durch 2.1 erhélt
man, dass N5 Losung der ersten Differentialgleichung ist.
Fiir die zweite Aussage des Satzes errechnen wir
aNS o i ! * 2 1t 24 . —1 S 1o
a—gl(Cmo;f 1l 7t) = (ZT}] + CmoﬂBoej - f 2t_2m0 e])N (Cmoag 1 7t)7
j
ON'S
a—(<m07 €l7 nIJ t)

;

()N (Coo, €11 1),

und

aNS !/ ! —r q 1 -1 * ! ! 4 — ! ! !
o oo €1, 8) = 2(5E 5" € =G 7 Bo + 50y '€ )N (G €1 ).
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So erhalten wir

1
Y g 0y N® = 5at/\/S.

J

OJ

Lisst man to gegen o im Rande streben, so konvergiert A8 punkt-
weise gegen N¥, genauso wie im Fall von K8 und K.

Dies fiihrt zur folgenden Fragestellung: Kann man durch Identifika-
tionen bzw. durch Erweiterung der Identifikation aus Kapitel 1 einen
Limes in Sp® definieren, so dass

to—o0,Imiw>0 7 0
g, o ( )?

0 —

Konvergieren die Differentialoperatoren in irgendeinem Sinne? Wie ist
dieser Limes zu interpretieren?
Die erste Frage werden wir noch in diesem Kapitel beantworten.

4. Realisierung des Shilov-Randes von J in Sp©
Die Identifikation
o € ;B — Jm ceJ <+ E,Z(Jm) € LGrT((CQT)>0

aus Kapitel 1 ist iiber die +i-Eigenrdume erfolgt. Nun geben wir eine
konkrete Realisierung des Shilov-Randes der positiven, kompatiblen
komplexen Strukturen

_ 2 0 1 )
J=Spn{J2= 1}m{( S ) o
welcher sich mit den reellen Lagrange-Unterriumen des C*" identifizie-

ren lisst, in Sp® an.

THEOREM 4.1. Die Menge
{J esp P =—1,7 =7, 7 :—J}
lisst sich mit den reellen Lagrange-Unterriumen des C*" identifizieren.

Beweis: Sei 7 € Sp®, mit J* = —1, J symmetrisch und schief-
hermitesch. Wir zeigen, dass dann die 4i-Eigenrdume von J reelle
Lagrange-Unterrdume sind, die auflerdem transversal zueinander ste-
hen. Durch die Bedingungen J € Sp® und J° = —1 folgt

B,C symmetrisch
A B . AlC = CA
7= _y) mit BA' = AB
~A2—-BC =1
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Durch die Symmetrie von J gilt
A B symmetrisch
J:(g_BA) mit BA = AB
—A2-B? =1
Seien nun

E_(7)= <[ Z ]j>j:1,...,p Ei(T) = <[ ; }j>j=1,~~,¢b

mit p + ¢ = 2r. Dann ist

und da
folgt

Das heifst, dass
b 1J
<[ ] >j:1,...,p C Ez(j)a

—a
insbesondere, dass ¢ > p. Analog erhélt man p > ¢ und

0 = 5 = B,

—a

E_;(7) und E;(7J) sind Lagrange-Unterriume, da J € Sp® gilt

jt(—01 é)j:(—o1 é)
und so folgt

(“t’bt)jt< —01 é>j< b ) :(“t’bt)< —01 (1))< b ) =0

Auferdem sind E_;(J) und E;(J) reelle Lagrange-Unterrdume, das
heif’t, sie besitzen reelle Erzeuger: Da

7(5)=-i(3)
ergibt sich durch Konjugation und dadurch, dass J symmetrisch ist
7(5)=i(3)==7(5)

Hier erst wird die Bedingung genutzt, dass J schief-hermitesch ist. So
erhélt man
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und man kann reelle Erzeuger finden.
Hat man nun einen reellen Lagrange-Unterraum

<|: Z :|]>j:1 ..... T das heillt a'b = bta,

so definieren wir J durch
a

B = ¢ s md B(7) = (|

J ist wohl definiert, da

(at bt )(a b)_(ataertb 0 )>0

bt —at b —a )~ 0 ata + b'b '

Es ist klar, dass 7% = —1. Desweiteren gilt J € Sp* mit 7' = 7 und
J* = —F, wie sich durch

b oanN/i O ata + b'b 0 Lot —at
j_(—a b)(O —z)( 0 atcH—btb) (at bt )’
das heifst
g _ ( A B ) it A = ib(ata+b'b) " —da(ala + b'b) " ta
“\B -4 ) "™ B = —ib(aa+b'b) 'a —ia(ala + b'b) bt

zeigen lasst.

J
:| >j:1,...,7’"

O

Durch diese Realisierung lisst sich auch der Shilov-Rand von 3
S (P)={ueR* v =u}
in der Menge
{res®:r=-17'=7,7" =7}
realisieren:
KOROLLAR 4.2. es ergibt sich folgende Identifikation:
we F(P) ¢ Tu € {J eSpC:J2:—1,Jt:J,J*:—J},

wobet J, durch

definiert ist.

Beweis: Dies folgt aus dem vorherigen Theorem und der Tatsache,
dass

<[ 111 ]j>j:1,...,r und <[ —1u :|j>j:1,...,r

reelle Lagrange-Unterrdume sind, die transversal zueinander stehen.
O
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5. Die Konvergenz der .J,

Im Abschnitt 3 wurde gezeigt, dass die Funktionen N5 (Cy,, &7/, t)
der Differentialgleichung

) (05 D)%) =

geniigen und dass ./\/S(Cmo, &, n',t) Losung der Gleichung
(@2)((5 %) (L 9)) (o)) =

I 0
NE(Cogs €,771,8) "7 287 NS (G, €317, 1)

stellte sich die Frage ob in irgendeinem Sinne

ist. Da

to—o0,Imio>0 ) 0
T ( i )?

0 —i
Fiir diese haben wir jetzt eine Antwort: Durch die Identifikation v <—
Jw, und da ro gegen den Shilov-Rand () strebt, bietet es sich an
mit dem dazugehérigen positiven Lagrange-Unterraumen E_;(.J,) zu
arbeiten. Diese konvergieren in LGr, (C?') gegen einen reellen Lagrange-
Unterraum

und dieser ist durch

j:(é —Oz)

BEMERKUNG 5.1. J ist unter der Abbildung — ()" abgeschlossen,
und falls (Jy), € J mit

realisiert.

I 2 T e A (T)

via der obigen Identifikation, so gilt auch
I gt =T e 2.

Die Fragen beziiglich der Konvergenz der Differentialoperatoren
sind noch offen und ihre Antworten schreiten iiber die Grenzen dieser
Arbeit hinaus. Es bieten sich schwache Konvergenzen, wie die schwache*-
Konvergenz oder die schwache*-Konvergenz auf Sobolev-Raumen des
Typs H?! an
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