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Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit Hyperbolizitit im projektiven Raum. Fiir kompakte Man-
nigfaltigkeiten und alle hier betrachteten quasiprojektiven Félle bedeutet Hyperbolizitit ei-
ner Menge X, dass jede ganze Abbildung f : C — X konstant ist. Grundséitzlich gibt es
bei der Frage nach Hyperbolizitdt zwei Klassen von Resultaten: einerseits die Konstruktion
von Beispielen fiir hyperbolische Hyperflichen bzw. hyperbolische Komplemente (siehe u.a.
[Shi-Zai02], [Zai03], [Duv03]), andererseits den Beweis der Kobayashi-Vermutung. In dieser
Arbeit untersuchen wir Spezialfille der Kobayashi-Vermutung, welche erstmals 1970 von Ko-
bayashi formuliert wurde [Ko70].

Vermutung 0.0.1 (Kobayashi). Eine generische Hyperfliche in PN (C) vom Grad d ist hy-
perbolisch fiir d > 2N — 1 bzw. hat ein hyperbolisches Komplement fiir d > 2N + 1.

Generisch bedeutet, dass die Hyperfliche im Komplement einer Zariski-abgeschlossenen Men-
ge im Raum der Hyperflichen von gegebenem Grad d liegt. Kobayashi hatte die Vermutung
urspriinglich mit der Behauptung ,, von geniigend hohem Grad® statt konkreter Schranken
aufgestellt. Spater wurde von Zaidenberg gezeigt, dass diese unteren Schranken die optimis-
tischsten sind, indem er fiir die Falle d < 2N — 2 bzw. d < 2N entsprechend nichthyperboli-
sche Beispiele konstruierte [Zai87]. Tatséchlich sind die beiden Aussagen aus der Kobayashi-
Vermutung (der kompakte und der nichtkompakte Fall) eng verbunden, da sich die Hyperbo-
lizitit des Komplements einer Hyperfliche durch Uberlagerung auf die Hyperbolizitéit einer
héherdimensionalen Hyperfliche zuriickfiithren ldsst. Siu konnte die Kobayashi-Vermutung fiir
den kompakten Fall im Jahre 2002 fiir sehr hohe Grade positiv beantworten ([Siu02], [Siu04]).

Satz 0.0.2 (Siu). Eine generische Hyperfliche geniigend hohen Grades in PN (C) ist hyper-
bolisch.

Die Bemiihungen, den Grad der Hyperfliche nahe an die vermutete Grenze herabzusenken,
sind weiterhin zahlreich: So wurde von Demailly und ElGoul bzw. McQuillan gezeigt, dass
eine sehr generische Fliiche in P3(C) vom Grad > 21 bzw. > 36 hyperbolisch ist, [Dem-EIG00]
bzw. [McQ99]; diese Grenze wurde vor kurzem von Paun auf > 18 verbessert [Pau05]. ,,Sehr
generisch® bedeutet, dass die Hyperfliche im Komplement einer abzihlbaren Vereinigung
Zariski-abgeschlossener Mengen im Raum der Hyperflichen von gegebenem Grad liegt.

Fiir den nichtkompakten Fall zeigte ElGoul, dass das Komplement einer sehr generischen
Kurve in P?(C) vom Grad > 15 hyperbolisch ist [E1G03]. Fiir mehrkomponentige Kurven
in der projektiven Ebene sind die Voraussetzungen an den Grad noch besser bzw. erreichen
sogar die vermutete Grenze von Grad 5 (vgl. [DSW95a], [Ber-Duv01], [Rou03]). Die in den
meisten Beweisen verwendeten Jetbiindel-Methoden sind sehr komplex und lassen sich nur
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2 EINLEITUNG

schwierig auf hohere Dimensionen verallgemeinern (fiir eine ausfithrliche Beschreibung der
Methoden siehe [Dem97]). Berteloot und Duval hingegen gelang es 2001 mit relativ elemen-
taren Methoden, die Hyperbolizitit des Komplements einer generischen dreikomponentigen
Kurve in der projektiven Ebene mindestens vom Grad 5 zu zeigen [Ber-Duv01] (vgl. Satz
5.1.1): Sie benutzen das Umparametrisierungslemma von Brody, das die Konstruktion von
ganzen Kurven beschrinkter Ableitung ermoglicht.

Lemma 0.0.3 (Lemma von Brody). Sei X eine kompakte kompleze Mannigfaltigkeit (verse-
hen mit einer hermiteschen Distanz) und D C C die offene Einheitskreisscheibe. Sei (fn)neN
eine Folge holomorpher Abbildungen f, : D — X und gelte |df,(0)| — oo. Dann existiert
eine Folge von Umparametrisierungen (8p)nen von C, so dass (fn 08n)nen nach Herausnahme
einer Teilfolge gleichmdf$ig auf Kompakta gegen eine ganze, nichtkonstante Kurve g : C — X
konvergiert. Auferdem hat g beschrankte Ableitung.

Berteloot und Duval erhalten durch geeignete Umparametrisierung einer ganzen Abbildung
f: C — P?(C)\C einen Limes, der algebraisch entartet ist in einer explizit bekannten Kurve
I'; in einem zweiten Schritt wird die Lage von I' zur urspriinglichen Kurve C als nichtge-
nerische Situation erkannt und somit Hyperbolizitit gezeigt. Wesentliches Hilfsmittel in die-
sem Beweis ist der Satz vom exponentiellen Limes, mit dem sich zu einer ganzen Abbildung
f : C — PN(C), welche die Koordinatenhyperebenen meidet, durch Umparametrisierung ein
Limes von linear-exponentieller Form h(z) = [cpe®? : ... : cye®V?] konstruieren lisst.

Die Methode von Berteloot und Duval kann allgemein verwendet werden, um die Hyperboli-
zitit des Komplements einer mehrkomponentigen Varietit V = Ule V; in PV (C) zu beweisen.
Man nimmt an, es giibe eine ganze, nichtkonstante Kurve f : C — PV (C)\V, welche diese
Varietit meidet. Aus dieser Abbildung konstruiert man eine Folge von Abbildungen f,,, wel-
che ebenfalls V' und mit wachsendem n immer weitere Punkte meiden. Nach dem Lemma von
Brody konvergiert eine Umparametrisierung dieser Folge gegen eine ganze, nichtkonstante
Abbildung g. Das Bild ¢g(C) dieses Limes liegt nach Konstruktion der Folge (fy), jedoch in
einer hyperbolischen Menge, so dass g konstant sein muss, ein Widerspruch.

Ziel dieser Arbeit ist es, weitere Anwendungen fiir das Umparametrisierungslemma und die
Methoden von Berteloot und Duval zu finden. Allgemein werden projektive Riume bzw.
Hyperflichen betrachtet, aus denen Konfigurationen von mehreren Hyperebenen und Hyper-
flichen herausgenommen werden.

Wir erweitern Berteloots und Duvals Ergebnis zum exponentiellen Limes auf den Fall des
Komplements von weniger als N + 1 Koordinatenhyperebenen und erhalten einen partiel-
len exponentiellen Limes, der in den entsprechenden Komponenten von linear-exponentieller
Form ist (siehe Satz 2.2.1).

Des Weiteren betrachten wir Sétze von Green zur algebraischen Entartung von ganzen Ab-
bildungen in Fermatvarietiten bzw. in deren Komplement [Gre75a]: Eine ganze Abbildung
in eine Fermatvarietit (bzw. in deren Komplement) in PV (C) vom Grad d > N? — 1 (bzw.
d > N? + N) ist algebraisch entartet in einem linearen Unterraum der Dimension [%]
(bzw. [%] ). Wir untersuchen ebensolche Abbildungen, die zusétzlich eine gewisse Anzahl von
Hyperebenen meiden; hier kénnen wir fiir schwéchere Bedingungen an den Grad der Fermat-
varietéit ebenfalls lineare Entartung folgern. Es gelingt uns, Greens Aussagen mit den auch
von ihm verwendeten Methoden der Nevanlinna-Theorie zu verallgemeinern bzw. zu verbes-
sern (vgl. Kapitel 3). Die Methoden von Berteloot und Duval lassen sich in dieser Situation



nicht anwenden: Der Satz vom (partiellen) exponentiellen Limes liefert lediglich algebraische
Entartung eines Limes einer ganzen Abbildung, aus der man nicht notwendig algebraische
Entartung der Kurve selbst erhélt. Die Resultate zu Fermatvarietiten werden wir im vierten
Kapitel auf Hyperflichen von allgemeiner Form iibertragen; in diesen Fillen erreichen wir
algebraische statt linearer Entartung.

Als Hauptresultat beweisen wir die Hyperbolizitit des Komplements einer generischen sechs-
komponentigen Fliche in P3(C) mindestens vom Grad 7 mit den Methoden von Berteloot
und Duval.

Satz 0.0.4. Se: V = U?:o V; C P3(C) eine generische Fliche mit sechs Komponenten V; vom
Gesamtgrad d > 7. Dann ist P*(C)\V hyperbolisch.

Dabei gehen wir in drei Schritten vor: Zu einer ganzen, nichtkonstanten Abbildung f: C —
P3(C)\V in das Komplement einer generischen sechskomponentigen Fliche V = (J5_, Vi wird
ein ganzer, nichtkonstanter Limes g konstruiert, der die Fliche ebenfalls meidet. Genauer
wird nach Abbildung von P3(C)\V in P3(C)\{Koordinatenhyperbenen} ein Limes von linear-
exponentieller Form gebildet, der sich auf g zuriickziehen ldsst. Es wird gezeigt, dass der
Limes g algebraisch entartet ist, d.h. enthalten in einer Fliche W, deren Form explizit be-
kannt und von den V; abhéngig ist. In einem weiteren dimensionsverringernden Schritt erhélt
man durch ein Resultat von Green algebraische Entartung des Limes in einer algebraischen
Kurve I'. Diese Kurve darf die Fliache V jedoch lediglich in zwei Punkten schneiden. Man stellt
fest, dass eine nichtgenerische Situation vorliegt und erreicht so einen Widerspruch. Folglich
existiert keine ganze, nichtkonstante Abbildung f in das Komplement von V, und P3(C)\V
ist hyperbolisch.

Obiger Satz zum Komplement einer generischen sechskomponentigen Fliche in P3(C) ent-
spricht dem Resultat von Dethloff, Schumacher und Wong zum Komplement einer generischen
vierkomponentigen Kurve in der projektiven Ebene [DSW95a]. Ebenso ist es uns gelungen,
den Fall des Komplements dreier Quadriken in P?(C) aus [DSW95b] auf den dreidimensiona-
len projektiven Raum zu iibertragen:

Satz 0.0.5. Sei V = U;'l:ovi C P3(C) eine generische Fliche mit fiinf Komponenten V;
jeweils mindestens vom Grad 2. Dann ist P3(C)\V hyperbolisch.

Mit der Methode des exponentiellen Limes kénnen wir auch im Fall von fiinf Komponenten
algebraische Entartung eines Limes g in einer Fliche W folgern. Oben erwihntes Resultat von
Green lésst sich hier jedoch nicht anwenden. Fiir den Beweis der Hyperbolizitit miissen wir
vielmehr auf einen Satz von Noguchi und Winkelmann zuriickgreifen, der direkt algebraische
Entartung in einer Kurve liefert. Der letzte dimensionsverringernde Schritt — die Hyperboli-
zitét von I'\V fiir eine generische Kurve I' — erfordert die (nicht optimale) Bedingung an den
Grad der Hyperfliche V.

Im ersten Kapitel wird zum einen Hyperbolizitit definiert und das Umparametrisierungslem-
ma von Brody erldutert. Zum anderen werden erste Beispiele hyperbolischer Hyperflichen
bzw. hyperbolischer Komplemente von Hyperflichen gegeben sowie algebraische Entartung
als notwendige Bedingung fiir Hyperbolizitéit eingefithrt. Auflerdem werden einige Resultate
zum Schnittverhalten projektiver Varietidten zitiert.

Im zweiten Kapitel werden wir den Satz vom exponentiellen Limes von Berteloot und Duval
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auf Kurven, die lediglich eine bestimmte Anzahl von Koordinatenhyperebenen meiden, ver-
allgemeinern.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit Hyperbolizititsbetrachtungen rund um Fermatvarietiten. Fir
ganze Kurven, die eine gewisse Anzahl von Hyperebenen meiden und zusétzlich entweder in
einer Fermatvarietit oder in deren Komplement liegen, wird abhéngig vom Grad der Varietét
lineare Entartung bewiesen; dies sind Verallgemeinerungen bzw. Verbesserungen von Resul-
taten von Green.

Das vierte Kapitel iibertrigt die Aussagen des vorigen Kapitels zu Fermatvarietéiten auf Hy-
perflichen von allgemeiner Form. Hier l4sst sich abhingig vom Grad der Hyperfliche alge-
braische Entartung von ganzen Abbildungen folgern.

Im fiinften Kapitel wird die Hyperbolizitit des Komplements einer generischen sechs- und
fiinfkomponentigen Fliiche im P3(C) bewiesen. Wir verwenden dabei elementare Methoden
im Sinne von Berteloot und Duval, zeigen aber auch die Moglichkeit auf, das Resultat fiir sehr
generische Flichen durch Kombination anderer, bekannter Ergebnisse zu erhalten. Das Kapi-
tel endet mit einer kurzen Beschreibung der Probleme, die bei vier Komponenten auftreten,
und einem Ausblick auf mégliche Verallgemeinerungen auf hohere Dimension.



Kapitel 1

Grundlagen

Fiir kompakte komplexe Varietdten gibt es verschiedene Beschreibungen von Hyperbolizitit.
Die vielfdltigen Zusammenhéinge mit mehreren Gebieten der Mathematik lassen sich gut am
Beispiel einer kompakten Riemannschen Fliche C verdeutlichen; fiir diese ist ,,Hyperboli-
zitdt“ gleichbedeutend mit jeder der folgenden dquivalenten Eigenschaften, welche sich alle
auf héherdimensionale Mannigfaltigkeiten verallgemeinern lassen:

(i) Jede ganze Abbildung f : C — C ist konstant (Brody-hyperbolisch).
(ii) Die Kobayashi-Halbdistanz d¢ ist eine Distanz (Kobayashi-hyperbolisch).
(iii) C wird universell iiberlagert von der Einheitskreisscheibe D C C.
(iv) C hat Geschlecht > 2.
(v) C trigt eine Metrik mit konstanter negativer Kriimmung.
(vi) Das Kotangentialbiindel von C' ist ample.
(vii) Ist C iiber einem Zahlenkorper K definiert, so hat sie endlich viele K-Punkte (Faltings).

(viii) Die Dimension der plurikanonischen Reihe h?(C,mK) wiichst linear in m.

In dieser Arbeit benutzen wir in den Beweisen hauptsichlich Brody-Hyperbolizitit, in al-
len betrachteten Fillen folgt daraus jedoch auch Kobayashi-Hyperbolizitit. Wir fithren diese
Begriffe im Folgenden ein und zeigen, wie sie iiber das Umparametrisierungslemma von Bro-
dy zusammenhingen; eine detaillierte Einfithrung in die Thematik ist in [La87],[K098] und
[Ko70] zu finden. Zudem werden wir in diesem Kapitel erste Beispiele von hyperbolischen
Hyperflichen bzw. von Hyperflichen mit hyperbolischem Komplement geben. Eine notwen-
dige Bedingung fiir Hyperbolizitit ist algebraische Entartung einer jeden ganzen Kurve in
die entsprechende Menge hinein; auch hierzu werden Beispiele aufgefithrt. Auflerdem wer-
den FEigenschaften von projektiven Varietiten, wie z.B. das Schnittverhalten von Kurven und
Hyperflachen, erlautert.



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.1 Brody-Hyperbolizitit

Definition 1.1.1 ((Brody-)hyperbolisch). Sei X eine kompleze Mannigfaltigkeit. Eine Teil-
menge A C X heifst (Brody-)hyperbolisch, falls es keine ganze, nichtkonstante Abbildung
f:C— A gibt.

Die einfachsten Beispiele fiir hyperbolische Mengen erhélt man aus dem Satz von Liouville:
Jede beschriankte Menge in C ist hyperbolisch, z.B. die Einheitskreisscheibe D C C.

Die Riemannsche Zahlenkugel P'(C), die komplexe Zahlenebene C und die punktierte kom-
plexe Zahlenebene C\{0} sind nicht hyperbolisch, da man hier beispielsweise mit der Ex-
ponentialabbildung eine ganze, nichtkonstante Abbildung findet. Nimmt man jedoch weitere
Punkte heraus, erreicht man Hyperbolizitét:

Satz 1.1.2 (Satz von Picard). P'(C)\{drei verschiedene Punkte} ist hyperbolisch.

Fiir den komplexen Torus findet man dhnliche Aussagen: Der komplexe Torus selbst ist nicht
hyperbolisch, abziiglich eines Punktes jedoch schon (vgl. [La87]).

Lemma 1.1.3. Sei T ein eindimensionaler komplexer Torus. Dann ist T\{ein Punkt} hyper-
bolisch.

Betrachtet man Riemannsche Flichen von noch hoherem Geschlecht, so erhélt man direkt
Hyperbolizitét (siehe [Ko70]).

Lemma 1.1.4. Eine kompakte Riemannsche Fldche vom Geschlecht g > 2 ist hyperbolisch.

Aus diesen beiden Lemmata und dem Satz von Picard erhélt man eine erste Aussage zu
Hyperbolizitit im Zusammenhang mit algebraischen Kurven.

Folgerung 1.1.5. Eine algebraische Kurve C C P?(C) abziiglich dreier Punkte ist hyperbo-
lisch.

Verallgemeinert auf hthere Dimension kann man zusammenfassen:

Beispiele 1.1.6. e Jedes endliche kartesische Produkt hyperbolischer Mannigfaltigkeiten
st hyperbolisch.

e Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, die eine rationale Kurve (Geschlecht g = 0)
enthdlt, so ist X nicht hyperbolisch. Die Inklusion von C in die rationale Kurve verkniipft
mit der Inklusion der rationalen Kurve in X ergibt die ganze, nichtkonstante Abbildung
von C nach X.

e Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, die einen komplexen Torus (Geschlecht g = 1)
enthilt, so ist X nicht hyperbolisch. Die universelle Uberlagerung eines N -dimensiona-
len Torus ist CN. Das Bild einer komplezen Geraden in CN unter der Quotientenab-
bildung liefert eine ganze, nichtkonstante Abbildung von C in den komplexen Torus.
Verkniipft mit der Inklusion des Torus in X hat man eine ganze, nichtkonstante Abbil-
dung von C nach X.

Bemerkung 1.1.7. Allgemeiner gilt fir eine kompleze Varietdit X und eine unverzweigte
Uberlagerung Y von X, dass Y genau dann hyperbolisch ist, wenn X hyperbolisch ist.
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1.2 Kobayashi-Hyperbolizitit

Die Definition der Kobayashi-Hyperbolizitit basiert auf der Existenz einer hermiteschen Me-
trik mit konstanter negativer Kriimmung. Kobayashi-Hyperbolizitit impliziert Brody-Hyper-
bolizitit; Aquivalenz gilt lediglich fiir kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten und ist durch
das Umparametrisierungslemma von Brody gegeben (vgl. Abschnitt 1.3).

Die hyperbolische Metrik auf der Einheitskreisscheibe ID bzw. allgemein auf Kreisscheiben
D, ={z€ C:|z| <r} fir r> 0 ist wie folgt definiert (siehe [La87]):

Definition 1.2.1 (hyperbolische Metrik). Sei z € D und v € T,D ~ C Tangentialvektor in
z. Dann ist die hyperbolische Metrik definiert durch

|”|hypz = [Vleue ;
' 1—z?

wobei | - |eye die euklidische Metrik auf C ist. Ebenso lisst sich auf Kreisscheiben D, mit
positivem Radius v die hyperbolische Metrik definieren:

r|v|euc _ |U/'r|euc
AE T IR

[0lhyp.r.z =

Hieraus erhalten wir die hyperbolische Distanz, mit deren Hilfe die Kobayashi-Hyperbolizitét
definiert wird. Um die Darstellung zu vereinfachen, verwenden wir das bekannte Schwarz-
Pick-Lemma, das sich beziiglich der hyperbolischen Metrik wie folgt formulieren lisst (siehe
[La87]):

Lemma 1.2.2 (Schwarz-Pick-Lemma). Jede holomorphe Abbildung f : D — D ist dis-
tanzverringernd beziiglich der hyperbolischen Metrik. Ein Automorphismus von D ist eine
Isometrie.

Zwei Punkte z,w € DD lassen sich durch einen holomorphen Automorphismus auf 0 und eine
positive reelle Zahl s < 1 abbilden. Nach dem Schwarz-Pick-Lemma 1.2.2 sind holomor-
phe Automorphismen von D schon Isometrien beziiglich der hyperbolischen Metrik, weshalb
dhypn (2, w) = dpyp (0, s) gilt. Es geniigt also, die hyperbolische Distanz fiir 0 und s anzuge-

ben:
1 1 1+ s

S
dhyp(0,8) = | ——dt = =1 .
hyp (0, 8) /0 T 5 log T —

Die hyperbolischen Distanzen auf D und D), fiir 7 > 1 stehen in folgender Beziehung:

dhyp0(0,8/7) = dpypm, (0,5) filr 0 <s <.

Will man den Abstand zweier Punkte in verschiedenen hyperbolischen Distanzen vergleichen,
erhilt man folgenden Zusammenhang:
Bemerkung 1.2.3. Fir R>r>1 und 0 < s <r gilt:

R - dhyppp (0,8) <r- dhyp,D, (0,5)

Wegen obiger Argumentation gilt diese Ungleichung fiir beliebige z,w € D), .
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Beweis : Es ist R - dpypn, (0,5) = % - log }fi?g , analog fiir 7. Man muss also zeigen, dass

R-log }f?g <r-log }4’3: ist. Dies erhélt man aus der Reihenentwicklung des Logarithmus.
O

Die Kobayashi-Halbdistanz wird aus der hyperbolischen Distanz auf der Einheitskreisscheibe
DD definiert (vgl. [Ko98]), die wir im Folgenden vereinfachend mit dj,, bezeichnen.

Definition 1.2.4 (Kobayashi-Halbdistanz). Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Fir die
Konstruktion der Kobayashi-Halbdistanz zwischen zwei Punkten x,y € X betrachtet man
holomorphe Abbildungen f; : D — X und Punkte p;, ¢; €D (i =1,...,m), so dass

filp1) =z, fulam) =y und fi(q) = fix1(piz1) firi=1,...,m—1.

Man verbindet © und y durch eine sogenannte Kobayashi-Kette von Kreisscheiben. Nun sum-
miert man die hyperbolischen Distanzen zwischen p; und q; und nimmt das Infimum dber alle
méglichen Tripel (f;,p;,q;), um so die Kobayashi-Halbdistanz

dx (z,y) inf Zdhyp Dis Qi)
fj’p]"b i—1

zu definieren.
Falls X zusammenhdngend ist, ist die Halbdistanz endlich; fiir nichtzusammenhdingendes X
definiert man dx(x,y) = oc fiir x,y in verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Das Schwarz-Pick-Lemma 1.2.2 Iisst sich auf holomorphe Abbildungen zwischen komplexen
Mannigfaltigkeiten versehen mit der Kobayashi-Halbdistanz iibertragen.

Lemma 1.2.5 (Schwarz-Pick). Ist f : X — Y eine Abbildung zwischen zwei komplexen
Mannigfaltigkeiten X undY mit Kobayashi- Halbdistanzen dx und dy, so gilt fir alle x,y € X

dy (f(z), f(y)) < dx(z,y).

Die Kobayashi-Halbdistanz ist im Allgemeinen keine Distanz, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 1.2.6. Die Kobayashi-Halbdistanz auf C ist identisch null, dc = 0. Betrachte fiir
zwei Punkte x,y € C und fiir jedes n € N die Funktionen f, : D — C, definiert durch

fn(z)=nly—z)z+z.

Damit ist fp(0) = = und fn(1/n) = y. Da die hyperbolische Distanz zwischen 0 und 1/n auf
D mit n — oo gegen null geht, folgt mit dem Schwarz-Pick-Lemma 1.2.5, dass die Kobayashi-
Halbdistanz zwischen x und y gleich null ist.

Dieses Beispiel unterstiitzt die Bedeutung der Definition der Kobayashi-Hyperbolizitét.

Definition 1.2.7 ((Kobayashi-)hyperbolisch). Sei X eine kompleze Mannigfaltigkeit. Dann
heifst X (Kobayashi-)hyperbolisch, falls die Kobayashi-Halbdistanz dx eine Distanz ist (d.h.
fiir Punkte x # y in X folgt dx(z,y) > 0).
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1.3 Das Lemma von Brody

Das Schwarz-Pick-Lemma 1.2.5 zusammen mit Beispiel 1.2.6 zeigt: Falls es fiir eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit X eine ganze, nichtkonstante Kurve f : C — X gibt, so kann X
nicht Kobayashi-hyperbolisch sein (denn dann existieren zwei Punkte f(z) # f(y) in X mit
dx(f(x), f(y)) < dc(z,y) = 0). Das bedeutet, dass aus Kobayashi-Hyperbolizitit Brody-
Hyperbolizitat folgt. Fiir kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten gilt auch die Umkehrung
(vgl. [Bro78]).

Satz 1.3.1 (Brody). Fir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X gilt:

X ist genau dann Kobayashi-hyperbolisch, wenn X Brody-hyperbolisch ist.

Der Beweis der Riickrichtung stiitzt sich auf das Umparametrisierungslemma von Brody; eine
holomorphe Abbildung auf einer Kreisscheibe wird so umparametrisiert, dass ihre Ableitungen
beschriankt sind.

Lemma 1.3.2 (Umparametrisierungslemma). Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit her-
mitescher Metrik. Sei f : D, — X holomorph mit |df(0)] > ¢ > 0. Dann ezistiert ein
0 <t <1 und ein Automorphismus h von D,, so dass fir g = fo(t-id)oh:D, — X gilt:

sup ldg(=)| = |dg(0)] = c.
2€D,

Als Umparametrisierung bezeichnet man dabei die Abbildung (¢ - id) o h. Die Abbildung
df(z) : T, — Ty)X ist die Tangentialabbildung im Punkt z € Dy, und |df(z)| =

SUPyeT, D, 00 % bezeichnet die entsprechende Operatornorm.

Folgende Aussagen sind aus [La87] entnommen:

Proposition 1.3.3. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit hermitescher Distanz df sowie
f D — X holomorph, r > 1. Dann gilt fiir z1,zo € D,

di(f(z1), f(z2)) <r- Sél]DI)?r |df (2)| - dyp,p, (21, 22).

Aus dieser Proposition folgt im Fall r = 1:

Folgerung 1.3.4. Ist ¢(X) := supy |df (0)| = supysup,¢p |df (2)| < oo (wobei das Supremum
iber alle holomorphen Abbildungen f : D — X genommen wird), so ist X Kobayashi-
hyperbolisch.

Mit diesen Hilfsmitteln Idsst sich fiir den kompakten Fall aus Brody-Hyperbolizitit Kobayashi-
Hyperbolizitit folgern: Ist X kompakt und nicht Kobayashi-hyperbolisch, so existiert wegen
Folgerung 1.3.4 eine Folge von Abbildungen f, : D — X, deren Ableitungen |df,(0)| ge-
gen unendlich gehen. Mit dem folgenden Lemma konstruiert man eine ganze, nichtkonstante
Abbildung g : C — X als Limes einer Umparametrisierung der Folge (f,)n, wodurch X
auch nicht Brody-hyperbolisch ist. Dieses Lemma wird mit dem Umparametrisierungslemma
bewiesen, und wir wollen es im Folgenden als ,,Lemma von Brody“ bezeichnen.
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Lemma 1.3.5 (Lemma von Brody). Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit (ver-
sehen mit einer hermiteschen Distanz). Sei (fn)nen eine Folge holomorpher Abbildungen
fn i D — X und gelte |df,(0)] — oo. Dann ezistiert eine Folge von Umparametrisierun-
gen (8p)nen von C, so dass (fn © Sn)nen nach Herausnahme einer Teilfolge gleichmdfiig auf
Kompakta gegen eine ganze, nichtkonstante Kurve g : C — X konvergiert. AufSerdem hat g
beschrdinkte Ableitung.

Beweis : Seien fiir n € N die Abbildungen f, : D — X holomorph mit r,, := |df,,(0)| — oco.
Man definiert nun auf Kreisscheiben D, ~die Abbildungen f, := f, o (id)y . D,, — X. Fiir

Tn

deren Ableitungen im Nullpunkt gilt |d fn(0)| = |dfn(0)| - % = 1. Mit dem Umparametrisie-
rungslemnga 1.3.2 folgt, dass 0 < t,, <1 und Automorphismen h,, von D, existieren, so dass

fiir g, :== fpo (tp -id) o hy : D, — X gilt:

sup |dgn(z)| = |dgn(0)| = 1.

2€D,

Die Umparametrisierung s,, ist also durch s,, := (%) o (ty - id) o hy : I, —> D gegeben.

Zu zeigen ist nun, dass eine Teilfolge von (g,), existiert, die gleichmifig auf Kompakta
konvergiert. Nach dem Satz von Arzéla-Ascoli geniigt es, die Gleichstetigkeit der Familie
{gn}n auf jedem Kompaktum K C C nachzuweisen, da {g,}, wegen Kompaktheit von X
schon punktweise beschrinkt ist.

Sei nun K C C kompakt. Dann ist K C D, fiir geniigend grofie n. Da Gleichstetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist, betrachten wir ein zg € K. Nach Proposition 1.3.3 gilt

dH(gn(Z)agn (ZO)) < 7y S%JE) |dgn(z)| : dhyp,]Dlrn (Z,Zg) =Tn- dhyp,]Dlrn (Z,Zg)
zelly,

fiir alle z € K. Fiir n > m und m so grof}, dass r,, > 1 ist, gilt nach Bemerkung 1.2.3

Tn * Ahyp.y, (2,20) < T+ dhyp,,, (25 20)-

Auf einer festen kompakten Menge K C I, sind die Distanzen 7y, - djypp, — dquivalent
zu der euklidischen Distanz d,.; insbesondere ldsst sich eine positive Zahl ¢ finden, so dass
Tm * Ahypp,, < € deye auf K gilt.

Fiir festes m folgt damit die Gleichstetigkeit von {g;, }n>m auf dem Kompaktum K: Fiir ¢ > 0
wihlt man 0 := ¢/c und erhélt fiir beliebige g, mit n > m und z,2p € K C D, C D, mit
deye(z, 20) < 0:

di(gn(2),gn(20)) <1y - dhyp,Drn (2,20) < T - dhyp,JD)rm (2,20) < ¢+ dewe(2,20) < c-6 =k,

also Gleichstetigkeit. Mit dem Satz von Arzéla-Ascoli folgt dann, dass eine Teilfolge von
(g9n)n existiert, die gleichméfig auf jedem Kompaktum in C konvergiert. Es existiert also ein
holomorpher Limes g : C — X = X, der wegen |dg(0)| = lim,, o |dg,,(0)| = 1 nicht konstant
ist. Dieses g hat mit sup,cc|dg(z)| = 1 auch beschrinkte Ableitung. O

Fiir nichtkompakte Mannigfaltigkeiten gilt der Satz von Brody 1.3.1 im Allgemeinen nicht,
wie ein entsprechendes Beispiel von Taylor und Eisenman zeigt (vgl. [Ko98]).

Beispiel 1.3.6. Das Gebiet X = {(z,w) € C* : |2| < 1,]z2w| < 1}\{(0,w) : |w| > 1} ist
Brody-, aber nicht Kobayashi-hyperbolisch.
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Folgender Satz erméglicht es, auch im nichtkompakten Fall — fiir Komplemente von Hyper-
flichen — aus Brody-Hyperbolizitit auf Kobayashi-Hyperbolizitéit zu schlieflen [Gre77]:

Satz 1.3.7 (Green). Sei V = Ule Vi eine Vereinigung von Hyperflichen in einer kompakten
komplexen Mannigfaltigkeit X. Dann ist X\V Kobayashi-hyperbolisch, wenn gilt:

(i) X\V ist Brody-hyperbolisch, und

(i) fiir jede Wahl verschiedener Indizes {i1,...,im,ji,---,J0} = {1,...,k} sind die Mengen
Vi, N0V O\ (Vj, U---UVj,) Brody-hyperbolisch.

In Dimension 1 liefert dieser Satz nach Folgerung 1.1.5 die Kobayashi-Hyperbolizitit einer
algebraischen Kurve abziiglich dreier Punkte. Fiir zweidimensionales X greift man fiir Be-
dingung (ii) auf ebendieses Resultat zuriick. Allgemein ermoglicht der Satz Beweisfiihrungen
mithilfe der leichter handhabbaren Brody-Hyperbolizitit. Im Folgenden soll Hyperbolizitit —
sofern nicht niher spezifiziert — immer Kobayashi-Hyperbolizitit bedeuten.

Die Kobayashi-Hyperbolizitéit ldsst sich mit Hilfe von Pseudo-Volumenformen in mehreren
Verianderlichen auf den Begriff der MaBlhyperbolizitit verallgemeinern (siehe [La87]). Hier
erreicht man mit der Methode des Umparametrisierens nach Brody allerdings nur Teilresultate
(vgl. [Cam-Pau05]). Wir werden uns in dieser Arbeit auf eine Veridnderliche beschréinken.

1.4 Beispiele hyperbolischer Hyperflichen und Komplemente

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Picard 1.1.2 auf héhere Dimension — der Satz von
Green — gibt ein erstes nichttriviales Beispiel einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit [Gre72].

Satz 1.4.1 (Satz von Green). Der projektive Raum PN (C) ohne 2N + 1 Hyperebenen in
allgemeiner Lage ist hyperbolisch.

Allgemeine Lage bedeutet, dass jede irreduzible Komponente des Durchschnitts von k£ < N
Hyperebenen Kodimension k£ hat und sich keine N+1 Hyperebenen in einem Punkt schneiden.

Die Grenze fiir die Anzahl der Hyperebenen im Satz von Green ist scharf. Fiir das Komplement
von lediglich 2N Hyperebenen lassen sich ganze, nichtkonstante Kurven konstruieren:

Beispiele 1.4.2. (i) Betrachte X = IP’Q((C‘;)\U?:1 l;, wobei l; Geraden in allgemeiner Lage
sind. Dann ist X nicht hyperbolisch: Durch den Schnitt der Geraden ly, die durch die
zwei Punkte Iy Nlo und I3 N1y geht, mit X ist eine Kurve C\{0} in X gegeben.

(ii) Sei Y =P2(C)\ U?:o l; mit Geraden I; in allgemeiner Lage. Dann ist Y hyperbolisch.

Greens Ergebnis zum Komplement von Hyperebenen wurde von Babets auf das Komplement
von mehreren Hyperflichen verallgemeinert [Bab84]:

Satz 1.4.3 (Babets). Seien V; C PN(C),i =1,...,2N + 1, Hyperflichen, die sich in normal

crossings schneiden, so ist PV (C)\ U?ivlﬂ Vi hyperbolisch.

Ein Divisor D in einer komplexen Mannigfaltigkeit X von Dimension n heif}t Divisor mit
normal crossings, wenn um jeden Punkt x € X lokale Koordinaten zi,...,z, existieren,
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so dass D in einer Umgebung um z definiert ist durch z;---2;, = 0 fir ein 1 < [ < n.
Dieser Satz hat eine weitere Verallgemeinerung von Noguchi und Winkelmann auf den Fall
einer irreduziblen Untervarietit X C PV (C) abziiglich 2dim X + 1 Hyperflichenschnitten in
allgemeiner Lage (vgl. Satz 4.4.4).

Obige Betrachtungen fithren zu der Frage, ob das Komplement einer generischen irreduziblen
Hyperfliche im PV (C) von geniigend hohem Grad ebenfalls hyperbolisch ist. Eine erste posi-
tive Antwort konnten Siu und Yeung 1996 fiir die projektive Ebene geben [Siu-Yeu96]:

Satz 1.4.4 (Siu-Yeung). Sei C eine generische Kurve von geniigend hohem Grad in P?(C).
Dann ist P2(C)\C hyperbolisch.

Die zur Zeit bekannte Grenze fiir den Grad einer sehr generischen irreduziblen Kurve in
P2(C), so dass ihr Komplement hyperbolisch ist, liegt bei 15 [E1G03], wihrend die Kobayashi-
Vermutung Grad 5 erwarten lisst. In Kapitel 5 werden wir sehen, dass man fiir mehrkompo-
nentige Kurven bessere Grenzen fiir den Grad finden kann.

Zwischen der Hyperbolizitit von Komplementen projektiver Hyperflichen und der Hyperbo-
lizitdt von Hyperflichen selbst besteht eine enge Beziehung, und zwar durch den ,,Uberlage-
rungstrick”.

Proposition 1.4.5. Sei H C PN*Y(C) eine Hyperfliche und « : H — PN (C) eine Pro-
jektion, die verzweigt ist iiber X C PN(C). Falls H hyperbolisch ist, so ist auch PN (C)\ X
hyperbolisch.

Entsprechend kann man Satz 1.4.4 aus dem folgenden, kiirzlich von Siu bewiesenen Satz fiir
N = 3 folgern (vgl. [Siu02], [Siu04]).

Satz 1.4.6 (Siu). Eine generische Hyperfliche geniigend hohen Grades in P (C) ist hyper-
bolisch.

Der Beweis dieses Satzes ist ein wesentlicher Schritt in Richtung Beweis der Kobayashi-
Vermutung 0.0.1; dort wird genauer Grad > 2N —1 vermutet. Die zur Zeit bekannten Grenzen
liegen jedoch weit dariiber: Fiir eine sehr generische hyperbolische Fliche in P3(C) liegt die
Grenze fiir den Grad beispielsweise bei 21 [Dem-EIG00] bzw. seit kurzem bei 18 [Pau05].

1.5 Algebraische Entartung

Der Beweis, dass eine projektive Varietdt X hyperbolisch ist, gliedert sich zumeist in zwei
Teile: Zunéchst zeigt man, dass es keine nichtalgebraischen Abbildungen von C nach X gibt.
Anschlieflend weist man nach, dass X keine rationalen oder elliptischen Kurven enthilt. Somit
ist diese Kurve mindestens vom Geschlecht 2, also hyperbolisch, wodurch auch X hyperbo-
lisch ist. Man kann Hyperbolizititsbetrachtungen also in zwei Teilaspekte aufspalten, die man
getrennt behandeln kann. Deshalb ist es interessant, die algebraische Entartung von Abbil-
dungen in einer algebraischen Varietét zu beweisen.

Definition 1.5.1 (algebraische Entartung). Fine Abbildung f : X — Y heifit algebraisch
entartet, wenn ihr Bild in einer echten algebraischen Untervarietdt von Y enthalten ist.
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Man zeigt algebraische Entartung ganzer Abbildungen in komplexe projektive Mannigfaltig-
keiten meist dadurch, dass man geniigend differentielle Bedingungen auf der Mannigfaltigkeit
findet, die jede Kurve erfiillen muss. Dann weist man nach, dass diese Bedingungen einen
kleinen Basisort haben, in dem die ganze Kurve schlielich liegen muss. Formalisiert werden
diese Ideen mit Hilfe von Jetbiindeln (vgl. [Dem97]). Auf diese Art kann man beispielsweise
den Satz von Green 1.4.1 in Bezug auf die Anzahl der gemiedenen Hyperebenen auf folgende
Aussage aus [Gre75a] verallgemeinern. Als spezielle Form von algebraischer Entartung erhilt
man sogar lineare Entartung.

Satz 1.5.2 (Green). Sei f : C — PN(C) eine ganze Abbildung, die k Hyperebenen in
allgemeiner Lage meidet, k > N + 1. Dann ist das Bild von f enthalten in einem projektiven
Unterraum der Dimension < [%] Diese Schranke ist scharf.

Fir £ = 2N + 1 ist f konstant und man hat den Satz von Green. Fiir £ > N + 2 liegt das
Bild in einem echten linearen Unterraum. Fiir £ = N + 1 hingegen hat man keine wesentliche
Information hinzugewonnen. Dass man in diesem Fall trotzdem eine Aussage iiber die Abbil-
dung f machen kann, zeigt das néichste Kapitel {iber den exponentiellen Limes. Obiger Satz
gibt ein erstes Beispiel fiir den ersten Teil von Greens Vermutung in [Gre75a]:

Vermutung 1.5.3 (Green). (i) Sei f : C — PN(C) eine ganze Abbildung, die einen
nichtsinguldren Divisor (ohne wiederholte Komponenten) mindestens vom Grad N + 2
meidet. Dann ist f algebraisch entartet.

(ii) Sei f : C — V C PN(C) eine ganze Abbildung in eine nichtsingulire Hyperfliche
mindestens vom Grad N + 2. Dann ist f algebraisch entartet.

Eine Verallgemeinerung von Greens Satz 1.5.2 und ein weiterer Beleg fiir die Vermutung ist

der Fall des PV(C) abziiglich einer gewissen Anzahl von Hyperfiichen [No-Wi02].

Satz 1.5.4 (Noguchi-Winkelmann). Sei f : C — PN (C) eine ganze Abbildung, die k glatte
Hyperflichen in allgemeiner Lage meidet, k > N + 1. Dann ist das Bild von f enthalten in
einem algebraischen Unterraum der Dimension < [k_L] Diese Schranke ist scharf.

Fiir den Fall von lediglich N + 1 gemiedenen Hyperflichen liefert folgender Satz von Nogu-
chi, Winkelmann und Yamanoi algebraische Entartung [No-Wi-Ya05]. Der Beweis wird mit
Methoden der Nevanlinna-Theorie gefiihrt.

Satz 1.5.5 (Noguchi-Winkelmann-Yamanoi). Seien V;, 1 < i < k, glatte Hyperflichen in
PN(C), so dass V := . V; ein Divisor mit normal crossings ist. Es gelte

(i) k>N +1,
(11) degV > N + 2.

Dann ist jede ganze Kurve f : C — PN(C)\V algebraisch entartet.

1.6 Projektive Varietiten

Die grundlegenden Definitionen wie Transversalitit, Multiplizitit und Schnittmultiplizitit
von projektiven Varietiten findet man in [Harr92] oder [Ful98]. Der folgende Satz stellt unter
anderem fest, dass sich Kurve und Hyperfliche im projektiven Raum schneiden:
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Satz 1.6.1 (Projektiver Schnittdimensionssatz). Seien X,Y C PN(C) irreduzibel und abge-
schlossen. Weiter sei dim X + dimY > N. Dann ist X NY # (0, und fiir jede irreduzible
Komponente Z von X NY gilt dim Z > dim X +dimY — N .

Der Satz von Bézout in der projektiven Ebene macht eine Aussage iiber die Anzahl der
Schnittpunkte zweier Kurven mit Multiplizitit gezidhlt. Eine Verallgemeinerung auf hohere
Dimensionen fiir den glatten Fall und transversale Schnitte findet sich in [Mum?76]:

Satz 1.6.2 (Bézout). Seien X und Y Untervarietiten in PN (C) der Dimensionen r und s .
Sei XNY = W1 U...UW} die Zerlegung des Durchschnitts in seine irreduziblen Komponenten.
Es gelten folgende Bedingungen fir allei=1,...,k:

a) dimW;=r+s— N.

b) Es existiert ein x; € W; (und somit auch x; in einer Zariski-offenen Teilmenge von
W), so dass x; ein glatter Punkt von X und Y ist und sich die Tangentialraume Ty, X
und Ty, Y transversal in Ty, PV (C) schneiden (d.h. dim(T,, X NT,Y)=r+s— N ).

Dann folgt:
k
deg X -degY = ZdegWi.
i=1

Im Falle eines nichttransversalen Schnittes werden in der Summe die Grade deg W; zusétzlich
mit der Schnittmultiplizitdt pw,(X,Y) entlang der W; gewichtet.

Einen Zusammenhang zwischen dem Schnittverhalten einer Kurve mit einer Hyperfliche und
dem Geschlecht der Kurve liefert der folgende Satz von [Che04] bzw. [Pac-Rou06].

Satz 1.6.3 (Chen). Sei V C PN (C) eine sehr generische Hyperfliche vom Grad d > 2N + 1
und T C PN(C) eine Kurve, die nicht in V enthalten ist. Dann gilt:

29(T) — 2+ (I, V) > (d — 2N) deg T,

wobei v : T — T die Normalisierung von T, g(I') ihr Geschlecht und i(T, V) die Anzahl der
verschiedenen Punkte in v— (V) ist.

Diese Aussage gilt auch fiir reduzible Hyperflichen V' = {J; V; vom Grad d = }_ d;: Fiir eine
Kurve I' C V zihlt 4(T', V') lediglich die Schnittpunkte von I' mit denjenigen Vj, in denen T’
nicht liegt: (I, V) = 4(I',U;¢;V;), wobei J = {j € I : ' C V}}.

Chen beweist diesen Satz zunéchst fiir eine Vereinigung von d Hyperebenen in allgemeiner
Lage und fithrt den Fall einer irreduziblen Hyperfliche V' vom Grad d durch Degeneration
darauf zuriick. Pacienza und Rousseau hingegen benutzen ein Positivitdtsresultat fir die
Garbe (getwisteter) logarithmischer Vektorfelder.

Folgerung 1.6.4 (Chen). Fiir eine sehr generische Hyperfliche V- vom Grad d > 2N + 1 in
PN(C) gilt: PN(C)\V enthdlt keinen algebraischen Torus C*. Folglich gilt fiir jede algebraische
Kurve T C PV (C):

T'\V ist hyperbolisch.

Diese Folgerung erméglicht eine Reduktion von Hyperbolizitdtsbeweisen auf die Frage nach
der Entartung von ganzen Abbildungen in algebraischen Kurven.



Kapitel 2

Exponentieller Limes im
projektiven Raum

In den bisherigen Beispielen haben wir folgende Félle kennengelernt, in denen eine ganze
Kurve f in einen projektiven Raum PV (C) abziiglich einer Anzahl von k Hyperebenen in
allgemeiner Lage abgebildet wurde:

e Falls K > 2N + 1, ist f konstant (Satz von Green 1.4.1),
o falls N +2 < k < 2N, liegt f in einem linearen Unterraum der Dimension < [lﬂ—LN:|
(Satz 1.5.2).

In diesem Kapitel werden wir zusétzlich folgende Fille betrachten:

e Falls £ > N + 1, hat f einen exponentiellen Limes (Satz 2.1.6),

e falls £ < N, hat f einen partiellen exponentiellen Limes (Satz 2.2.1).

Berteloot und Duval konnten 2001 unter anderem fiir den Satz von Green einen elementaren
Beweis geben [Ber-Duv01]. Sie benutzen das Umparametrisierungslemma von Brody, um fiir
eine ganze Abbildung in den PV (C) abziiglich N + 1 Hyperebenen einen Limes von linear-
exponentieller Form zu konstruieren. Wir werden diese Methode auf den Fall von lediglich £ <
N gemiedenen Hyperebenen iibertragen und einen partiellen exponentiellen Limes erreichen.

2.1 Limiten umparametrisierter Kurven

Definition 2.1.1 (Limes einer Kurve). Sei f : C — PN(C) eine ganze, nichtkonstante
Kurve. Ein Limes von f ist eine ganze, nichtkonstante Kurve g : C — PN(C), die man
als Limes (gleichmapig auf Kompakta) von (f o sp)nen erhdlt, wobei (sp)nen eine Folge von
Umparametrisierungen ist.

Bemerkungen 2.1.2. (i) Dieser Limesbegriff ist nicht eindeutig, da die Grenzkurve ab-
hingig von der Umparametrisierung ist.

15



16 KAPITEL 2. EXPONENTIELLER LIMES IM PROJEKTIVEN RAUM

(1) Falls g ein Limes von f sowie h ein Limes von g ist, so ist h auch ein Limes von f, da
die Komposition zweier Umparametrisierungen wieder eine Umparametrisierung ist.

Folgende Proposition macht eine Aussage iiber die Existenz von Limiten von Liftungen, falls
die geliftete Abbildung einen Limes besitzt [Ber-Duv01].

Proposition 2.1.3. Sei f : C — PN (C) ganz und nichtkonstant sowie F : PN (C) — PN (C)
eine holomorphe Uberlagerung. Es besitze Fo f einen ganzen, nichtkonstanten Limes h. Dann
besitzt [ einen ganzen, nichtkonstanten Limes g mit F o g = h.

Wir betrachten in dieser Arbeit immer wieder ganze Abbildungen in den projektiven Raum,
die eine Hyperebene oder allgemeiner eine Hyperfliche meiden. Es stellt sich die Frage, wie
die Bilder der Limiten solcher Kurven aussehen. Die folgende Aussage ist eine spezielle Form
des Satzes von Hurwitz (vgl. [Ahl66]).

Lemma 2.1.4. Sei H C PN (C) eine Hyperfliche, f : C — PN (C)\H eine ganze Kurve und
g: C — PN(C) ein Limes von f. Dann ist g(C) C PN(C)\H oder g(C) C H.

Nimmt man eine Umgebung einer Hyperfliche aus dem projektiven Raum heraus, so erreicht
man sogar Hyperbolizitit [Ber-Duv01].

Proposition 2.1.5. Das Komplement einer Umgebung einer projektiven Hyperfliche von
PN(C) ist hyperbolisch.

Ein zentrales Ergebnis in [Ber-Duv01] ist der folgende Satz tiber das Aussehen einer Kurve
in den PV (C) abziiglich der Koordinatenhyperebenen bzw. ihres Limes:

Satz 2.1.6 (Berteloot-Duval). Sei f : C — PN (C) eine ganze, nichtkonstante Kurve, die die
Koordinatenhyperebenen meidet. Dann besitzt f einen exponentiellen, nichtkonstanten Limes

der Form
h(z) = [ce®®] := [cpe™®® : ... cye®N7],

wobei ¢; € C und a; € R sind.

Die Koeffizienten ¢; im exponentiellen Limes sind nicht notwendig nichtverschwindend, ganz
im Einklang mit Lemma 2.1.4. Da die Kurve f die Koordinatenhyperebenen meidet, 1isst
sich f selbst exponentiell darstellen als f = [¢%0 : ... : ¢®¥] mit holomorphen Funktionen ¢;.
Der besondere Vorteil des exponentiellen Limes ist jedoch die Linearitit der Exponenten. Der
Satz von Green 1.4.1 beispielsweise lisst sich dadurch als einfache Folgerung aus obigem Satz
beweisen (vgl. [Ber-Duv01]).

Beweis (Satz von Green): Seien 2N + 1 Hyperebenen H; C PV (C) in allgemeiner Lage mit
Gleichungen (I; = 0) gegeben. Angenommen, es gibt eine ganze, nichtkonstante Kurve f :
C — PV(C)\ U, H;. Man betrachte die Einbettung

D:=[lg:...:loy]: PY(C) — P*N(C),

die die Hyperebenen H; auf die Koordinatenhyperebenen abbildet. Dann ist die Komposition
® o f ganz, nichtkonstant und meidet die Koordinatenhyperebenen. Nach dem Satz vom
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exponentiellen Limes 2.1.6 besitzt ® o f einen exponentiellen, nichtkonstanten Limes, der
nach Permutieren und Normieren der [; von der Form

h(z) =[e*%:...:e**:0:...:0]

mit a; = aq fiir 1 < p und o; # aq fiir 1 > p ist. Der Limes meidet also die vorderen ¢ + 1
Koordinatenhyperebenen und ist in den hinteren 2N — ¢ enthalten.

Aufgrund der allgemeinen Lage der Hyperebenen ist jede Linearform /; Kombination von je-
weils N +1 anderen. Damit ist auch jede Komponente von ® Kombination von N +1 anderen,
gleiches gilt fiir A. Daraus folgt p < N: Mit p > N wire jede Komponente von h proportio-
nal zu e®0? 0% aus den homogenen Koordinaten herausziehen und erhielte ein
konstantes h.

Andererseits muss die erste Komponente von h auch Kombination der letzten N + 1 Kom-

ponenten sein, also €% = Y ..\ \;e®?. Diese Gleichung ist dquivalent zu der Gleichung

, man konnte e

1=>n etit(@i=e0)z fijr )\; = et Nach dem Lemma von Borel 3.2.1 muss ein Exponent
i + (c; — ag)z konstant sein, also a; = oy fiir ein 4 gelten. Da aber p < N gilt, ist dies fiir
kein a; mit ¢ > N der Fall, woraus der Widerspruch folgt. O

2.2 Partieller exponentieller Limes

Meidet eine ganze Abbildung nicht alle, sondern lediglich £ < N Koordinatenhyperebenen,
so ldsst sich trotzdem eine bestimmte Form eines Limes dieser Abbildung beweisen:

Satz 2.2.1. Sei f : C — PV (C) eine ganze, nichtkonstante Kurve, welche die k vorderen
Koordinatenhyperebenen meidet, k € {0,...,N + 1}. Dann besitzt f einen ganzen, nichtkon-
stanten Limes der Form

h(z) = [cope™® : ... i 1€t hy(z) ... hy(2)],

wobei ¢; € C,a; € R und hy,...,hn ganze Kurven sind.

Beweis : Der Beweis gestaltet sich folgendermafien: Die vorderen Komponenten der Abbildung
f werden — wie im Satz vom exponentiellen Limes 2.1.6 — umparametrisiert und renormali-
siert. Anschlieflend stellt man mit Hilfe des Satzes von Arzéla-Ascoli sicher, dass die hinteren
Komponenten der umparametrisierten und renormalisierten Abbildung ebenfalls konvergie-
ren.

Betrachte f :=[fo:...: fn] auf der Karte (29 # 0). Bezeichne

(91 92): (fl fk 1 fk f_N
’ O fo TR fo

Nach dem Lemma von Brody existiert eine Folge von Umparametrisierungen (s,), mit s, :
Dg, — Dy, mit Ry, r, — o0, so dass ((g%/n
Abbildung (hy, hg) : C — CF~1 x CVN—*+1 konvergiert. Dabei gilt

) : € — (C)F 1 CVTRHL
,g2) © sn> gegen eine ganze, nichtkonstante
n

sup ‘d((g}/",gg)osn) (w)‘ =1. (2.1)
w€Dg,,
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Nun kann die Folge (g1 o sp), nicht normal sein, da sie nahe an der Folge (A7), liegt, welche
nicht normal ist. Deshalb renormalisiert man die Folge (g 0sy,), wie im Beweis des Satzes vom
exponentiellen Limes, um einen Limes exponentieller Form zu erreichen (vgl. [Ber-Duv01]).
Ohne Einschrinkung konvergiert damit (g1 o sy, o %)n gegen eine ganze Abbildung hi(z) =
c-e*®.

Es bleibt zu zeigen, dass auch eine Teilfolge der Abbildungen

id N—k+1

Gp:=ga08p0— :Dpp, — C

n
existiert, die gleichméfig auf Kompakta konvergiert. Dazu benutzt man den Satz von Arzéla-
Ascoli: Die Folge (G,,), ist punktweise beschrinkt. Zeigt man nun, dass sie auch gleichstetig
auf Kompakta ist, so folgt mit Arzéla-Ascoli, dass eine Teilfolge von (G,,), gleichmafig auf
Kompakta konvergiert.
Sei K C C kompakt, also K C D,p, fiir geniigend grofile n. Da Gleichstetigkeit eine lokale
Eigenschaft ist, betrachten wir ein 2y € K. Nach Proposition 1.3.3 gilt fiir alle z € K:

dH(Gn(Z)aGn(ZO)) < nRy- Sﬂl)ilp |dGn(w)|'dhyp,Dan(zaZO)
welhry,

= nRy- sup [d(g2 0 sn) (W) dhypp,p, (2; 20)
@EDRn

< By dhgp g, (2:%0). (2:2)

Die letzte Abschitzung ergibt sich aus der Beschrinktheit der Ableitung |d(g%/ "0 8p,g2 0
sn)(2)| <1, die wir durch Anwendung des Lemmas von Brody erreicht haben, siehe Gleichung
(2.1). Dann ist auch die Ableitung der zweiten Komponente beschrinkt.

Von nun an verlduft der Beweis analog zum Beweis des Lemmas von Brody 1.3.5:

Fiir n > m und m so grof}, dass mR,,, > 1 ist, gilt nach Bemerkung 1.2.3

nhy, - dhyp,Dan (z,20) < MRy, - dhyp,DmRm (2, 20)- (2.3)

Auf einer festen kompakten Menge K C Dy, r,, sind die Distanzen mR,, -dpypn,, R dquivalent
zu der euklidischen Distanz dg,.; insbesondere existiert eine positive Zahl ¢, so dass auf K
gilt:

mRm . dhyP,DmRm S C- deuc (2.4)

Fiir festes m folgt damit aus den Abschétzungen (2.2),(2.3) und (2.4) die Gleichstetigkeit von
(Gn)n>m auf dem Kompaktum K: Fiir ¢ > 0 und 6 := ¢/c erhilt man fiir beliebige G,, mit
n>mund 2,290 € K C Dpr,, C Dyg, mit deye(z,20) < § die Abschitzung

dir(Gn(2),Gn(20)) Ry - dpypm, ., (z,20)
MR - dhypD,r, (2, 20)

¢ deye(z,20) <c-0 =¢.

IN N IN

Mit dem Satz von Arzéla-Ascoli folgt, dass eine Teilfolge von (G,), existiert, die gleichméaflig
auf jedem Kompaktum in C gegen eine ganze, nichtkonstante Abbildung hy : C — CN—k+1
konvergiert.
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Insgesamt hat man fiir die Umparametrisierung s, := s, o % einen Limes von (g1, g9) der

Form
C — Ckflx(ckaJrl

z — (c- eaz,ﬁg(z))

h = (h1,hs) : {
U

Bemerkung 2.2.2. Der partielle exponentielle Limes h ist eine Kurve endlicher Ordnung:
Der erste Teil des partiellen exponentiellen Limes ist von der Form e** und somit eine Kurve
von Ordnung 1. Der zweite Teil ho hat nach dem Lemma von Brody beschrinkte Ableitung
und ist damit eine Brody-Kurve. Eine Brody-Kurve ist hochstens von Ordnung 2, insbesondere
also von endlicher Ordnunyg.

Berteloot und Duval haben den exponentiellen Limes verwendet, um die Hyperbolizitit des
Komplements einer dreikomponentigen Kurve in der projektiven Ebene zu beweisen (siehe
Satz 5.1.1). Auflerdem haben sie damit einen eleganten Beweis des Satzes von Green geben
kénnen, siehe den Beweis zu Satz 1.4.1 auf Seite 16. In beiden Fillen wird die Existenz einer
ganzen, nichtkonstanten Kurve angenommen und deren exponentieller, nichtkonstanter Limes
gebildet, von dem anschlieflend gezeigt wird, dass er nicht existieren kann.

Es ist nicht moglich, mit Hilfe des partiellen exponentiellen Limes direkt Hyperbolizitit zu
zeigen. Da iiber ein genaues Aussehen der hinteren, nichtexponentiellen Komponenten des
Limes keine Aussage gemacht werden kann, ldsst sich hier im Allgemeinen auch keine Kon-
stanz erreichen. Es stellt sich jedoch die Frage, ob man den (partiellen) exponentiellen Limes
nicht fiir den Beweis von algebraischer Entartung verwenden kann. Dazu miisste man einen
Zusammenhang zwischen dem Bild des Limes und dem Bild der Kurve selbst kennen.

Ist h ein Limes von f, so gilt

h(C) C f(C).
Falls f algebraisch entartet ist, so ist auch der Limes h algebraisch entartet.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt jedoch nicht. Das aus dem Satz von Hurwitz abgeleitete
Lemma 2.1.4 gibt ein Beispiel dafiir, dass der Limes einer Kurve algebraisch entartet ist,
die Kurve selbst jedoch nicht. Vielmehr besteht die Méglichkeit, dass sich die Kurve und ihr
Limes nicht schneiden, wie folgendes Gegenbeispiel belegt.

Beispiel 2.2.3. Gegeben sei die ganze, nichtkonstante Abbildung

f:C— PYC)\{0,00} ~C\{0} : z+— f(2):= €.
Betrachte o .

(fosp)(2) = f(z+in) = pilztin) _ iz ,—n

Dann konvergiert die Folge (f o sy)n kompakt gegen g = 0. Der Limes g ist demnach algebra-
isch entartet, die Kurve f jedoch nicht.
Die algebraische Entartung des Limes einer Kurve ist also lediglich als eine weitere, schwéchere
Art von Hyperbolizitit anzusehen:

Aus’f ist konstant’ folgt ’ f ist algebraisch entartet’, woraus 'Limes( f) ist algebraisch entartet’
folgt.
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Kapitel 3

Fermatvarietaten und
Hyperbolizitit

In den letzten beiden Kapiteln haben wir gesehen, dass eine ganze Kurve in den projektiven
Raum PV (C), die mindestens N + 2 Hyperebenen meidet, algebraisch bzw. sogar linear ent-
artet ist (Satz 1.5.2), wihrend man bei Herausnahme von N + 1 Hyperebenen lediglich einen
Limes von linear-exponentieller Form erreichen kann (Satz 2.1.6). Es stellt sich die Frage,
ob ein zusétzlicher Schnitt mit einer Hyperfliche bzw. eine zusitzliche Herausnahme einer
Hyperfliche algebraische Entartung oder bestenfalls Hyperbolizitit nach sich zieht.

Die Situation sei also folgende: Sei X := V(F) := {z € PNV(C) : F(z) = 0} eine Hyperfliche
vom Grad d und

e [:C— X\{20=0,...,2y =0} C PY(C) bzw.
e [:C—PV(C)\({20=0,...,2xv =0} UX)

eine ganze Abbildung. Fiir welche Hyperflichen X mit welchen Graden d ist die Abbildung
f ,wie stark® algebraisch entartet?

Die einfachsten Hyperflichen abgesehen von Hyperebenen sind wegen ihrer starken Symmetrie
die Fermatvarietiten:

Definition 3.0.4 (Fermatvarietit). Eine Fermatvarietit im P (C) vom Grad d ist von der
Form
XN,d = {[20 Lt ZN] E]PN(C) zg—l——l—z?\, :0}

Wir werden in diesem Kapitel Aussagen zur Hyperbolizitit oder algebraischen Entartung
von Konfigurationen von einer Fermatvarietit und mehreren Hyperebenen machen, die wir
im folgenden Kapitel auf andere Hyperflichen verallgemeinern.

Im ersten Abschnitt werden Resultate von Green zur linearen Entartung von Kurven in Fer-
matvarietiten bzw. deren Komplement zitiert und Beispiele von hyperbolischen Perturbatio-
nen von Fermatvarietiten gegeben. Mit Hilfe des Lemmas von Borel bzw. einigen Folgerungen
daraus im zweiten Abschnitt werden wir anschlielend Greens Resultate verallgemeinern: Be-
trachtet man Kurven in Fermatvarietiten bzw. in deren Komplement, die zuséatzlich eine
gewisse Anzahl von Koordinatenhyperebenen meiden, so kann schon fiir niedrigere Grade
lineare Entartung folgen, als es mit Greens Sétzen aus dem ersten Abschnitt moglich ist.

21
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3.1 Fermatvarietaten

Die Frage nach der Hyperbolizitit von Fermatvarietiten selbst 14sst sich leicht beantworten.

Lemma 3.1.1. Eine Fermatvarietit im PN (C) mit N > 3 ist nicht hyperbolisch.

Beweis : Man wiihlt cg,...,c; € C*, 1< k< N—1, mit ¢l +... —i—cg = 0 sowie eine beliebige
ganze, nichtkonstante Funktion » und eine Konstante ¢ € C* mit ¢ = —1. Dann ist

f=lcgh:...:cth:1:¢c:0:...:0]
eine ganze, nichtkonstante Abbildung in die Fermatvarietit Xy q. 0

Bemerkung 3.1.2. Fiir N = 2 und d > 4 ist die Fermatvarietit Xy 4 jedoch hyper-
bolisch. Das ldsst sich zum einen aus dem folgenden Satz 3.1.5 schlieflen, zum anderen
auch elementar aus Lemma 1.1.4, denn das Geschlecht der Fermatvarietit Xy g ist dann

9(Xna) = > 2

Ebenso konstruiert man ganze Abbildungen in das Komplement einer Fermatvarietit.

Lemma 3.1.3. Das Komplement einer Fermatvarietit im PN (C) mit N > 2 ist nicht hyper-
bolisch.

Beweis : Wiederum wéihlt man c¢g,...,cp € C*, 1 <k < N mit cg + ...+ cz = ( sowie eine
beliebige ganze, nichtkonstante Funktion A. Dann ist

fi=lcoh:...:ckh:1:0:...:0]
eine ganze, nichtkonstante Abbildung, welche die Fermatvarietit Xy 4 meidet. 0

Bemerkung 3.1.4. Fiir N =1 und d > 3 ist das Komplement der Fermatvarietit Xy q =
{[20 : z1] € PY(C) : 2¢ + 28 = 0} jedoch hyperbolisch: Xy 4 besteht dann mindestens aus den
drei Punkten [1 : &/, [1 : e*7/4] 1 : €37/%), so dass der Satz von Picard 1.1.2 greift.

Zu der Frage, ob man fiir Fermatvarietidten zumindest eine Form von algebraischer Entartung
zeigen kann, bewies Green 1975 folgende Aussage [Gre75al:

Satz 3.1.5 (Green). Sei f: C — X4 ganz mit d > N? — 1. Dann liegt das Bild von f in
einem linearen Unterraum der Dimension [% .
Genauer ezistiert eine Partition {0,...,N} =U;_; Iy, so dass gilt:

o #(I,) >2 firalleqg=1,...,s.

o Fiir Iy = {ig1,...,iqn,} ewistieren Konstanten figa,...,tqn, mit 1 + quzg ,ugk =0,
so dass

F@© c () ({zi,0 — Hakziy, =0}

q=1k=2

Dieser Satz lisst sich leicht aus einem Lemma folgern, das die Existenz der obigen Partition
gewihrleistet. Es wird selbst mit Wronski-Determinanten und Methoden der Nevanlinna-
Theorie bewiesen.
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Lemma 3.1.6 (Green). Sei f : C — PN(C) ganz und erfiille f&+ ...+ f& = 0. Dann gilt
fiir d > N? —1: Es existieren i # j, so dass f;/f; konstant ist.

Den entsprechenden Satz fiir Abbildungen, die Fermatvarietiten meiden, formulierte Green
ebenfalls und bewies ihn mit dem zu Lemma 3.1.6 analogen Lemma 3.1.8.

Satz 3.1.7 (Green). Sei f : C — PV(C)\Xn,q holomorph mit d > N(N + 1). Dann liegt
das Bild von f in einem linearen Unterraum der Dimension [%]

Genauer ezistiert eine Partition {0,..., N} =J;_y Iy, so dass gilt:
o #(I,) >2 firalleq=1,...,s und Iy # 0.
o Fiir Iy = {ig1,...,iqn,} existieren Konstanten pig 2, ..., lign, mit 1+30, ug’k =0 fiir
q>0und 1+ 22022/137,6 #0, so dass
s Ngq
@ c () ({#i, — Hakziy, =0}
q=0 k=2
Lemma 3.1.8 (Green). Seien fo,..., fn ganze Funktionen, so dass f& + ...+ f& = e" fiir

ein ganzes h gilt und f&,..., f& linear unabhingig sind. Dann gilt fir d > N(N + 1): Alle
fi/fj sind konstant.

Die Grenzen fiir die Dimension der linearen Unterrdume in den beiden S&tzen sind scharf,
die Voraussetzungen an den Grad der Fermatvarietit jedoch nicht notwendig. Vielmehr wird
vermutet, dass fiir d > N + 1 das Bild in einer algebraischen Varietit liegt, welche jedoch
nicht linear sein muss (vgl. Vermutung 1.5.3). Green unterstiitzt diese Vermutung in [Gre75a]
mit dem Beispiel einer holomorphen Abbildung f : C — P?(C), die eine Fermatvarietit vom
Grad 4 meidet und deren Bild in einer Quartik, aber nicht in einer Geraden liegt.

Fermatvarietdaten selbst sind — wie eben gesehen — nicht hyperbolisch, es gibt jedoch gewisse
Storungen von Fermatvarietdten hohen Grades, die hyperbolisch sind. Genauer erhilt man
durch folgende Konstruktion nach Brody und Green eine ganze Familie von hyperbolischen
Hyperflichen [Bro-Gre77]. Beim Beweis dieser Aussage wird vor allem Satz 3.1.5 verwendet.

Lemma 3.1.9 (Brody-Green). Fir d > 50 gerade ist

Xp o= {8 + 28 + 28 + 28 + (tzom)Y? + (tz022)Y* = 0}
hyperbolisch fiir alle bis auf endlich viele t € C*.
Masuda und Noguchi bewiesen 1996 konstruktiv die Existenz einer glatten hyperbolischen
Hyperfliche jeden Grades d > d(N) in PV (C), deren Komplement ebenfalls hyperbolisch ist
[Ma-No096]. Die Beispiele, die sie geben, sind Fermatperturbationen im P3(C), P4 (C) und P*(C)

(die ersten Beispiele iiberhaupt in Dimension 4 und héher), wobei der Grad der Hyperfliche
sehr hoch relativ zu der Dimension ist:

Beispiele 3.1.10. Folgende Hyperflichen sind hyperbolisch:
1 {230+ .. 4+ 230 + t(z02122)¢ = 0} C PP(C) mit t € C* fiir d > 7.
2. {230 + ...+ 230 + t(20212023)% = 0} C P3(C) mit t € C* fiir d > 6.
8 AR+ .+ 220+ (2921)¢ + (z122)? = 0} C P3(C) fiir d > 24.

b {2 4+ 2+ (28207 + (2F20) P + (823) 3 + (2524) Y8 + (2520)" = 0} C PA(O)
fiir d = 3e > 243 fir ein e € N.
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3.2 Lemma von Borel
Folgendes Lemma wurde von Borel 1887 fiir den eindimensionalen Fall bewiesen und 1975
von Green auf mehrere Dimensionen verallgemeinert, [Bor1887] und [Gre75a].

Lemma 3.2.1 (Lemma von Borel). Seien ¢q,...,dn ganze Funktionen mit
e 4. 4e?N =0.

Dann existiert fir jedes i € {0,...,N} ein j # i mit ¢; — ¢j = const. .

Mehrfache Anwendung des Lemmas von Borel fiihrt zu einer Partition der Funktionen:

Folgerung 3.2.2. Seien ¢y, ..., ¢n ganze Funktionen mit e? +...+e®¥ = 0. Dann ezistiert
eine Partition {0,..., N} = J;_; Iy, so dass gilt:

o #(I,) >2 firalleg=1,...,s.

o Fiir Iy = {ig1,...,iqn,} existieren Konstanten fig2,...,qn, mit 1+ %o pgr = 0,

(g —i

so dass e a.1) = pgk fiir alle k =2,...,ng und alle g =1,...,s.

Aus dieser Folgerung ergibt sich fiir eine ganze exponentielle Abbildung f := [e?0 : ... : e?V]
in eine Fermatvarietdt von beliebigem Grad d lineare Entartung:

Folgerung 3.2.3. Sei f :=[e? :...:e?N]: C — PN(C) ganz und gelte ™0 4. . 4ed?N =0
fiir d € C\{0}. Dann ist das Bild f(C) enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension
1

5

Beweis : Durch die Partition aus Folgerung 3.2.2 ergibt sich, dass

F@© < () ({20 — Hakzig, =0}

i=1k=2

Dieser lineare Unterraum von PV (C) ist durch so viele unabhiingige lineare Bedingungen
S

S
gegeben, wie es Konstanten p,, gibt, also Y (#I, —1) = (> #1I;) —s = N +1—s. Gleich-
q=1

g=1
zeitig ist #1; > 2 und damit s < [%] . Die Dimension dieses linearen Unterraums ist dann
N—-(N+1-s)=s—-1< 8] —1=[81]. O

Entsprechend gilt fiir ganze Kurven in Fermatvarietéiten, welche die Koordinatenhyperebenen
meiden:

Lemma 3.2.4. Sei f : C — {28 +...+2% = 0}\{Koordinatenhyperebenen} C PN (C) eine
ganze Kurve. Dann ist das Bild von f enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension

)

Hat die Abbildung nur in einigen Komponenten exponentielle Form, kann man allgemeiner
aus Folgerung 3.2.2 schlieflen:
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Folgerung 3.2.5. Sei f :=[e? : ... : eV : fyy1:...: fyu] : C — PNH(C) ganz und
gelte e + ...+ e4%N = 0 fiir d € C\{0} . Dann ist das Bild f(C) enthalten in einem linearen
Unterraum der Dimension [%] +1.

Ebenso kann man fiir ganze Kurven in das Komplement einer Fermatvarietéit und aller Ko-
ordinatenhyperebenen folgendes Lemma formulieren:

Lemma 3.2.6. Sei
f: C — PN(O)\{Koordinatenhyperebenen, z3 + ... + 24 = 0}

eine ganze Kurve, die alle Koordinatenhyperebenen und eine Fermatvarietdt vom Grad d > 0

meidet. Dann ist das Bild von f enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension [%] .

3.3 Komplemente von Hyperebenen und Fermatvarietét

Im letzten Lemma des vorigen Abschnitts konnte eine Aussage iiber die algebraische Ent-
artung des Komplements aller Koordinatenhyperebenen und einer Fermatvarietét beliebigen
Grades gemacht werden. In diesem Abschnitt betrachten wir die Situation, dass eine Kurve
zusitzlich zur Fermatvarietéit nicht alle, sondern nur eine gewisse Anzahl von Koordinatenhy-
perebenen meidet. Man kann lineare Entartung folgern, sofern der Grad der Fermatvarietit
grof} genug ist. Mit Hilfe des Lemmas von Borel bzw. Folgerungen daraus kénnen wir den
Grad im Vergleich zu Satz 3.1.7 jedoch relativ niedrig halten.

3.3.1 Komplemente von N Hyperebenen und Fermatvarietét in PV (C)

Den Fall des PV(C) abziiglich N Koordinatenhyperebenen und Fermatvarietiit zeigte Green
1974 mit Methoden der Nevanlinna-Theorie folgende Aussage [Gre74].

Satz 3.3.1 (Green). Sei f : C — P?(C) eine ganze Kurve von endlicher Ordnung, welche
die Koordinatenhyperebenen {zg = 0} und {21 = 0} und die Fermatvarietit {23 + 2% + 23 = 0}
meidet. Dann liegt das Bild von f auf einer Geraden oder einer Quadrik.

Er benutzte dabei folgendes Lemma, in welchem die Voraussetzung der endlichen Ordnung
zum Tragen kommt.

Lemma 3.3.2 (Green). Falls die Abbildung (e?',e??, e%3) von endlicher Ordnung ist und
f? = €291 4 2?2 4 293 gilt, dann ist f eine Linearkombination von e e?? e%3.

Green vermutete, dass man auf die Voraussetzung der endlichen Ordnung verzichten kann.
Fiir den hoherdimensionalen Fall f2 = 2?1 4+ ... + €2?N erwartete er eine analoge Aussage.
Noguchi, Winkelmann und Yamanoi verallgemeinerten 2004 Greens Satz 3.3.1 auf beliebige
Dimensionen und ohne die Bedingung der endlichen Ordnung an f [No-Wi-Ya04].

Satz 3.3.3 (Noguchi-Winkelmann-Yamanoi). Sei f : C — PN (C) eine ganze Kurve, die
N Koordinatenhyperebenen {z; =0}, i =1,..., N, und eine Fermatvarietit mindestens vom
Grad 2 meidet. Dann ist f algebraisch entartet.
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Dieser Satz ist ein weiterer Beleg fiir Greens Vermutung 1.5.3. Der Beweis benutzt den zwei-
ten Hauptsatz fiir holomorphe Kurven in semi-abelsche Varietiten, das zentrale Resultat in
[No-Wi-Ya04]. Inzwischen ist Satz 3.3.3 lediglich ein Spezialfall des allgemeineren Satzes 1.5.5.

Der Fall, dass der Grad der Fermatvarietit in der projektiven Ebene echt grofier als zwei ist,
ist durch Greens eigene Methoden auch ohne die Bedingung der endlichen Ordnung giiltig:

Proposition 3.3.4. Jede ganze Abbildung f : C — P \{z = 0,21 = 0,28 + 2{ + 2¢ = 0}

mit d > 2 1st linear entartet.

Diesen Fall zeigt Green in [Gre74] nicht explizit, liefert dort aber das notige Hilfsmittel in
Form folgenden Lemmas:

Lemma 3.3.5 (Green). Seien f,¢1,...,¢dn ganze Funktionen auf C und gelte
fl=edot ooz 4 4 BN

mit d > N — 1. Dann ist f = Ce® fiir ein i und konstantes C € C.

Mit diesem Lemma beweisen wir Proposition 3.3.4, indem wir Greens Beweis von Satz 3.3.1
folgen.

Beweis (8.3.4): Sei f = [fo: f1: fa] : C — P2(C)\{z0 = 0,21 = 0,28 + 2¢ + 2¢ = 0} eine
ganze Abbildung. Dann existieren ganze Funktionen ¢g, ¢1, 2, so dass

d_1f0:e¢07 dV_1f1:e¢17 f((]j+f{j+fg:ed¢2

gilt. Somit ist
fg — ed¢0 + ed¢1 + €d¢2,

und mit Lemma 3.3.5 folgt fo = C - €% fiir ein 4 € {0,1,2}.

Sei zuniichst fo = C - 2. Dann ergibt obige Gleichung

0 = %0 4 ed?1 4 (1 — C%)ed?2,

e Im Fall C¢ = 1 folgt 0 = % + €91 und mit dem Lemma von Borel ¢y — ¢ = const..
Damit lisst sich f darstellen als f = [Ae?! : Be?t : Ce??] = [A: B : Ce®?~%1], es liegt
also auf einer projektiven Geraden.

e Im Fall C?% # 1 existiert ein y € C, so dass

0 = %0 4 b1 | eUd247)

Mit dem Lemma von Borel folgt ¢; — ¢; = const. fiir ein ¢ # j. In allen Féllen erhélt
man durch nochmaliges Anwenden des Lemmas von Borel, dass ¢; — ¢; = const. fiir
alle i, = 0,1,2. Damit kann man f darstellen als f = [Ae?? : Be?? : Ce??], es ist also
konstant.
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Fiir die Félle fo = C - e mit ¢ = 0,1 erhiilt man analog, dass f konstant ist. Insgesamt ist f
somit linear entartet. O

Auffallend ist dabei, dass in dieser Proposition das Bild von f in einem linearen Unterraum
enthalten ist, wihrend man in Satz 3.3.1 ,nur“ Entartung in einer algebraischen Untervarietit
erhélt. Dafiir hat man dort den Vorteil eines niedrigen Grades.

Nach der Kobayashi-Vermutung 0.0.1 soll das Komplement jeder generischen Kurve in P?(C)
mindestens vom Grad 5 hyperbolisch sein. Dies legt die Frage nahe, ob man aus Proposition
3.3.4 nicht sogar Konstanz der Abbildung f und damit Hyperbolizitét folgern kann. Im Fall,
dass f auf einer projektiven Geraden liegt, namlich f(C) C T := {2 = Az} mit A4 = —1
gilt:

f© c TN\{20=0,21 =0,28 + 20+ 28 =0} =T —{[0:0:1],[A:1:0]}. (3.1

Damit liegt f(C) in einer rationalen Kurve, welche die von f gemiedene dreikomponentige
Kurve in lediglich zwei Punkten schneidet. I' schneidet die Kurve im Schnittpunkt der Ko-
ordinatenachsen {zyp = 0} N {z; = 0} und ist in [A : 1 : 0] Tangente an die Fermatvarietit
mit Schnittmultiplizitit d. Dieser Fall wird in Abschnitt 5.1.1 als nichtgenerischer Fall (b)
bezeichnet und ist offensichtlich nichthyperbolisch.

Proposition 3.3.4 lisst sich auf beliebige Dimension N verallgemeinern. Entsprechend ist das
Resultat eine Verbesserung des Ergebnisses aus Satz 3.3.3, was die Form der Entartung (linear
statt algebraisch) und die Kenntnis der Dimension des Entartungsraumes betrifft; dies geht
jedoch auf Kosten eines hohen Grades (N + 1 statt 2).

Proposition 3.3.6. Jede ganze Abbildung
f:C— PN(©\{N Koordinatenhyperebenen, zg +...+z2b =0}

mit d > N st linear entartet. Das Bild f(C) ist enthalten in einem linearen Unterraum der
Dimension [g]

Der Beweis fiir allgemeine Dimension N verlduft analog zu dem von Proposition 3.3.4 (N = 2)
und benutzt die Folgerungen 3.2.3 und 3.2.5 aus dem Lemma von Borel.

Beweis : Sei f = [fo:...: fn] : C — PN(C)\{z1 = 0,...,28v = 0,28 +... + 2% = 0} eine
ganze Abbildung. Dann existieren ganze Funktionen ¢1,...,¢n, h, so dass
i :€¢1,..., fN:6¢N7 f((]i+fii++f]%+edh:0

gilt. Nach Lemma 3.3.5 folgt dann wegen d > N, dass entweder fo = C - €% fiir ein i €
{1,...,N} oder fy = C- el ist.

Sei zunichst fo = C - e”. Dann ergibt obige Gleichung

e 4. e 4 (14 Cd)e® = 0.

e Fiir 1 + C% = 0 folgt €™ + ... + %N = 0. Dann ergibt Folgerung 3.2.5, dass f(C) in

einem linearen Unterraum der Dimension [%] enthalten ist.
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e Im Fall 1 4+ C¢ # 0 existiert ein v € C, so dass 1 + C¢ = e? und somit
e 4 4 etV g dh ) =,

Nach Folgerung 3.2.3 ist f(C) enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension

=)

Fiir den Fall fo = C - e (nach evtl. Permutation der Koordinaten) ergibt sich
(14 CNer B2 4 4N el = .

e Fiir 1+C% = 0 erhilt man %2 +. . 449~ edh = (. Folgerung 3.2.5 liefert nur N —1—s
lineare Bedingungen an die Komponenten f5 bis fx, wobei s < [%] (man beachte, dass
¢! keine Komponente von f ist). Durch die zusitzliche Bedingung zg —C'-z; = 0 erreicht
man, dass f(C) in einem Unterraum der Dimension N —1— (N — 1 —s) = s < [J]

enthalten ist.

e Im Fall 1 4+ C¢ # 0 existiert ein v € C, so dass 1 + C¢ = e gilt und somit
ed0Fo) gtz 1y edON 4 ogdh — ),

Nach Folgerung 3.2.3 erhilt man N — s lineare Bedingungen an die Komponenten f; bis
fn, wobei s < [2]. Durch die zusitzliche Bedingung 29 — C - z; = 0 ist f(C) somit
in einem Unterraum der Dimension N — 1 — (N —s) = s — 1 < [H] -1 = [£A]
enthalten.

Insgesamt ist f somit linear entartet, genauer gesagt enthalten in einem linearen Unterraum

der Dimension [g] . O

Wie bei Greens Satz zur linearen Entartung von ganzen Kurven in das Komplement von
Fermatvarietédten (Satz 3.1.7) liegt das Bild im Schnitt von Hyperebenen der Form {z —
pijzj = 0}. Die gemiedenen Koordinatenhyperebenen bringen den zusitzlichen Vorteil, dass
diese Partition nicht durch Lemma 3.1.8 herbeigefiihrt wird, sondern neben Lemma 3.3.5 das
Lemma von Borel benutzt wird, so dass der Grad relativ niedrig gehalten werden kann.

3.3.2 Komplemente von k¥ Hyperebenen und Fermatvarietit in PV (C)

Wir erinnern an die Lemmata von Green zur Entartung von Kurven in Fermatvarietiten
bestimmten Grades (Lemma 3.1.6) bzw. in deren Komplement (Lemma 3.1.8). Die Parallelen
zu Lemma 3.3.5 und zum Lemma von Borel 3.2.1 sind deutlich zu erkennen, wenn man die
vier Lemmata nebeneinander stellt:

a) fé=fl+.. .+ fi ,d>N?—1 = fi/f; = const. fiir ein i # j [3.1.6]
b) fg:f{i+...+f]‘f,fl+ed¢ ,d>N?—-N = f;/fj=const. fireini# j

oder f;/e? = const. [3.1.8]
c) fl=eMr .. +edoN d>N-1 = fo=C-e% [3.3.5]
d) e?0 =efl 4 ... 4 PN = % /e = const. fiir ein i #j [3.2.1]

Eine grofle Anzahl exponentieller Funktionen in der Summe erlaubt niedrigere Anforderungen
an den Exponenten d. In dieser Arbeit ist es uns gelungen, die offensichtliche Liicke zwischen
den Aussagen b) und c¢) zu schliefilen und all diese Aussagen zusammenzufassen.
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Lemma 3.3.7. Seien f;, ¢; ganze Funktionen auf C und gelte
JE=fi4 .  fE =l et et

(also f; = e fiir allei = N —k+1,...,N) fir 0 < k < N +1. Dann gilt fir d > F(N, k) :=
(N —k+1)(N —1): Es existieren i # j, so dass f;/f; konstant ist.

In obigen Fillen a)-d) gilt dieses Lemma:

Falla) k=0: d>N?—1=(N+1)(N-1)
Fallb) k=1: d>N?—-N=N(N-1)
Fallc) k= N: d>N—-1=1(N-1)

Falld) k=N+1: d>0=0(N—1)

Man folgt in dem (induktiven) Beweis der Argumentation von [Gre7ba] in dem &hnlichen
Lemma 3.1.6. Fiir die im Folgenden verwendeten Aussagen der Nevanlinna-Theorie siehe
beispielsweise [La87].

Beweis : Sei fe+...+ f& = fd+.. .+f]‘%7,k+ed¢’\’—k+1 +...4 €%y = 0. Wir nehmen an, dass
es keine kiirzere Linearkombination der ffl gibt als diejenige, die durch die Induktionsvoraus-
setzung festgelegt ist. Unter dieser Annahme kénnen wir sogar zeigen, dass alle f;/ f; konstant
sind. Man differenziert obige Gleichung bis zu N — 1 mal und erhéilt so N Gleichungen in
N + 1 Funktionen f(‘)i, . ,f]‘fr, z.B. im /-ten Schritt:

(/&) (F3)

fi4+ .. + fE =o.
T I3
Mit der Cramerschen Regel ergibt sich eine Losung [f& : ... f&] = [Lo(f9) : ... : Ly(f9)]
dieses Gleichungssystems mit
1 1
vty L UR)
d fi v
L(](f ) = det .
ol -
fi v
(eine Art Wronski-Determinante) und
1 U R 1
(f8)' U ()
d Ié %
Lz(f ) = det . .
(fg)(.N_” 0 (f]%/)(‘N_l)
Hr— e r—
Seig=[1:g;:...:gn]|eine andere Darstellung von f. Dannist L = [Lg : ... : Ly] = g¢ = f.
Nach Definition von Nevanlinnas Héhenfunktion T'(g,r) gilt:
2w
do
dT(g,r) =T(L,r) = [ logmax || Lillgs5—+ Y logmax | Lilla, + O(1), (3.2)
0 1 2T 1

acl,
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wobei || L||g,, := |L(rei9)| und log || L| g, := —(ord, L) log ‘%‘

Fiir den ersten Term aus Gleichung (3.2) folgt mit Nevanlinnas Ungleichung fiir die logarith-
mische Ableitung und log™ @ := log max(1, @) fiir « € R, :

27 or N N 27
do do do
logmax ||L;|lg,— < log™ || Lllgr— = log™ || L;llg.r —
/0 0g zaxll zl\e,r% < /0 ;20 og™ || 1H9,r27r ;:0/0 og™ || 1||0,r27r

N
< logr+ Z log™ T(gi,r) < logr +log™ T(g,r) (3.3)

=1

fiir r auBlerhalb einer Menge endlichen Mafles. Die implizierten Konstanten hingen von d, N
und g ab.

Wir wollen nun den zweiten Term in Gleichung (3.2) abschétzen:

N(r):= Z longaxHLZ-
a€cl,

a,r-:

Betrachtet man zum Beispiel fir Ly und a € D),

r
log ||L0”a,r = _(OrdaLO) N log ‘E

3

so ist dieser Ausdruck positiv, wenn ord,Ly < 0 ist, also wenn Lg einen Pol in @ hat. Somit
liefern nur die Pole von Lj einen positiven Beitrag zu obiger Summe (die negativen Terme
schiitzt man gegen 0 ab). Aus der Entwicklung der Determinante Lg folgt, dass Lg nur in
den Punkten a € I, einen Pol hat, in denen ein Term der Determinante einen Pol hat. Ein
solcher Term ist beispielsweise

(f9) (UHP

g v
dy(7)
die anderen sind von &hnlicher Form. Ein Faktor Y lj dieses Ausdrucks hat genau an einer
Nullstelle von f; einen Pol, und dieser Pol hat hochstens Ordnung N — 1. Folglich ist:

N N—k
N(r) < (N—=1)) N(fi,0,r) = (N —1) > N(f;,0,r)
=0 1=0
< (N=1D(N-k+1)T(g,r), (3.4)

wobei N(f;,0,r) die (mit Ordnung gewichteten) Nullstellen von f; in D, zéhlt. In dieser
Abschitzung wird die Tatsache benutzt, dass die hinteren £ Funktionen f; Exponentialfunk-
tionen sind und nicht Null werden.

Fasst man die Ungleichungen (3.3) und (3.4) zusammen, erhilt man fir Gleichung (3.2):
dT'(g,7) < (N —-1)(N —k+1)T(g,7) + O(logT(g,7)) + O(log ).
Falls d > (N — 1)(N — k + 1) ist, gilt

T(g,r) < O(logr)
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fiir r aulerhalb einer Menge von endlichem Maf}, und damit sind die g; rationale Funktionen.
Folglich existiert eine Darstellung [fo : ... : fn] = [fo : ... : fn], wobei die f; Polynome
ohne gemeinsamen Faktor sind. Nach der Definition der homogenen Koordinaten existiert
eine Funktion C, so dass f; = C- fZ fiir alle 7. Insbesondere gilt fir alles = N —k+1,..., N,
dass fi = e? = C - fz, also f nirgends verschwindet. Als Polynom muss fz damit konstant
sein.

Fiir den Fall keines oder nur eines exponentiellen fz, also k = 0,1, vergleicht man die Grade
der homogenen Vektoren [f FY = [Lo(f%) : ... : Ly(f%)]: Sei 6 := max; deg fi. Dann lassen sich
alle Determinanten L;(f?) auf die Form

R;
FN—1_ FN—1
0 N
bringen, wobei R; ein Polynom vom Grad < (N —1)(N—k+1)¢ ist. Das Produkt fNONfl e N]]\,Vfl
ist gemeinsamer Nenner aller Determinanten L;(f?), so dass man die Gleichheit

[%jz...:fj‘f,]:[Rg:...:RN]

erhélt. Vergleicht man die Grade auf beiden Seiten, so folgt, da die ﬁ keinen gemeinsamen
Faktor haben,

d-6<(N=1)(N—k+1)-5.
Wegen d > (N — 1)(N — k + 1) muss § = 0 sein, wodurch alle f; konstant sind. Damit ist
fi/ fi = const. fiir alle 4, j.

Im Fall von mindestens zwei exponentiellen f;, also k& > 2, erhilt man einen Widerspruch:
Da ]TN,l = const. und fN = const., existiert eine kiirzere Linearkombination zwischen f]‘{l,fl
und f¢ — entgegen der Annahme zu Anfang des Beweises. Es gibt némlich o, 3, so dass
aff | +BfE = aCdf]‘f,_l + BCdf]‘%[ = C%a - const. + f3 - const.) = 0.

Mit Induktion erhélt man die Behauptung. 0

Mit diesem Lemma erreicht man lineare Entartung fiir Abbildungen in das Komplement von
k Koordinatenhyperebenen und einer Fermatvarietit gewissen Grades.

Satz 3.3.8. Jede ganze Abbildung
f:C— PN(Q)\{k Koordinatenhyperebenen , 23 + ...+ 2% = 0}

mitd>F(N+1,k+1) = (N —k+1)N ist linear entartet fir 0 <k < N+ 1. Das Bild f(C)

ist enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension [%] .

Bemerkung 3.3.9. Da die Bedingung der gemiedenen Fermatvarietdt eine weitere Exponen-
tialfunktion liefert, haben wir ein (N + 1)-dimensionales Problem mit k + 1 Exponentialfunk-
tionen; folglich muss der Grad grifer als F(N + 1,k + 1) gewdhlt werden.

Einige bisherige Ergebnisse sind Spezialfille dieses Satzes:

e Der Fall k=0 und d > (N + 1)N entspricht Satz 3.1.7,
e Der Fall k= N und d > N gibt Proposition 3.3.6 wieder.
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Beweis (Satz 3.3.8): Ohne Einschrinkung meide f die Koordinatenhyperebenen {z; = 0} fiir
1=N—k+1,...,N. Dann existieren ganze Funktionen ¢n_x+1,...,PN,PnN+1, SO dass

PNoker = €OV =€ fi b R+ et =0,

Setze fyi1 := e?N+1. Mit Lemma 3.3.7 folgt wegen d > F(N + 1,k) = (N —k + 1)N, dass
fiir jedes i € {0,..., N +1} ein j # i existiert, so dass f;/f; konstant ist. Dadurch erhélt man
eine Partition {0,...,N + 1} = UZ:l I, mit #1, > 2, wobei fiir 4, j € I, gilt: z; = Cj; - z;.

Dann ist
S

f@c () {z-Ci-z =0},
q:l i, € Iq
i,j#N+1

S S
also f linear entartet. Es ergeben sich ) (#1,—1)—1= (Y #I;))—s—1=(N+2)—s—1=
q=1 q=1

N + 1 — s lineare Bedingungen an das Bild von f, wobei s < [#] ist (wegen #I, > 2).
Obiger Unterraum hat folglich Dimension N — (N +1—s)=s—1< [¥2] —-1=[J]. O

Beispiel 3.3.10. Eine ganze Kurve f : C — P?(C), die eine Koordinatenachse und eine
Fermatkurve vom Grad d > 4 meidet, ist linear entartet, liegt genauer in einem linearen
Unterraum der Dimension 1.

Mit dem bisher bekannten Satz 3.1.7 von Green fiir Abbildungen in das Komplement einer
Fermatvarietét ist algebraische Entartung in diesem Beispiel lediglich fiir Grad d > 2-(2+1) =
6 zu folgern.

Obwohl in dem Beispiel der Gesamtgrad der gemiedenen Kurve grofler als 5 ist, kann man
keine Konstanz der Abbildung f und damit Hyperbolizitit folgern. Das liegt daran, dass hier
keine generische Situation gegeben ist. Fiir

f:C—PYC)\{z2 = 0,28 + 2 + 24 = 0}

mit d > 4 folgt: f ist konstant oder f(C) C ' mit I' = {29 = Az1}, I' = {20 = Az} oder
I'={z = Az} mit \? = —1.

o Fir I' = {zy = Az } gilt:

F© CT\{z2=0,28 +2{+28 =0} =T —{[\:1:0]}.
o Fiir I' = {zy = Az9} gilt (I' = {21 = Az} analog):
F© CcT\{z2=0,28 +2{ + 28§ =0} =T —{[0:1:0],[A:0:1]}.

Damit liegt f(C) in einer Geraden, welche die von f gemiedene zweikomponentige Kurve in
hochstens zwei Punkten schneidet. Im ersten Fall schneidet I' die Kurve in einem Doppel-
punkt, wobei sie Tangente an die Fermatvarietit mit Schnittmultiplizitit d ist. Im zweiten

Fall schneidet I' die Kurve in zwei Punkten, wobei sie die Fermatvarietéit mit voller Schnitt-
multiplizitit d trifft.

Bemerkung 3.3.11. Der Grad der Fermatvarietit ist sehr hoch fir eine geringe Anzahl k
gemiedener Hyperebenen; die Aussage ist damit weit entfernt von Greens Vermutung 1.5.3.
Eine Maglichkeit einer Verbesserung wdre, statt Lemma 3.3.5 das (vom Grad her) bessere
Lemma 3.3.2 zu verallgemeinern. Dies ist bisher jedoch nicht gelungen.
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3.4 Fermatvarietit abziiglich Hyperebenen

Fiir Kurven in Fermatvarietiten hinein, die eine Anzahl von Koordinatenhyperebenen meiden,
erhilt man entsprechende Aussagen.

Satz 3.4.1. Jede ganze Abbildung
f:C— {24 +...+ 2% = 0\{k Koordinatenhyperebenen} C PV (C)

mitd > F(N,k) = (N +1—k)(N — 1) ist linear entartet fir 0 < k < N + 1. Das Bild f(C)

ist enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension [%] .

Bemerkung 3.4.2. FEinige bisherige Ergebnisse sind Spezialfille dieses Satzes:
e Der Fall k=0 und d > (N + 1)N entspricht Satz 3.1.5,
e Der Fallk =N +1 und d > 0 gibt Lemma 3.2.4 wieder.

Beweis (Satz 3.4.1): Ohne Einschrinkung meide f die Koordinatenhyperebenen {z; = 0} fiir
t=N—k+1,...,N. Dann existieren holomorphe Funktionen ¢n_x41,...,¢nN, so dass

fN—k+1 — 6¢N7k+1,”.’ fn = PN

und damit

a4 L edtn-br g edON =,
Mit Lemma 3.3.7 folgt wegen d > F(N,k) = (N —k+1)(N —1), dass fiir jedes i € {0,...,N}
ein j # 1 existiert, so dass f;/f; konstant ist. Dadurch erhélt man eine Partition {0,...,N} =
Ug=1 Iy, wobei fiir i, j € I, gilt: 2; = Cj; - 2;.
Dann ist

S
F©c) ) {z—Ciyz =0}
q:1 i,jelq
also f linear entartet. Es ergeben sich N + 1 — s lineare Bedingungen an das Bild von f,
wobei s < [2+L] ist. Obiger Unterraum hat folglich Dimension N — (N +1—3s) =s—1 <

[N1) 1 =[], 0

Aus diesem Satz leitet sich eine Folgerung ab fiir Kurven in gewisse ,eingeschrinkte“ Fermat-
varietiten, die einige Koordinatenhyperebenen auslassen.

Folgerung 3.4.3. Sei
f:C— {28 + .. 428 =0}\{k Koordinatenhyperebenen} C PN (C)

ganz mit i; € {0,....,N} fir alle1 < j <r < N+ 1. Es seien k der gemiedenen Koordina-
tenhyperebenen aus der Indexmenge {iy,...,i,}, und es gelte d > (r — k)(r —2). Dann ist

das Bild f(C) ist enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension [QNT_’"] .

Beweis : Man betrachte die Abbildung
m:PN(C) —P"NC) : [20:... 2N [z - 2]

Dann ist (7o f)(C) C (P"~}(C)\{x Koordinatenhyperebenen})N{z¢+...+2% | = 0}. Wegen
der Voraussetzung d > (r — k)(r —2) folgt mit Satz 3.4.1, dass (7o f)(C) in einem Unterraum

der Dimension [252] enthalten ist. Somit muss f(C) in einem Unterraum der Dimension

[252] + (N + 1 —r) = [227] enthalten sein. 0




34 KAPITEL 3. FERMATVARIETATEN UND HYPERBOLIZITAT

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Verhalten von Abbildungen betrachtet, die in einer Fermat-
varietdt liegen bzw. eine Fermatvarietit meiden und zusétzlich eine bestimmte Anzahl von
Koordinatenhyperebenen meiden. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst.
In allen Fillen konnte bei entsprechend hohem Grad der Fermatvarietit lineare Entartung
gefolgert werden:

e Falls f in die Fermatvarietat abbildet, so liegt f(C) in einem linearen Unterraum der

Dimension < [%] .

e Falls f die Fermatvarietdt meidet, so liegt f(C) in einem linearen Unterraum der Di-
mension < [%] .

f(©) c Fermatvarietit C PN (C) PN (C)\Fermatvariet:it
PN(C) d>N?-1 d>N(N +1)
(3.1.5, Green) (3.1.7, Green)
PN (C)\{Koord.hyp.} d>0 (3.2.4) d>0 (3.2.6)
PN (C)\{k Koord.hyp.} d>(N+1-k)(N-1) d>(N+1-kN
(0<EkE<N+1) (3.4.1) (3.3.8)
speziell: k = N,d > 2
— f ist algebraisch entartet
(3.3.3, [No-Wi-Ya04])

Tabelle 3.1: Anforderungen an den Grad der Fermatvarietiit, in welcher die Kurve f liegt bzw.
die f meidet, so dass lineare Entartung folgt, in Abhéingigkeit von der Anzahl k der zuséitzlich
gemiedenen Koordinatenhyperebenen.



Kapitel 4

Hyperflichen und
Hyperebenenschnitte

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse zu Fermatvarietiten aus dem vorigen Kapitel
auf allgemeine Hyperflichen iibertragen: Fiir ganze Kurven in Hyperflichen oder in deren
Komplement ldsst sich abhingig vom Grad und der genauen Form algebraische Entartung
zeigen. Bei Herausnahme einer Anzahl von Hyperebenen lassen sich die Anforderungen an
den Grad entsprechend abschwéchen. Aufilerdem werden wir ganze Kurven in Hyperflichen
betrachten, die eine Anzahl von Hyperflichenschnitten (statt wie bisher Hyperebenen) mei-
den, und entsprechende Sétze zitieren, die im n&chsten Kapitel eine wesentliche Rolle in den
Beweisen spielen werden.

4.1 Hyperebene abziiglich Koordinatenhyperebenen

Betrachten wir zunéichst den einfachsten Fall einer Hyperfliche, die Hyperebene.

Lemma 4.1.1. Se:
f:C— X\{2=0,...,2y = 0} C PY(C)

eine ganze Abbildung in eine Hyperebene X = V(F) mit F(zg,...,2N) = Zij\;O c;iz; und
ri=#{c; #0} (0 <r < N+1). Dann ist f linear entartet.

Genauer ist das Bild f(C) enthalten in einem linearen Unterraum der Dimension [QNT*T] .

Beweis : Die Behauptung folgt aus Folgerung 3.4.3 mit k =N+ 1, k =7 und d = 1. 0

Beispiele 4.1.2. Ist X eine Gerade in P?(C), so ist die Dimension des entsprechenden
Unterraumes U C X: dimU < [4%7"} .

o Firr=3istdimU =0.

e Firr=214stdimU <1, man hat also keine Dimensionsverringerung.

Ist X eine Ebene in P3(C), so ist die Dimension des entsprechenden Unterraumes U C X :
dimU < [%7].

35
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o Firr=4istdimU <1, genauer U C {z = p;zj , 2z = uz} fir paarweise verschie-
dene i,3,k,1 und pj,p € C.

o Firr=3istdimU <1, genauer U C {z; = pjz; = przr} mit pj, px € C.
o Firr=21istdimU < 2, man hat also keine Dimensionsverringerung.

Bemerkung 4.1.3. Hyperbolizitdt lasst sich aus Lemma 4.1.1 nur in den Extremfillen 2N —
r < 2 folgern, also im Fall der projektiven Ebene und r = 3 (siehe voriges Beispiel, erster
Fall) oder trivialerweise im Fall der Riemannschen Zahlenkugel und r € {1,2} .

Der Fall einer Hyperebene abziiglich einer gewissen Anzahl k& von Koordinatenhyperebenen,
also X\{zo = 0,...,2, 1 = 0} € PN(C) mit X = {F(z) = 3.V cizi = 0}, lisst sich
mit unseren Methoden nur l6sen, wenn ausschliefllich die gemiedenen Koordinaten in der
Gleichung von F' vorkommen, d.h. wenn hier ¢, = ... = ¢y = 0 gilt und » < k (ansonsten
erhilt man aus einer Summe coe?® + ... + ¢;_1e-1 + ckf,‘cj = 0 nur fiir d > 1 eine Partition,
vgl. Lemma 3.3.7). Dann erreicht man mit Folgerung 3.2.5 dieselbe Unterraumdimension
[552] + (N +1—71) = [22] wie in Lemma 4.1.1.

4.2 Hyperflache abziiglich Koordinatenhyperebenen

Betrachten wir nun den Fall, dass X = V (F') eine Hyperfliche vom Grad > 1 ist. Wir wollen

zunichst eine bestimmte Notation festlegen: Seien durch
Mj(zo,...,zN):zgjo---z;l\;N,jzl,...,r, (4.1)

Monome vom Grad ), a;, = 0 mit Exponenten a;, € Ny definiert. Sei X eine Hyperfliche
vom Grad dd in PV (C) gegeben durch

X :={ecM+.. . +eMI=0}, (4.2)
wobei ¢; € C* nichttriviale Konstanten sind und wir d als Hauptgrad bezeichnen wollen.

Dann liefert das folgende Lemma von Masuda und Noguchi [Ma-No96] eine Partition &hnlich
wie die von Green zu Fermatvarietiten, vgl. Satz 3.1.5.

Lemma 4.2.1 (Masuda-Noguchi). Sei f = [fo:...: fn] : C — X eine ganze, nichtkons-
tante Kurve, so dass kein f; identisch null ist, und gelte d > r(r — 2). Dann ezistiert eine
Zerlegung der Indizes in {1,...,r} = UZ:I I,, so dass gilt:

(i) #1,>2 fir alleg=1,...,s,
(ii) (M]d o f)/(M{o f) konstant ist fiir alle j, k € I,
(i6) > jer, ch]‘-iOf =0 fiir alle q .

Insbesondere ist das Bild von f enthalten in einer algebraischen Varietét der Form

M ) {z€PY(©) : M}(2) — ;s M{(2) = 0} .
q=1j,kel,
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Diese Varietéit ist ein Durchschnitt von r — s Hyperflichen, also mindestens r — [%] = [%]

Hyperflichen (da s < [%] ). Diese sind jedoch nicht notwendig verschieden, so dass sich keine
allgemeinen Folgerungen in Hinsicht auf die Dimension ziehen lassen.

Bestehen die Monome M aus lediglich einer Variablen 23-571, so hat man eine (eingeschriank-
te) Fermatvarietit vorliegen und erhilt als Entartungsvarietit einen linearen Unterraum
bekannter Dimension: Fiir den Fall M; = z;_y, also 6 = 1, und r = N +1 ist X =
{clzg + ...+ cNHz}iV = 0} und das Lemma entspricht Satz 3.1.5. Allgemeiner hat man
fir M; = zfj und r beliebig einen Spezialfall von Folgerung 3.4.3 fiir k = x = 0.

Schneidet man aus der Hyperfliche die Koordinatenhyperebenen heraus, so gilt Lemma, 4.2.1
entsprechend ohne die Voraussetzung an den Hauptgrad d der Hyperflache, d.h. man betrach-
tet die Hyperfliche

X ={aM +...+¢M, =0} (4.3)
mit ¢; € C* und M; wie in (4.1) mit deg M; = ¢ fiir alle j.

Lemma 4.2.2. Sei f : C — X\{Koordinatenhyperebenen} C PN(C) eine ganze, nicht-
konstante Kurve. Dann ezistiert eine Zerlegung der Indizes in {1,...,r} = UZ:1 I, , so dass
gilt:

(i) #1,>2 fir alleg=1,...,s,
(it) (Mjo f)/(My o f) konstant ist fir alle j,k € I,

(iii) 3 jer, ¢jMjo [ =0 fir alle q.

Beweis : Man wende Lemma 4.1.1 auf die Abbildung [Mjo f:...: M.o f]: C — P"~}(C)
an, welche die Koordinatenhyperebenen meidet und in einer Hyperebene der Form c;z; +
...+ ¢z, = 0 enthalten ist. O

Die Abbildung M :=[Mj : ... : M,] ist eine Art eingeschrinkte Veronese-Abbildung speziell
fiir die gegebene Hyperfliche X . Die Dimension des Unterraums, in dem M o f liegt, nimlich

S

N () {zeP Q) : 2 — mjnze =0},
q=1j,kely

w = [%] . Fiir f selbst l&sst sich daraus lediglich
Entartung in einer algebraischen Varietit folgern:

ist nach Lemma 4.1.1 mindestens [

F© c () () {z€P(C) : Mj(2) — pjxMy(2) = 0} .

q=1j.k€ly

Auch hier liegt f(C) zwar im Durchschnitt von r — s Hyperflichen, diese sind jedoch nicht
notwendig verschieden. Die Abbildung M ist nicht injektiv, so dass man aus der Konstanz
der Komposition M o f auch nicht Konstanz von f folgern kann. Dieses Lemma ist also fiir
den Nachweis von Hyperbolizitit wenig hilfreich. Im Extremfall der projektiven Ebene P?(C)
gilt jedoch Hyperbolizitit:
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Bemerkung 4.2.3. Sei f : C — C\{Koordinatenachsen} C P?(C) eine ganze Abbildung
mit einer generischen Kurve C, dann ist f konstant.

Diese Aussage lisst sich leicht durch das Schnittverhalten der Kurve mit den Koordinaten-
achsen erkliren, das in generischen Fillen mindestens drei Schnittpunkte liefert, so dass man
Folgerung 1.1.5 anwenden kann. Generisch soll hierbei zum einen bedeuten, dass nicht zwei
Koordinatenachsen tangential zu C liegen und die dritte C genau in diesen Tangentenpunk-
ten schneidet, zum anderen, dass C, falls sie eine Gerade ist, in allgemeiner Lage zu den
Koordinatenachsen liegt.

Schneidet man nur eine gewisse Anzahl k an Koordinatenhyperebenen aus der Hyperfliche
X heraus, so kann man die Anforderungen an den Hauptgrad d der Hyperfliche X mit
Hilfe von Lemma 3.3.7 bzw. Satz 3.4.1 entsprechend verkleinern, je nachdem wie die M;
zusammengesetzt sind und wie viele M; o f die Koordinatenhyperebenen meiden (dhnlich wie
bei Folgerung 3.4.3).

Folgerung 4.2.4. Sei X wie in (4.2) gegeben. Sei f : C — X\{k Koordinatenhypereb.} C
PN (C) eine ganze, nichtkonstante Kurve, so dass kein fj identisch null ist, und gelte d >
(r —rK)(r —2). Dabei sei v die Anzahl derjenigen M; , fir die Mj o f nirgends verschwindet,
d.h. k = #{M;(z) = 2% : aj; = 0 fir alle i mit f(C) N (z; = 0) # 0} . Dann existiert eine
Zerlegung der Indizes in {1,...,r} = UZ:I I,, so dass gilt:

(i) #1,>2 firalleg=1,...,s,
(i1) (M]d o f)/(M&o f) konstant ist fiir alle i,j € I,

(1ii) Zjelq ch;iOf =0 fiir alle q .

Beweis : Betrachte die Abbildung M o f := [¢/ctMyo f:...: ¢/eM, o f]: C — P 1(C),
deren Bild in der Fermatvarietiit in P"~!(C) vom Grad d liegt und x Koordinatenhyperebenen
meidet. Mit Satz 3.4.1 folgt wegen d > [(r—1)+1—k][(r—1)—1] = (r — k)(r — 2) die
Behauptung. 0

Masuda und Noguchi benutzen Lemma 4.2.1, um die Hyperbolizitit bestimmter Hyperflichen
unter der Voraussetzung d > r(r — 2) zu beweisen, vgl. dazu Beispiele 3.1.10. Mit Lemma
4.2.2 kann man entsprechend die Hyperbolizitit derselben Hyperflichen abziiglich der Koor-
dinatenhyperebenen folgern, und zwar ohne Voraussetzungen an den Hauptgrad d und somit
fiir kleine Grade:

Beispiele 4.2.5. Folgende Komplemente von Hyperebenenschnitten in einer Hyperfliche sind
hyperbolisch:

1. {z3 + ... + 23 + tzoz120 = 0}\{ Koordinatenhyperebenen} C P3(C) mit t € C*.
2. {25 + ...+ 25 + tzoz1 2023 = 0}\{ Koordinatenhyperebenen} C P3(C) mit t € C*.
8. {22+ ...+ 22 + 2021 + 2122 = 0}\{Koordinatenhyperebenen} C P3(C).

4o A3+ R+ 22+ 222+ 22 2+ 23 29 = 0}\{ Koordinatenhyperebenen} C P4(C).
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4.3 Komplemente von Hyperebenen und Hyperfliche

In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2 analog fiir den Fall des
Komplements einer Hyperfliche und mehrerer Koordinatenhyperebenen formulieren. Lemma,
4.2.1 von Masuda und Noguchi hat dann folgende Entsprechung:

Lemma 4.3.1. Sei die Hyperfliche X wie in (4.2) gegeben. Sei f = [fo:...: fn]: C —
PN(C)\X eine ganze, nichtkonstante Kurve, so dass kein f; identisch null ist, und gelte
d > r(r—1). Dann ezistiert eine Zerlegung der Indizes in {1,...,r} = UZ:O 1,, so dass gilt:

(i) #1,> 2 fir alleg=1,...,s und Iy # 0,
(i1) (M;.io f)/(M,‘cj o f) konstant ist fir alle j,k € 1, und fir alle ¢ =0,...,s,

(14i) Zjelq chJdOf =0 firalleq=1,...,5 und 3 ¢/ ch]‘.iof #0.

Insbesondere gilt:

S

f©c) () {zeP¥(© : M}(2) — pj M (2) = 0} .

9=0j,kel,
Beweis : Betrachte die Abbildung M o f := [¢{/ciMyo f :...: /&M, o f]: C — P'~1(C),
welche die Fermatvarietit in P"~!(C) vom Grad d meidet. Mit Lemma 3.1.8 bzw. Satz 3.1.7
folgt wegen d > (r — 1)[(r — 1) + 1] = r(r — 1) die Behauptung. O

Fiir den Fall, dass zusétzlich die Koordinatenhyperebenen gemieden werden, fillt die Voraus-
setzung an den Hauptgrad d wie schon in Lemma 4.2.2 weg.

Lemma 4.3.2. Sei f : C — PN(C)\ ({Koordinatenhyperebenen} U X) eine ganze, nicht-
konstante Kurve, und sei X wie in (4.3) gegeben. Dann ezistiert eine Zerlequng der Indizes
in{1,....r} =Uy—q Iy, so dass gilt:

(i) #1, > 2 fir alleq=1,...,s und Iy # 0,
(11) (Mjo f)/(My o f) konstant ist fiir alle j,k € I, und fiir alle ¢ =0,...,s,

(14i) Zjelq ciMjo f =0 firalleq=1,...,5 und 3 ;cq c;Mjo f#0.

Insbesondere gilt:

F© < () () £z € BY(O) : My(2) — pjseMi(z) = 0}

9=0j.kel,
Beweis : Die Abbildung M o f == [¢/efMio f : ... : ¢e M, o f] : C — P"~1(C) meidet
die Fermatvarietiit in P"~!(C) vom Grad d und alle Koordinatenhyperebenen. Mit Folgerung
3.2.2 bzw. Lemma 3.2.6 folgt die Behauptung. O

Ist X eine Hyperebene, erhilt man ebenfalls lineare Entartung (direkt aus Lemma 4.1.1).
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Lemma 4.3.3. Sei f : C — PN(C)\ ({Koordinatenhyperebenen}UX) eine ganze Abbildung
und X = V(F) eine Hyperebene mit F(zy,...,zN) = Z?LU cizi und r:=#{c; #0} (0 <r <
N +1). Dann ist f linear entartet. Genauer ist das Bild f(C) enthalten in einem linearen
Unterraum der Dimension [%] .

Im Falle niedriger Dimension und hohen Grades der Hyperfliche ldsst sich aus der algebrai-
schen Entartung mit Uberlegungen zum Schnittverhalten von Kurven sogar Hyperbolizitét
folgern. Dieser Satz ist ein Resultat von Green [Gre77]:

Satz 4.3.4 (Green). Das Komplement einer generischen Konfiguration einer Quadrik und
dreier Geraden in P?(C) ist hyperbolisch.

Schlussendlich formulieren wir in folgendem Lemma den Fall einer gemiedenen Hyperfliche
X und einer Anzahl k£ von gemiedenen Koordinatenhyperebenen.

Lemma 4.3.5. Sei die Hyperfliche X wie in (4.2) gegeben. Sei f = [fo:...: fn]: C —
PN (O)\ ({k Koordinatenhyperebenen} U X) eine ganze, nichtkonstante Kurve, so dass kein f;
identisch null ist, und gelte d > (r — k)(r — 1) . Dabei sei k die Anzahl derjenigen M; , fir die
Mj o f nirgends verschwindet, d.h. K = #{M;(z) = 2% : aj; = 0 fiir alle i mit f(C) N (z; =
0) # 0} . Dann existiert eine Zerlegung der Indizes in {1,...,r} = ;_o Iy, so dass

(i) #1I,> 2 fir alleq=1,...,s und Iy # 0,
(ii) (M]d o f)/(M o f) konstant ist fiir alle i,5 € I, und fiir alle ¢ =0,...,s,
(1ii) 3 jer, ch]‘-iOf =0 fir alle g =1,...,s und 3,1 ch]‘-i of #0.

Insbesondere gilt:

F©c ) ) {z€PY(O : Mj(2) = pjuMf(2) = 0}

9=0j,k€l,
Beweis : Die Abbildung M o f := [{/citMyo f : ... : /e M, o f]: C — P'"1(C) meidet die
Fermatvarietiit in P’ !(C) vom Grad d und s Koordinatenhyperebenen. Mit Lemma 3.3.7
bzw. Satz 3.3.8 folgt die Behauptung. 0

4.4 Hyperfliche abziiglich Hyperflichenschnitten

Im Rahmen unserer Untersuchungen im néchsten Kapitel werden wir auf die Frage stoflen,
welche Form von Hyperbolizitit bzw. Entartung folgt, wenn man aus einer Hyperfliche meh-
rere Hyperflachenschnitte herausnimmt. Hierzu findet sich ein Resultat in [DSW95b], das die
Hyperbolizitiit einer glatten Fliche in P3(C) abziiglich dreier Flichenschnitte liefert.

Satz 4.4.1 (Dethloff-Schumacher-Wong). Sei X C P3(C) eine sehr generische glatte Fliche
vom Grad d > 5. Seien Cj,j = 1,2,3, glatte Kurven in X , die sich mit normal crossings
schneiden. Wir nehmen an, dass diese Kurven transversale Schnitte von X mit Hyperflichen
vom Grad b; sind. Sei C := C; U Cy U C3 mit degC = by + by + b3 > 5. Dann ist X\C
hyperbolisch.
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Dieser Satz ergibt sich aus dem folgenden Satz zur algebraischen Entartung bestimmter Ab-
bildungen in Flichen abziiglich dreier Kurven und einem Resultat von Xu zu Hyperflichen,
die keine rationalen oder elliptischen Kurven enthalten [Xu94].

Satz 4.4.2 (Dethloff-Schumacher-Wong). Sei X C P3(C) eine glatte Fliche vom Grad d.
Seien Cj, j = 1,2,3, glatte Kurven in X, die sich in normal crossings schneiden. Wir nehmen
an, dass diese Kurven transversale Schnitte von X mit Hyperflichen vom Grad b; sind. Sei
C .= 01U02U03 mitb::degC:bl—i-bQ—i-bg,.

Dann ist jede ganze Abbildung f : C — X\C von Ordnung < 2 algebraisch entartet, falls

(i) Pic(X) =17,
(‘ZZ) (d—4)(b—4) +Zz’<j bibj > 6,
(iii) d+b> 4.

Nach [DSW95b] gilt Satz 4.4.2 auch ohne die Bedingung an die Ordnung von f . Dort wird die
Aussage allgemeiner fiir Flichen in hoherdimensionalen projektiven Riumen, die vollstindige
Durchschnitte von Hyperflichen sind, bewiesen. Die Voraussetzung (i) aus obigem Satz an die

Picard-Zahl von X ist nach dem Satz von Noether-Lefschetz beispielsweise fiir sehr generische
Fliichen in P?(C) vom Grad grofer oder gleich 4 erfiillt (vgl. [Hart77]).

Ein weiteres Ergebnis in diesem Zusammenhang ist folgender Satz von Green, der mit Hilfe
des Lemmas von Borel 3.2.1 bewiesen wird [Gre75a]:

Satz 4.4.3 (Green). Sei X eine algebraische Untervarietit von PN (C). Sei f : C — X eine
ganze Abbildung, die dim X + 2 nichtredundante Hyperflichenschnitte meidet. Dann liegt das
Bild f(C) in einem echten Hyperflichenschnitt von X .

Hyperflichenschnitte sind nichtredundant, wenn keiner dieser Schnitte in der Vereinigung der
anderen enthalten ist. Es wird nicht allgemeine Lage der Hyperflichen vorausgesetzt. Satz
4.4.3 wird im nichsten Kapitel einen wesentlichen Beitrag zum Beweis der Hyperbolizitit des
Komplements einer mehrkomponentigen Fliche im P3(C) leisten. In diesem Fall liefert der
Satz die algebraische Entartung einer Abbildung in eine Fliche abziiglich vier Flichenschnit-
ten. Im Vergleich zu den Sétzen 4.4.1 und 4.4.2 bend6tigt man hier also einen Flachenschnitt
mehr; der grofle Vorteil ist jedoch, dass die Schnittkurven nicht notwendig glatt sein miissen.

Ein wichtiges Ergebnis von Noguchi und Winkelmann [No-Wi02], das den Satz von Green
1.4.1 bzw. Satz 1.4.3 von Babets verallgemeinert:

Satz 4.4.4 (Noguchi-Winkelmann). Sei X C PN(C) eine irreduzible Untervarietit und seien
Vi,i=1,....,2dim X + 1, verschiedene Hyperflichenschnitte von X in allgemeiner Lage als
Hyperflichen von X. Dann ist X\ |J,; V; hyperbolisch.

Algebraische Entartung erhilt man schon, wenn weniger Hyperflichenschnitte herausgenom-
men werden. Dies ist eine Verallgemeinerung von Satz 1.5.4.

Satz 4.4.5 (Noguchi-Winkelmann). Sei V;,i = 1,...,k, k > N, eine Familie ampler Hy-
perflichen in PN (C) in allgemeiner Lage. Sei f : C — PN(C) eine ganze Kurve, so dass
fiir jedes V; gilt: Entweder ist f(C) C V; oder f meidet V;. Dann ist f algebraisch entartet,

genauer enthalten in einem algebraischen Unterraum der Dimension < [k—LN]
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4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Abbildungen in den projektiven Raum betrachtet, die in einer
Hyperfliche bzw. in deren Komplement liegen und zusétzlich eine bestimmte Anzahl von Ko-
ordinatenhyperebenen meiden. Die Hyperfliche X = V(F') war gegeben durch die Gleichung

F(2) = et M&(2) + ...+ e M%(2) =0,

wobei die Monome M;(z) in Gleichung (4.1) definiert wurden. Bei geniigend hohem Hauptgrad
d — abhéngig von der Anzahl der gemiedenen Hyperebenen und der Anzahl der Monome M;
— folgt in beiden Fillen algebraische Entartung in dem Sinne, dass das Bild f(C) enthalten ist
im Schnitt mehrerer Hyperflichen. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengefasst.

speziell: X ist Hyperebene
= f ist linear ent. in U
mit dimU < [m%}
(4.1.1)

f(C) C Hyperfliche X = V(F) PN (C)\ X
PN(C) d>r(r—2) d>r(r—1)
(4.2.1,[Ma-No96)) (4.3.1)
PN (C)\{Koord.hyp.} d>0 (4.2.2) d>0 (4.3.2)

speziell: X ist Hyperebene
= f ist linear ent. in U
mit dimU < [2]\7—27r+1]
(4.3.3)

PN(C)\{k Koord.hyp.}
(0<E<N+1)

d>(r—rk)(r—2)
(k = Anzahl der nirgends
verschwindenden M o f)
(4.2.4)

d>(r—rk)(r—1)
(k = Anzahl der nirgends
verschwindenden M o f)

(4.3.5)

Tabelle 4.1: Anforderungen an den Hauptgrad der Hyperfliche, in der die Kurve f liegt bzw.
die f meidet, so dass algebraische Entartung folgt, in Abhingigkeit von der Anzahl k der
zuséatzlich gemiedenen Koordinatenhyperebenen.



Kapitel 5

Komplemente mehrkomponentiger
Hyperflichen

In diesem Kapitel beweisen wir die Hyperbolizitit des Komplements generischer sechs- und
fiinfkomponentiger Fléichen in P?(C) mit elementaren Methoden. Dazu erinnern wir im ers-
ten Abschnitt an das Resultat von Berteloot und Duval zur Hyperbolizitit des Komplements
einer generischen dreikomponentigen ebenen Kurve. Deren Beweismethoden — das Umpara-
metrisierungslemma von Brody bzw. den daraus bewiesenen Satz vom exponentiellen Limes —
werden wir dann auf den Fall des Komplements einer sechs- bzw. fiinfkomponentigen Fléche
in P3(C) anwenden, gefolgt von einem Ausblick auf hoherdimensionale Félle.

5.1 Komplemente von Kurven in P?(C)

Wir betrachten eine k-komponentige algebraische Kurve C = C; U ... U Cy C P%(C) vom
Grad d = d; + ... + di. Fiir welche Anzahl £ und welche Grade d bzw. (di,...,dj) ist das
Komplement einer solchen Kurve hyperbolisch? Nach der Kobayashi-Vermutung sollte dies
(fiir generische Konfigurationen) fiir jede Anzahl k£ und jeden Grad > 5 gegeben sein. In einer
kurzen Zusammenfassung sehen wir die diesbeziigliche Entwicklung in den letzten 20 Jahren:

k> 5 Babets hat 1984 die Aussage fiir mindestens fiinf Komponenten vom Grad d > 5
gezeigt [Bab84].

k =4 Den generischen Vierkomponentenfall konnten Dethloff, Schumacher und Wong 1995
fiir Grad d > 5 mit Methoden der Werteverteilungstheorie 16sen [DSW95a].

k =3 Ebenfalls 1995 bewiesen Dethloff, Schumacher und Wong den Fall dreier Quadriken
[DSW95b]. Berteloot und Duval konnten 2001 die Hyperbolizitat des Komplements
einer generischen dreikomponentigen Kurve vom Grad d > 5 zeigen [Ber-Duv01].

k=2 Rousseau hat den Fall zweier Komponenten 2003 fiir gewisse Grade mit Hilfe von
logarithmischen Jetbiindeln gezeigt [Rou03].

k=1 Nachdem Demailly und El Goul den Fall einer glatten Kurve 2000 fiir Grad d > 21
mit Jetbiindeln gezeigt haben [Dem-EIG00], konnte El Goul die Aussage 2003 mit
Hilfe von logarithmischen Jetbiindeln auf Grad d > 15 verbessern [E1G03].

43
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Die letzten drei Félle sollen in den folgenden Abschnitten genauer betrachtet werden, dabei
werden die verschiedenen Beweismethoden kurz beschrieben.

5.1.1 Komplement einer Kurve mit drei Komponenten

Berteloot und Duval bewiesen 2001 die Hyperbolizitit des Komplements einer generischen
dreikomponentigen Kurve [Ber-Duv01]:

Satz 5.1.1 (Berteloot-Duval). Fiir eine generische Kurve C in P?(C) mit drei Komponenten
und vom Grad > 5 gilt:
P?(C)\C ist hyperbolisch.

Generisch bedeutet in diesem speziellen Fall einerseits, dass die Komponenten der Kurve glatt
sind, sich transversal und nicht alle drei in einem Punkt schneiden; andererseits werden offen-
sichtlich nichthyperbolische Fille aus den Betrachtungen herausgenommen. Genauer gelten
diejenigen Fille als offensichtlich nichthyperbolisch, in denen eine rationale Kurve I' die Kurve
C nur in zwei Punkten schneidet:

(a) T ist Tangente an C, die durch zwei Doppelpunkte geht.
(b) T ist Doppeltangente oder Wendetangente an C' und geht durch einen Doppelpunkt.

(¢) T ist Quadrik, die C nur in zwei Punkten trifft.
Eine der Komponenten von C muss dann eine Gerade sein, die I' in zwei Doppelpunkten
schneidet, in denen I' die anderen beiden Komponenten mit voller Multiplizitéit trifft.

Ein Beispiel fiir einen nichtgenerischen Fall vom Typ (b) liefert Proposition 3.3.4, der Fall
einer Kurve bestehend aus zwei Koordinatenachsen und einer Fermatvarietit mindestens vom

Grad 3.

Der Beweis von Berteloot und Duval wird iiber einen Widerspruch und in drei Schritten
gefithrt: In Teil a) wird zuniichst festgestellt, dass P?(C)\C eine verzweigte Uberlagerung
von P2(C)\{Koordinatenachsen} ist (wegen der drei Komponenten). Zu einer ganzen, nicht-
konstanten Abbildung f : C — P?(C)\C konstruiert man einen Limes g, der durch die
Uberlagerungsabbildung auf eine linear-exponentielle Kurve h(z) = e** geworfen wird. Die-
sen Limes erhilt man durch Umparametrisierung bzw. den Satz vom exponentiellen Limes.
In Teil b) wird gezeigt, dass der Limes algebraisch ist: Das Bild des Limes g ist Blatt einer
holomorphen Blitterung von P2(C). Man betrachtet die Lage eines transzendenten Blattes
relativ zum Verzweigungsort der Uberlagerung und fiihrt dies zu einem Widerspruch. In Teil
c) wird gezeigt, dass der Limes auf einer rationalen Kurve liegt, welche die Kurve C' nur
in zwei Punkten schneidet, also eine nichtgenerische Situation vorliegt. Somit ist P?(C)\C
Brody-hyperbolisch. Wegen der generischen Konfiguration von C' ist C;\|J ;2 Cj eine ratio-
nale Kurve abziiglich dreier Punkte, also hyperbolisch. Nach Satz 1.3.7 ist P?(C)\C somit
hyperbolisch im Sinne von Kobayashi.

Da Teil a) und b) des Beweises von Berteloot und Duval auch fiir eine Kurve vom Grad 4
gelten, kann man als Teilresultat die algebraische Entartung eines Limes einer jeden ganzen,
nichtkonstanten Kurve f folgern. Eine allgemeinere Aussage erhielten Dethloff und Lu 2004
als Folgerung aus ihren Resultaten zu logarithmischen Flachen [De-Lu04]:
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Satz 5.1.2 (Dethloff-Lu). Sei C C P?(C) eine Kurve mit drei Komponenten mindestens vom
Grad 4. Dann ist jede ganze Brody-Kurve f : C —s P2(C)\C algebraisch entartet.

Eine Brody-Kurve ist eine Abbildung mit beschrinkter Ableitung. Da Limiten von ganzen
Kurven nach dem Lemma von Brody beschrinkte Ableitung haben, erhélt man die algebrai-
sche Entartung des Limes auch aus dem zitierten Satz von Dethloff und Lu.

5.1.2 Komplement einer glatten oder zweikomponentigen Kurve

Demailly und EI Goul haben 2000 mit Hilfe von Jetbiindeln und holomorphen Blétterungen
nach McQuillan ([McQ99]) gezeigt, dass das Komplement einer sehr generischen Kurve in
P2(C) mindestens vom Grad 21 hyperbolisch ist [Dem-EIG00]. E1 Goul konnte den Grad spiter
durch Verwendung von logarithmischen Jetbiindel-Methoden auf 15 herabsenken [E1G03]:

Satz 5.1.3 (El Goul). Das Komplement einer sehr generischen Kurve in P%(C) ist hyperbo-
lisch, falls der Grad d > 15 ist.

Die Jetbiindel-Methode, die in den Beweisen von Demailly und El Goul verwendet wird, lésst
sich kurz so beschreiben (fiir eine ausfiihrliche Beschreibung der Methoden siehe [Dem97]):
Sei X eine Fliche in P?(C). Jede ganze, nichtkonstante Abbildung f : C — X lisst sich
auf das projektivierte Tangentialbiindel liften, d.h. es existiert f; : C — P(Tx) definiert
durch f1(t) = (f(¢), f'(¢)). Fir ein amples Geradenbiindel L auf X habe das Vektorbiindel
S™0x ® L~ den Basisort B C P(Tx). Man kann zeigen, dass f;(C) C B ist, d.h. jede ganze
Abbildung f : C — X erfiillt alle algebraischen Differentialgleichungen P(f, f') = 0, die von
Schnitten P von S™Qx® L~ ! herkommen. Man muss also geniigend Schnitte von S™Qx®L !
finden. Nach dem Satz von Riemann-Roch ist dies auf einer Fliche (vom allgemeinen Typ)
nur fiir ¢? > ¢ moglich, was jedoch fiir eine Fliche in P?(C) nicht gilt. Die Losung liegt nun
darin, die Kurve f; selbst wieder zu liften auf fo : C — P(P(Tx)) bzw. auf ein gewisses
Unterbiindel E C P(P(Tx)). Der Satz von Riemann-Roch liefert nun geniigend nichttriviale
Schnitte, sofern ¢? > %cz ist, was fiir Flichen in P3(C) vom Grad > 15 der Fall ist. Daraus
ergeben sich nichttriviale algebraische Differentialgleichungen, die f erfiillt und die es konstant
werden lassen. Die Hyperbolizitiit des Komplements einer Kurve in P?(C) wird mit Hilfe einer
passenden Uberlagerung aus diesem Fall gewonnen.

Rousseau konnte 2003 mit den Methoden von Demailly und El Goul fiir den Zweikomponen-
tenfall bessere Abschitzungen fiir die Grade der Komponenten geben [Rou03]:

Satz 5.1.4 (Rousseau). Sei C = C; U Cy eine kompleze algebraische Kurve in P2(C) mit
zwet glatten, irreduziblen Komponenten C; mit Graden di < do und einer der folgenden
Bedingungen an die Grade:

e di,dr > 5,

e di>4,dy >7,
e di—dy=4,

e di=3,dy>9,
o d =2.dy>12 .

Fiir solche sehr generischen Konfigurationen ist P2(C)\C hyperbolisch.
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Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, konnten Berteloot und Duval mit Hilfe des
Satzes vom exponentiellen Limes den Dreikomponentenfall 16sen. Diese Methode lisst sich
allerdings nicht auf den Zweikomponentenfall anwenden: Fiir die Uberlagerung F : P?(C) —
P2(C), welche die Kurve C auf die Koordinatenachsen abbildet, bendtigt man die drei Kom-
ponenten der Kurve C. Ein Ansatz iiber den partiellen exponentiellen Limes fiihrt hier nicht
zum Erfolg, weil bei diesem das Verhalten der nichtexponentiellen Komponente unklar ist.

5.2 Komplemente von Flichen in P?(C)

Fiir Komplemente von Flichen im dreidimensionalen projektiven Raum gibt es bisher kei-
ne Beweise mit den Jetbiindel-Methoden von Demailly und ElGoul, die zu Hyperbolizitit
fithren. Einen ersten Schritt in diese Richtung hat vor kurzem Rousseau gemacht, indem er
die algebraische Entartung einer Kurve in das Komplement einer hochgradigen Fléiche zeigte
[Rou06].

Satz 5.2.1 (Rousseau). Sei X C P3(C) eine generische Fliche vom Grad d > 586. Dann ist
jede ganze Kurve f: C — P3(C)\X algebraisch entartet.

Zur Erinnerung: Nach der Kobayashi-Vermutung sollte das Komplement der Fliche X fiir
Grad > 7 hyperbolisch sein, nach der Greenschen Vermutung 1.5.3 sollte schon fiir Grad > 5
algebraische Entartung folgen. Fiir mehrkomponentige Kurven hat man bessere Methoden; so
liefert Satz 1.5.5 von Noguchi, Winkelmann und Yamanoi fiir das Komplement einer Fliche in
P3(C) mit mindestens vier glatten normal crossing Komponenten vom Grad > 5 algebraische
Entartung. Eine weitere Aussage in diesem Zusammenhang ist Greens Satz 4.4.3 im Fall
N=23:

Satz 5.2.2 (Green). Sei X eine algebraische Untervarietit von P3(C). Sei f : C — X eine
ganze Abbildung, die dim X + 2 nichtredundante Fldchenschnitte meidet. Dann liegt das Bild
f(C) in einem echten Flichenschnitt von X .

Fiir X = P3(C) liefert der Satz algebraische Entartung jeder Abbildung in das Komplement
einer filnfkomponentigen Fliche V. Die Idee wire nun, durch Betrachtung der Entartungs-
fliche und der Lage der Flichenschnitte darin Entartung in einer algebraischen Kurve zu
folgern. Allerdings ist die Entartungsfliche nicht explizit bekannt, so dass Anzahl und Lage
der Flichenschnitte unklar sind. Auf diesem direkten Weg lisst sich Greens Satz 5.2.2 nicht
anwenden, um Hyperbolizitit zu zeigen. Trotzdem wird er in unserer Argumentation eine we-
sentliche Rolle spielen, und zwar indem wir ihn fiir den Fall einer Fliche X benutzen. Dann
liefert der Satz fiir eine Abbildung in eine Flache abziiglich vier Flachenschnitten Entartung
in einer algebraischen Kurve.

Wir werden in diesem Abschnitt die Methoden von Berteloot und Duval auf das Komplement
einer generischen Fliche mit sechs und fiinf Komponenten in P3(C) iibertragen und fiir gewis-
se Grade Hyperbolizitit beweisen. Dabei gehen wir so vor: Mit Hilfe von Umparametrisierung
und Ubergang zum Limes einer ganzen, nichtkonstanten Abbildung in das Komplement ei-
ner mehrkomponentigen Fliche V erreichen wir algebraische Entartung des Limes in einer
Fldche von explizit bekannter Form. Nun schneidet diese Entartungsfliche die Komponenten
von V in mindestens vier Flichenschnitten, so dass man mit Satz 5.2.2 sogar Entartung in
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einer algebraischen Kurve folgern kann. Die Kurve schneidet die Fliche V' jedoch in lediglich
zwei Punkten, so dass eine nichtgenerische Situation vorliegt, wodurch der Widerspruch er-
zeugt wird. Durch wiederholte Reduzierung der Dimension des Bildraumes erreicht man also
schliefilich Hyperbolizitdt, und zwar Hyperbolizitdt im Sinne von Kobayashi.

Im ersten Teilabschnitt stellen wir einige technische Hilfsséitze und Propositionen bereit, die
wir fiir den ersten dimensionsreduzierenden Schritt — P3(C) zu Fliche — benétigen. In Ab-
schnitt 5.2.2 zeigen wir die Hyperbolizitit einer algebraischen Kurve abziiglich einer gewissen
Anzahl generischer Flichen mit klassischen Betrachtungen zum Schnittverhalten projektiver
Varietiten. Die Hyperbolizitéitsbeweise mit den Methoden von Berteloot und Duval folgen in
den Abschnitten 5.2.3, 5.2.4 und 5.2.5.

5.2.1 Vorbereitungen

Wir berechnen den Verzweigungsort eines Endomorphismus’ in P3(C), der vier Flichen auf
die Koordinatenebenen abbildet.

Proposition 5.2.3. Seien P; € C[Zy,Z1,Zs, Z3] homogene Polynome vom Grad d; (i =
0,...,3), die in keinem Punkt alle gemeinsam verschwinden, sei d := kqgV (dy,dy,da,ds) mit
d=m;-d; und

F:P3(C) — P3(C) : 2 — [PJ(2) : P/ (2) : Py (2) : Py (2)).

Dann besteht der kritische Ort von F einerseits aus den Flichen (P; = 0) und andererseits
aus einer Fliche D = {z € P3(C) : det(0;P})ij—0,1,23(z) = 0}.

Beweis : Zur Berechnung der Funktionaldeterminante geht man bei F' bzw. den F; zu inhomo-
genen Koordinaten iiber, d.h. man setzt zunichst zo = 1 und definiert p; € C[Z;, Z2, Z3] durch
pi(z1, 29, 23) := P;(1, 21, 29, 2z3) . Aus dem Endomorphismus F' erhalten wir so die Abbildung

Fo=[pgo: pi o ph? : p*] : € — P(C).

Dann betrachtet man F' nacheinander auf den Karten ¢; : (2 # 0) C P*(C) — C*. Wir

~ mi m2 m3
fithren die Berechnungen exemplarisch mit (9o F) (21, 22,23) = (%, %, ;%) auf der Karte
0 0 0

(20 # 0) durch. Die Funktionaldeterminante von g o F in einem Punkt z = (z1, 22, z3) hat
die Form

det(Dm((pO o F)) = pa?’mO*lp?lﬂlflp’lznzflpgmfl
mimaomapg - det(0;p;)i j=1,2,3 — Momimeops - det(0;p;)i — 1,23
j=0,1,2
+ momimaps - det(0;p;)i = 1,2,5 — momamapy - det(9;p;); = 1’2’3] ’
j=0,1,3 7=0,2,3]1|gp

wobei 0; die partielle Ableitung nach z; bedeutet. Das Polynom in der eckigen Klammer
wollen wir mit ¢ bezeichnen. Diese Funktionaldeterminante verschwindet also, falls in z ein
pi (i = 1,2,3) oder ¢q verschwindet. Analog erhilt man auf den Karten (z; #0), i = 1,2,3,
dass dort die Funktionaldeterminante verschwindet, falls p; = 0 fiir ein j # i oder ¢ = 0 ist.
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Diese Gleichungen lassen sich nun homogenisieren: Die Euler-Formel fiir homogene Polynome
P; vom Grad d; liefert

d; P; = 2900 P; 4+ 2101 P; + 2000 P; + 2303 F; .

Fir zg = 1 ist pj(z1,22,23) = Pj(1, 21,22, 23) und 0;p;(21,22,23) = 0;Pj(1,21,29,23) fiir
J=0,...,3und i =1,2,3. Wegen m;d; = d ist auferdem 07203 = m”ggm?’ = mo’gm‘—’ =
OIS = OIS 50 dass insgesamt folgt:
momi1meoims
Q(1,21,29,23) = —g 0o Py - det(0; Pj)ij—1,2,3 — OoPs - det(0; Pj); —1,2,3
j=0,1,2
+8(]P2 . det(ain)i =1,2,3 — 80P1 . det(ain)i - 1,2,3:|
j=0,1,3 i=0.2.3](1,21,29,23)
momi1meoims
= —QF det(9; Pj)i j=0,1,2,3(1, 21, 22, 23) -

Der kritische Ort von F' im Fall zg = 1 besteht also einerseits aus den Flichen (P; = 0) und
andererseits aus einer Flache D mit der Gleichung (det(0;P;); j—1,2,3 = 0).

Die Fille zy = 1, z0 = 1 und z3 = 1 berechnet man analog und erhélt als kritischen Ort
ebenfalls die Fliachen (P; = 0) und D. O

Die algebraische Entartung einer Kurve von linear-exponentieller Form ist abhéngig von der
Rationalitdt der Exponenten.

Proposition 5.2.4. Sei h: C — P3(C) eine ganze Abbildung, auf der Karte (zg = 1) habe
h die exponentielle Form

h(z) = (e*,e*,e%*) mit a,f € R.
Es ist h algebraisch entartet genau dann, wenn:

a€Q oder BeQ oder ma+np e Z firm,n e Z\{0}.

Beweis : Sei h eine ganze Abbildung von linear-exponentieller Form. Es gilt: h ist algebraisch
entartet, d.h. h(C) C V(F) fiir ein homogenes Polynom F € C[zg, 21, 22, 23] vom Grad d,
wenn

F(l,ez,eo‘z,eﬁz) = 0 fiir alle z € C,

also

0= E ay (%) (e%)"2 (eﬁZ)Vg _ § : aye(u1+ow2+ﬁu3)z _ 2 : v +(vi+ava+fus)z
7

v € N3 veN3 e N3

Wl <d vl < d W<d

v #0

[SEregiN

wobei in der letzten Summe nur diejenigen Summanden erscheinen, fiir die a, = e™ £ 0 ist.
Nach dem Lemma von Borel 3.2.1 gibt es zu jedem v € N* aus der Summe ein ¢ € N? mit
i # v, so dass

a, + (1 + avg + fr3)z — [a, + (w1 + aps + Bus)z] = const. .
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Dann muss der Koeffizient von 2z verschwinden:
v — p1 + (va — po)a + (3 — p3)f = 0.
Stellt man diese Gleichung um, so gilt fiir m := o — po,n :=v3 — us, 7 := py — v € Z:
ma+nf =r.

Da p # v gilt, ist mindestens eine Differenz v; — u; # 0:

Firm #0,n=0ist a = > € Q

Fiir m # 0,n # 0 ist ma + nf = r € Z mit m,n € Z\{0}.

Firm=0,n#0ist 3= € Q.

Fir m = 0,n = 0 folgt » = 0, also y = v. Dieser Fall ist ausgeschlossen. 0

Unter den Untermannigfaltigkeiten, fiir die eine Blitterung existiert, bilden die Levi-flachen
eine besondere Klasse. Sie besitzen eine komplexe Blétterung, wobei die Blétter tangenti-
al zum komplexen Tangentialraum H,M liegen, vgl. [Fre74]. Wir wollen fiir eine spezielle
Mannigfaltigkeit Levi-Flachheit nachweisen und das Aussehen der Blitter bestimmen.

Lemma 5.2.5. Die Untermannigfaltigkeit
M ={(z,y,2) € (C)*: p(w,y,2) := (p1, p2) (x, 9, 2) := (J|* = |y, |=|” = |2]) = (0,0)}

ist Levi-flach und hat die komplezen Blitter M., .,y = {(%,y,2) € M : (5, ) = (€', e'2)}
fir cp,co0 € R

Beweis : Es ist zu zeigen, dass L¢p(u,v) = 0 fiir u,v € H:M. Dabei ist fiir ( = (z,y,2) € M:

0 0 0
HM = kerdep= {w e a_;)(o Sy + 8—5(0 Cwo 8—5(() Cws = 0}
17 B 1z
_ 3 a—2- _ - ElalB _ -z
{wE(C <2|$| z-w 37yl 2, 2|:1c| z-wy AL w3) (0,0)}
Seien u,v € He M. Dann sind insbesondere
_ a—2
up = #-uz und V9 :a-w-ﬁl, (5.1)
a- |z y|z Y
z - 2| 2z|2|

— . d =3 . ——— . 9. 5.2

Uq 3 |m|ﬂ*2|z|:i Uu3 un vg = p, 1 (5.2)
Mit Gleichung (5.1) folgt fiir { = (z,y,2) € M, da p; nicht von z abhingt:
d?p1 d?p1 % py % py
L — U T T 4 —L () - uoD UoT
¢cp1(u,v) am(%(o U101 + 6:15837(0 u1v2 + 6yai(<) U071 + aya_(C) U202

1
= Z[OKQ 2|7y — [yl gt

1 - || 2z
= — |0 7—= U1 — &~ *U2U1

A1 lylz Y

1 1
= 1@ @(lyl — [#]%) - ugv1 =0,
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da |y| — |z|* = 0 ist. Analog folgt mit Gleichung (5.2) L¢p2(u,v) = 0. Damit ist M Levi-flach.
Folglich existiert fiir M eine komplexe Blitterung. Dabei sind die Blitter durch Punkte auf
dem kartesischen Produkt zweier Einheitskreise parametrisiert:

z ic ic -
M(Cl,CQ):{(mayaz)EM:(i —):(6 C 2)} fir ¢; € R

@’ b

5.2.2 Algebraische Kurven in generischen Komplementen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Lage algebraischer Kurven I' C P3(C) zu einer gewissen
Anzahl k von Flichen V; der Grade d;. Wir zeigen Hyperbolizitit in den Fillen

e ciner algebraischen Kurve abziiglich mindestens sechs generischer Flichen vom Gesamt-
grad > 7,

e ciner algebraischen Kurve, die in einer von mindestens fiinf generischen Flichen vom
Gesamtgrad > 7 liegt und die {ibrigen meidet,

e einer algebraische Kurve abziiglich fiinf generischer Flichen jeweils vom Grad > 2,

e einer glatten algebraischen Kurve abziiglich fiinf generischer Flichen vom Gesamtgrad
> .

Diese Resultate sind fiir sehr generische Flichen mindestens vom Gesamtgrad 7 durch Fol-
gerung 1.6.4 gegeben. Unser Vorteil ist die gréflere Allgemeinheit im Sinne von generischen
Flachen; dafiir nehmen wir schlechtere Grenzen fiir die Grade in Kauf. Wir fithren hier aufler-
dem vergleichsweise elementare Beweise, welche die verschiedenen Konfigurationen von Hy-
perflichen auf anschauliche Weise behandeln, entsprechend der Vorgehensweise in [DSW95a]
und [Ber-Duv01].

Wir werden im Folgenden kliren, was ,,generisch“ in diesen speziellen Féllen bedeuten soll.
Die Notation richtet sich dabei nach [DSW95a]; grundlegende Resultate zur Multiplizitit und
dem Schnittverhalten projektiver Varietiaten lassen sich in [Mum76] finden. Der Raum der
Flichen V; vom Grad d; in P?(C) ist ein projektiver Raum der Dimension n; = (%‘1’3) -1,
wobei die Koeffizienten eines homogenen Polynoms in Clzg, 21, 29, 23] vom Grad d; als Variable
aufgefasst werden. Dann ist durch C(do,...,d; 1) = Hf:_(]l P"i(C) der Parameterraum von k
Flichen in P3(C) der Grade d; gegeben, welcher projektiv algebraisch ist. Dieser Raum soll im
Folgenden mit S bezeichnet werden und mit V;(s) die Fliache, die durch die i-te Komponente
von s € S gegeben ist.

Proposition 5.2.6. Sei S = C(dy,...,dg_1) mit k > 6 und Z;:ol d; > 7. Dann existiert eine
echte algebraische Untervarietit R C S, so dass fir s € S\R gilt:
Fiir jede irreduzible algebraische Kurve T C P3(C) ist T'\ U?:_ol Vi(s) hyperbolisch.

Beweis : Mit Hilfe der folgenden Bedingungen werden wir die Menge R C S definieren:
(1) Alle V;(s) sind glatt (und von Multiplizitat 1).
(2) Die V;(s) schneiden sich in normal crossings, insbesondere schneiden sich keine vier von
ihnen in einem Punkt.
(3) Im Fall C(1,1,1,1,1,d5) mit ds > 2: Es existiert keine Tangente L an Vs(s) mit L N
Vs(s) = {p}, so dass p in zwei weiteren Ebenen V;(s),7 € {0,...,4}, enthalten ist und
L den Schnittpunkt der anderen drei Ebenen enthilt.
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(4) Im Fall C(1,1,1,1,dy,ds) mit dy, ds > 2:

(a) Es existiert keine gemeinsame Tangente L an Vj(s) und Vi(s) mit LNV, (s)NV5(s) =
{p}, so dass p in einer weiteren Ebene V;(s),7 € {0,...,3}, enthalten ist und L den
Schnittpunkt der anderen drei Ebenen enthélt.

(b) Es existiert keine gemeinsame Tangente L an Vj(s) und Vs(s) mit LNVy(s) = {p}
und LNV5(s) = {q}, p # q, so dass p in zwei weiteren Ebenen V;(s),i € {0,...,3},
enthalten ist und ¢ in den zwei anderen.

(5) Im Fall C(1,1,1,ds,d4,ds) mit d3,dy,ds > 2: Es existiert keine gemeinsame Tangente
L an V3(s), Vi(s) und Vs(s) mit L N V;(s) N V;(s) = {p} und L NV(s) = {q}, p #
q, {1,7,¢} = {3,4,5}, so dass p in einer der Ebenen V,,,(s),m = 0, 1, 2, enthalten ist und
q in den zwei anderen.

(6) Im Fall C(1,1,ds,ds3,dy,ds) mit da,...,ds > 2: Es existiert keine gemeinsame Tangente
L an Va(s),...,Vs(s) mit LN Vi(s) NV;(s) = {p} und LN Vy(s) N Vi, (s) = {q}, p #
q, {i,7,¢,m} ={2,3,4,5}, so dass p in einer der Ebenen V{(s) oder V;(s) enthalten ist
und ¢ in der anderen.

Sei nun R C S die Menge der Punkte s € S, so dass die Vj(s) eine der obigen Bedingungen
nicht erfiillen. Diese Menge ist algebraisch und nicht dicht in S. Vielmehr bilden diese Kon-
figurationen einen Divisor im jeweiligen Parameterraum S, siehe dazu die genaue Rechnung
im folgenden Hilfssatz 5.2.7. Damit hat man Generizitét.

Die folgenden Abbildungen veranschaulichen die Fille (3)—(6):
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Abbildung 5.2: Fall (4a): Zwei Flichen vom Grad 2 mit gemeinsamer Tangente in einem
Punkt.
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Abbildung 5.3: Fall (4b): Zwei Flachen vom Grad 2 mit gemeinsamer Tangente in zwei Punk-

ten.

Abbildung 5.4: Fall (5): Drei Flichen vom Grad 2 mit gemeinsamer Tangente.

Abbildung 5.5: Fall (6): Vier Flichen vom Grad 2 mit gemeinsamer Tangente.
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Sind k& > 7 Fliachen gegeben, so schneiden sich diese nach Bedingung (2) nicht in zwei Punkten,
so dass jede irreduzible algebraische Kurve T’ die Menge [J¥~) V;(s) in mindestens drei Punkten
schneidet. Dann ist I"\ Uf:_(]l Vi(s) nach Folgerung 1.1.5 hyperbolisch, und die Behauptung ist
gezeigt.

Sei k = 6. Angenommen, es existiert ein s € S\ R und eine irreduzible algebraische Kurve I" C
P3(C), so dass T'\ U?:o Vi(s) nicht hyperbolisch ist. Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir
V; fur Vi(s) und V fiir U?:o Vi. Nach Bedingung (2) schneiden sich hochstens drei der Flichen
in einem Punkt, weshalb der Durchschnitt I' N V' aus mindestens zwei Punkten besteht. Fiir
mehr als drei Punkte ist I'— (I'NV') nach Folgerung 1.1.5 hyperbolisch. Sei also 'NV = {p, q}.
Dann muss I' in p und ¢ jeweils einfache Tangenten haben: Wire I' singulir in p oder ¢
mit verschiedenen Tangenten, so wére I' in einem solchen Punkt reduzibel und I'\V kénnte
mit einer dreifach punktierten irreduziblen Kurve identifiziert werden (man betrachte die
Aufblasung oder Normalisierung in einem solchen Punkt). Damit wiirde Hyperbolizitit folgen.
Also hat T" in p und ¢ einfache Tangenten.

Sei ohne Einschrinkung
rnvynvinVo={p} und 'NnV3NVyNVs = {q},

wobei p und ¢ jeweils die einzigen Schnittpunkte von I' mit den einzelnen V; sind.

Betrachte zunéchst die Situation in p. Da sich die V; in normal crossings schneiden, schneidet I'
mindestens ein Vjr, i’ € {0, 1,2}, transversal in p. Folglich ist in p die Multiplizitét von T' gleich
der Schnittmultiplizitdt von I' mit Vi, mult,(I') = p, (T, Vir). Da p der einzige Schnittpunkt
von I' und Vj ist, gilt 44, (T, Vi) = degT" - deg V;y nach dem Satz von Bézout 1.6.2. Insgesamt
erhalten wir

deg' > mult, (T') = pp(T, Vi) = deg T - deg Vi, (5.3)
so dass deg Vi = 1 und Vjr eine Ebene ist.

Nun gilt mit (5.3) also
mult,([') = deg ' =: 0.

Daraus lisst sich schlieBen, dass I' ein Kegel ist: Als Kurve in P?(C) ist [' = V(Q1, ..., Q)
definiert durch homogene Polynome Q;(zj,...,23). In affinen Koordinaten 21, 22, z3 mit p =
(0,0,0) betrachte man Q;(1, z1, 22, 23). Da die Multiplizitat von I' gleich dem Grad ¢ ist, sind
diese affinen Polynome homogen vom Grad ¢. Wegen

d =degQj(1, 21,22, 23) < degQj(20,...,23) <9

ist auch Q;(2o, ..., 23) homogen vom Grad J. Somit ist Q;(z,...,23) = Q;(1, 21,22, 23), also
(2; unabhingig von zp. Da die affinen Polynome Q;(1, 21, 22, 23) homogen vom Grad ¢ sind,
sind alle V(Q;) Kegel, und ebenso ist I' = V(Q1,...,Qy) ein Kegel iiber p. Als Kurve mit
einfacher Tangente in p ist " folglich eine Gerade.

Durch den Punkt g geht ebenso eine Ebene Vjr, j' € {3,4,5}. Da der Gesamtgrad der sechs
Fliachen mindestens sieben ist, ist die Gerade I' tangential zu mindestens einer Fliche (mit
voller Schnittmultiplizitit gleich dem Grad der Fliche). Diese Situationen wurden in den
Bedingungen (3)-(6) ausgeschlossen, was den Widerspruch erzeugt. O
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Hilfssatz 5.2.7. Sei S :=C(1,1,1,1,1,d5) mit d5 > 2, und es existiere eine Tangente L an
Vs(s) mit LN Vs(s) = {p}, so dass p in zwei weiteren Ebenen V;(s),i € {0,...,4}, enthal-
ten ist und L den Schnittpunkt der anderen drei Ebenen enthdlt. Dann liegen die méglichen
Konfigurationen solcher Fldchen in einer Hyperfliche in S.

Beweis : Wir untersuchen eine Konfiguration von fiinf Ebenen Vj,...,Vy und einer Fliche
Vs vom Grad 2, die von einer Geraden L in genau zwei Punkten geschnitten wird, genauer
setzen wir:

LnVvynVinVa={q} und LNVzNVyNV5 = {p}.
Wir betrachten die affinen Gleichungen der V; auf (z3 = 1):
Pi(z0,21,22) = @iz +anz +apze+ai3 =0, i=0,...,4,

Ps(20,21,22) = boza + b1z} + bozs + b3

+co2021 + c120%22 + Cca2122 + €320 + ca21 + c520 = 0.

Dabei soll der Punkt p nicht in (23 = 0) liegen und diese Ebene auch keine Komponente von
V= U?:o V; sein. Ohne Einschrinkung habe der Punkt p die affinen Koordinaten (0,0, 0).
Die Geraden durch p sind parametrisiert durch

20=0+X, 21=04+put, 22=04+vt, tecC

Hier ist (A, u,v) # (0,0,0) durch die Gerade gegeben (bis auf einen konstanten Faktor).
Die Geraden durch p definieren also einen 2-dimensionalen projektiven Raum P?(C) = {[\ :
p = v]}. Die Schnittmultiplizitdt von V5 mit einer solchen Geraden L = L), , ist genau die
Multiplizitat der Nullstelle des Polynoms Ps(\t, ut, vt) an der Stelle ¢t = 0.

Aus p = (0,0,0) € V3NV, N Vs folgt:
P3(0,0, 0) = a3z — 0, P4(0,0, 0) = Q43 — 0, P5(0, 0,0) = b3 =0. (54)

Nun soll L Tangente an V5 sein, d.h.

0
0 = EP5(>‘tnut7 vt) [i=0
0
= a[(bo)\2 +b1p® + bav? + coMr + 1AV + capv) - 2 4 (e3h + capp + esv) - 1] f1=0
= [2(1)0)\2 + bl,u2 + bQV2 + oA+ AV + copv) -t + (csA + cap + csv)] |i=0
= c3Atcap+csr. (5.5)

Wir suchen eine Gerade L, die durch g geht, d.h. es existiert ein t' € C, #' # 0, so dass mit
qg= (M, ut', vt') gilt:

H()\t’,/.lt’, th) = (ai(])‘ +a;p+ ai?”) -t +a;3=0 fiir 4 = 01 13 25

also (ajoA+ ajpu+aiv) -t = —a;3. Da diese V; nicht durch p = (0,0, 0) gehen, ist P;(0,0,0) =
a;z # 0. AuBerdem ist (ajpA + a;1p + a;2v) # 0. Nun kann man ' bestimmen und erhélt zwei
Gleichungen fiir die Koeflizienten X, j1, v, a;;:

—ao3 —a13 —a23

(agoA + agipp + apav)  (aoA+ anp + arev)  (age\ + ag1pp + axv) (5.6)
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Insgesamt haben wir mit den Gleichungen (5.4), (5.5) und (5.6) sechs Gleichungen in den
Variablen A, y1, v, a;j, by, ¢;. Drei davon, die Gleichungen (5.4), sind abhéngig von der Lage des
Punktes p; diese muss man aus den Betrachtungen herausnehmen. Definiere

MCPHC) xC' xC! xCt x C* xC' x 10

die Menge aller Punkte

([A = v (aog) s (a1);, (@25) 55 (asg)js (@) g (Bks €1)k0)s

welche diese drei Gleichungen erfiillen. Ohne Einschrinkung sei M irreduzibel.

Wegen der Giiltigkeit der drei Gleichungen in M gilt dim M > 32 — 3 = 29. Betrachte die
kanonische Projektion pr von P?(C) x (C*)? x C!'° auf die letzten sechs Komponenten. Dann
ist pr(M) C (C*)® x C'° algebraisch und hat Dimension 27 < dimpr(M) < 30. Man priift
nach, dass pr(M) # (C')5 x C'°, wodurch dim pr(M) < 29 gilt und pr(M) eine Hyperfliche
bzw. Schnitt mehrerer Hyperflachen ist. Jedem Punkt (a;;, (b, ¢)) in pr(M) ist ein 6-Tupel aus
fiinf linearen Polynomen F,..., P, und einem quadratischen Polynom Ps; zugeordnet. Nun
ist pr(M) invariant unter der kanonischen Aktion von (C*)%, gegeben durch die Multiplikation
der Polynome mit C*. Auf diese Weise definiert pr(M) eine Hyperfliche bzw. einen Schnitt
mehrerer Hyperflachen in C(1,1,1,1,1,d5).

Betrachtet man neben den fiinf Ebenen eine Fliche vom Grad ds = 3, so erhilt man durch
das Verschwinden der zweiten Ableitung %Pg,()\t, pt,vt) |t—o eine weitere Gleichung, welche
die Dimension weiter verringert. O

Bemerkung 5.2.8. In den Fillen C(1,1,1,1,2,2),C(1,1,1,2,2,2) bzw. C(1,1,2,2,2,2) erhdalt
man mit ahnlichen Berechnungen jeweils vier, finf bzw. sechs Gleichungen, welche die Aus-
nahmemenge R beschreiben.

Fiir das Komplement einer fiinfkomponentigen Fliche braucht man auch eine Aussage zu
algebraischen Kurven, die in einer der Komponenten liegen.

Proposition 5.2.9. Sei S =C(dg,...,dg—1) mit k> 5 und d = Zf;ol d; > 7. Dann existiert
eine echte algebraische Untervarietit R C S, so dass fir s € S\R gilt:

Fiir jedes Vj(s) und jede irreduzible algebraische Kurve I' C V(s) ist I'\ Ui-:ol’#j Vi(s) hyper-
bolisch.

Beweis : Die Menge R C S sei gegeben durch die Menge der Punkte s € S, so dass die
Vi(s) eine der folgenden Bedingungen nicht erfiillen. Diese Konfigurationen bilden wiederum
einen Divisor im jeweiligen Parameterraum S, siche dazu die genaue Rechnung im folgenden
Hilfssatz 5.2.10.

(1) Alle V;(s) sind glatt (und von Multiplizitét 1).

(2) Die V;(s) schneiden sich in normal crossings, insbesondere schneiden sich keine vier von
ihnen in einem Punkt.

(3) Im Fall & =5, C(1,1,dy,ds,ds): Es existiert keine Gerade L, die in einer Fliche Vj(s)
liegt und die iibrigen vier V;(s),7 # 7, in genau zwei Punkten schneidet, so dass in

jedem Punkt mindestens eine Ebene geschnitten wird (siehe Beispiele in den folgenden
Abbildungen).
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Abbildung 5.6: Die Gerade L liegt in einer Ebene und ist Tangente an eine Fliche vom Grad
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Abbildung 5.7: Die Gerade L liegt in einer Ebene und ist Tangente an zwei Flichen vom Grad
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Abbildung 5.8: Die Gerade L liegt in einer Fliche vom Grad 2 und ist Tangente an eine

weitere Flache vom Grad 2.
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Abbildung 5.9: Die Gerade L liegt in einer Fliche vom Grad 3.

Im Fall k£ > 6 schneidet die Kurve I' C Vj die {ibrigen Flichen in mindestens drei Punkten, da
sich sonst vier der Vj,i € {0,...,k — 1}, in einem Punkt schneiden miissten, im Widerspruch
zu Bedingung (2).

Sei nun k& = 5. Angenommen, es existiert ein 3 € S\R, eine Fliche Vj(s) und eine irreduzible
algebraische Kurve I' C Vj ( ), so dass I'\ UZ 0.ij Vi(s) nicht hyperbolisch ist. Wir schreiben

V; fir Vi(s) und V' = UZ 0.izj Vi- Nach Bedingung (2) schneiden sich héchstens drei Flichen
in einem Punkt, weshalb I' NV’ aus mindestens zwei Punkten besteht. Fiir mehr als zwei
Punkte folgt die Behauptung, sei also I' N V' = {p, ¢}. Die Kurve I" hat in p und ¢ jeweils
einfache Tangenten, wie man durch Ubergang zur Normalisierung erkennt.

Sei ohne Einschrankung I' C V{ sowie
rnvinVe={p} und TN V3NV, ={q},

wobei p und ¢ jeweils die einzigen Schnittpunkte von I' mit den einzelnen V; sind.

In p muss I’ mindestens ein Vj; transversal schneiden. Wegen I' C Vj ist i’ € {1,2}. Da p auch
der einzige Schnittpunkt von I" mit Vj: ist, gilt insgesamt

degI' > mult,(I") = pp(I', Vi) = deg T - deg Vi,

so dass Vs eine Ebene ist. Wegen mult,(I") = degT" ist I' eine Gerade (vgl. Argumentation in
Beweis von Proposition 5.2.6).

Analog erhilt man eine Ebene Vj, j' € {3,4}, durch den Punkt ¢. Diese Situation wurde in
Bedingung (3) ausgeschlossen, was den Widerspruch erzeugt. O

Hilfssatz 5.2.10. Sei S := C(1,1,1,1,d4) mit dy > 3 und es existiere keine Gerade L, die
in einer Fliche V;(s) liegt und die dibrigen vier Vi(s),i # j, in genau zwei Punkten schneidet.
Dann liegen die mdéglichen Konfigurationen solcher Fldchen in einer Hyperfliche in S.

Beweis : Wir untersuchen eine Konfiguration von vier Ebenen Vj, ..., V3 und einer Fliche V}
vom Grad 3, bei der eine Gerade L in einer der Flichen liegt und die iibrigen in genau zwei
Punkten schneidet, und zwar in jedem Punkt mindestens eine Ebene.
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(i) Sei zuniichst L in der Ebene Vg enthalten, und wir setzen:

LNnVinVy={q} und LNV3NVy = {p}.
Wir betrachten die affinen Gleichungen der V; auf (z3 = 1):

Pi(z0,21,20) = ajz0 +anz1 +aipzg +a;3=0 ,i=0,...,3,
Py(z9,21,20) = g by 22yt 292173,

v e N

lv| =3

Dabei soll der Punkt p nicht in (z3 = 0) liegen und diese Ebene auch keine Komponente
von V = U?:o V; sein. Ohne Einschrankung sei p = (0,0,0) in affinen Koordinaten. Die
Geraden durch p sind parametrisiert durch

20=0+X, 21 =04+put, 20=0+vt,tecC
Aus der Lage der Geraden in Vj folgt fiir alle t € C
Py(Xt, pt, vt) = (agoA + a1t + agav) - t + apz = 0,

also
apz = 0 und ago\ + ap1p + agov = 0. (5.7)
Aus p = (0,0,0) € V3NV, folgt:
P5(0,0,0) = a3z =0, P4(0,0,0) = b(0,0,0,3) = 0. (5.8)

Nun soll p der einzige Schnittpunkt von L mit Vy sein, also ist L dort Wendetangente
an Vy, d.h. fiir Py(Mt, ut,vt) = A- 13+ B-1? + C - t gilt:
0
0= apﬁl()\t’ut’ Vt) |t:0 = [3A t? +B-t+ C] |t:U =C= C(ba ¢, d, )‘aﬂa V) (59)

und
2

T e
Dabei sind A, B, C Polynome in den Variablen b, ¢, d, A\, u, v.

Wir suchen eine Gerade L, die durch g geht, d.h. es existiert ein t' € C, ' # 0, so dass
mit ¢ = (A, ut', vt') gilt:

0 P4(>‘taﬂtayt)|t:0 = [6At+B] |t=0 :B:B(b,C,d,)\,M,V)- (510)

Pt vt') = (aio) + anp + apy) -t +a;3 =0 firi=1,2,

also (ajpA+a;1p+a;av) -t = —ag3. Da diese beiden V; nicht durch p = (0,0, 0) gehen, ist
P;(0,0,0) = a;3 # 0. AuBerdem ist (ajoA+a;1p+a2v) # 0. Nun kann man ¢’ bestimmen
und erhélt eine Gleichung fiir die Koeffizienten A, p1, v, a;;:

—a13 _ —az3 (5 11)
(alg)\ + aiip + a121/) (a20>\ + asipb + a221/)

Insgesamt haben wir mit den Gleichungen (5.7)-(5.11) sieben Gleichungen in den Va-
riablen ([A : p : v],((aij);)i, (b,)y). Drei davon, die erste Gleichung in (5.7) und die
beiden Gleichungen (5.8), sind abhingig von der Lage des Punktes p; diese muss man
aus den Betrachtungen herausnehmen. Die iibrigen vier Gleichungen definieren dann
eine Hyperfliche bzw. einen Schnitt mehrerer Hyperflichen in C(1,1,1,1, 3).



5.2. KOMPLEMENTE VON FLACHEN IN P3(C) 59

(ii) Sei nun L in der kubischen Fliche Vj enthalten. Wir setzen
LNnVonVy={q} und LNVoN V3 = {p}.

Wie gehabt seien die Geraden durch p = (0,0,0) gegeben durch {(At,ut,vt) : t € C}.
Aus der Lage der Geraden in V} folgt fiir alle t € C

Py(At,pt,vt) = A- 87 + B- 12 4+ C -t + b 0,03 = 0.

Damit gilt A = B = C = b3 = 0. Aus p € Vo N V3 erhélt man az3 = a3z = 0. Die
Lage von g € Vy NV} auf der Geraden liefert eine weitere Gleichung dhnlich wie (5.11).

Insgesamt hat man vier Gleichungen (sieben, aber drei davon punktabhingig), und diese
definieren eine Hyperfliche bzw. einen Schnitt mehrerer Hyperflichen in C(1,1,1,1, 3).

Im Fall C(1,1,1,1,4) erhélt man durch das Verschwinden der dritten Ableitung 8;54 in p eine
weitere Gleichung, welche die Dimension weiter verringert. 0

Bemerkung 5.2.11. In den Fillen C(1,1,1,2,2) bzw. C(1,1,2,2,2) erhdlt man mit dhnlichen
Berechnungen jeweils vier bzw. finf Gleichungen, welche die Ausnahmemenge beschreiben.

Man kann Proposition 5.2.6 zum Teil auf den Fall des Komplements von mindestens fiinf
Flachen verallgemeinern:

Proposition 5.2.12. Sei S =C(dy,...,dk_1) mit k > 5 und d; > 2 fiir alle i bzw. Zf:_ol d; >
7. Dann ezistiert eine echte algebraische Varietit R C S, so dass fir s € S\R gilt:

Fiir jede irreduzible bzw. fiir jede glatte, irreduzible algebraische Kurve I' C P3(C) ist die
Menge T'\ U?:_[)l Vi(s) hyperbolisch.

Bemerkung 5.2.13. Diese Proposition ldsst sich mit dhnlichen Methoden sicherlich dahin-
gehend verbessern, dass sie fiir beliebigen Gesamtgrad > 7 auch fir singuldre algebraische
Kurven gilt. Auflerdem gilt die Aussage auch fir jede Anzahl k von Fldichen, vgl. Folgerung
1.6.4; nicht klar ist jedoch, ob dies auch mit unseren elementaren Methoden zu erreichen ist.

Beweis : Der Fall k£ > 6 ist allgemeiner in Proposition 5.2.6 gezeigt. Sei k = 5. Sei R die
Menge der Punkte s € S, so dass die V;(s) eine der folgenden Bedingungen nicht erfiillen.
Diese Konfigurationen bilden einen Divisor in S, siehe Bemerkung 5.2.14.

(1) Alle V;(s) sind glatt (und von Multiplizitat 1).

(2) Die V;(s) schneiden sich in normal crossings, insbesondere schneiden sich keine vier von
ihnen in einem Punkt.

(3) Im Fall C(2,dq,...,ds) mit d; > 2 fiir alle i: Es existiert keine gemeinsame Tangente L
in zwei Punkten an jeweils zwei Flichen (mit voller Schnittmultiplizitit), so dass L die
iibrige Flache lediglich in diesen beiden Punkten transversal schneidet.

(4) Tm Fall C(1,d; ... ,ds) mit 35, d; > 6:

(a) Es existiert keine (gemeinsame) Tangente L an die V;(s), die V(s) = |JVi(s) in
genau zwei Punkten schneidet.

(b) Es existiert keine glatte Quadrik @, die V(s) in genau zwei Punkten schneidet.
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Abbildung 5.10: Fall (3): Die Gerade L schneidet fiinf Flichen vom Grad 2 in genau zwei

Punkten.

Abbildung 5.11: Fall (4a): Die Gerade L schneidet ein Fliche vom Grad 3 in zwei Punkten

und ist Tangente in einem Punkt.
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Abbildung 5.12: Fall (4b): Die Quadrik @ schneidet fiinf Flichen in genau zwei Punkten.
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Angenommen, es existiert ein s € S\ R und eine irreduzible algebraische Kurve T' C P3(C), so
dass T\ |Jj_, Vi(s) nicht hyperbolisch ist. Wir schreiben V; fiir Vi(s) und V = (J;_, V;. Nach
Bedingung (2) schneiden sich die fiinf Flachen nicht in einem Punkt, sodass der Durchschnitt
I' NV aus mindestens zwei Punkten p und ¢ besteht. Fiir mehr als zwei Punkte folgt die
Behauptung, sei also 'N'V = {p,q}. T hat in p und ¢ jeweils einfache Tangenten, wie man
durch Ubergang zur Normalisierung erkennt.

Ohne Einschrinkung liegt somit eine der folgenden Situationen vor:

@A) TNVonVinVe={p} und L NVzN Vs = {q} oder
(i) TNVoNVinVe={p} nd ' NVanNVsnNVy = {q},

wobei p und ¢ jeweils die einzigen Schnittpunkte von I' mit den V; sind.

Wir betrachten die Situation in p: Dort muss die Tangente L von I" mindestens ein Vj,4' €
{0,1,2}, transversal schneiden.

Im Fall (i) ist T eine Gerade, die eine Ebene Vj,i' € {0,1,2}, transversal schneidet. Da
der Gesamtgrad der fiinf Flichen mindestens sieben ist, ist ' tangential zu mindestens einer
Flache (mit voller Schnittmultiplizitét gleich dem Grad der Fliache). Diese Situationen wurden
in Bedingung (4a) ausgeschlossen.

Schneidet im Fall (ii) eine Tangente von I' an p bzw. ¢ eine der Flichen Vj fir ¢/ # 2
transversal, so folgt analog, dass Vi eine Ebene ist und I' eine Gerade, die mindestens eine
der iibrigen Flichen mit voller Schnittmultiplizitit schneidet, vgl. Bedingung (4a).

Liegt im Fall (ii) die Tangente L von I' in den Punkten p bzw. g jeweils tangential zu den
Flachen Vi und Vi bzw. V3 und V}, so schneidet I" die Fliache V5 in beiden Punkten transversal,
und es gilt:

mult, (I') + multy (I') = p, (T, Vo) + pe (L, Va2) = dds.

Nun ist aber mult,(I") + mult,(I') < + ¢ = 20, also do < 2.

Ist dy = 2, so gilt mult,(I') = mult,(I') = 6. Wie gehabt ist I' somit eine Gerade. Sie
schneidet V5 in zwei Punkten, in denen sie tangential zu allen anderen Flichen mit voller
Schnittmultiplizitit ist. Alle anderen Flichen haben insbesondere Grad d; > 2. Diese Situation
wurde in Bedingung (3) ausgeschlossen.

Ist d2 = 1, so lasst sich diese Situation bisher lediglich fiir glattes I' 16sen. Dann gilt mit
mult, (') =1 fiir alle z € T

2 = mult, (I") + multy(I') = 6.

" ist somit eine glatte Quadrik, welche die Ebene V5 in zwei verschiedenen Punkten schneidet,
in denen sie tangential zu den {ibrigen vier Flichen liegt, jeweils in einem Punkt mit voller
Schnittmultiplizitit, vgl. Bedingung (4b). O

Ist T singulér, so kénnte sich die Situation moéglicherweise auf einen glatten Fall zuriickfithren
lassen, dhnlich wie bei Berteloot und Duval in ihrem Beweis zu Satz 5.1.1. Dies konnte bisher
nicht erreicht werden.

Bemerkung 5.2.14. Durch dhnliche Berechnungen wie in den Hilfssdtzen 5.2.7 und 5.2.10
lasst sich zeigen, dass die moglichen Konfigurationen (3) und (4) aus der vorigen Proposition
in einer Hyperfliche in S liegen.
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5.2.3 Komplement einer sechskomponentigen Fliche

In diesem Abschnitt zeigen wir die Hyperbolizitit des Komplements einer generischen sechs-
komponentigen Fliche in P3(C) mindestens vom Grad 7. In einem ersten Schritt werden wir
mit den Methoden von Berteloot und Duval die algebraische Entartung eines Limes einer
ganzen Abbildung in einer Fliche explizit bekannter Form zeigen (Satz 5.2.15). Anschliefend
folgern wir mit Greens Satz 5.2.2, dass jede ganze Abbildung, die in dieser Entartungsfliche
und komplementir zur sechskomponentigen Fliche liegt, in einer algebraischen Kurve entar-
tet ist. Die Entartungskurve abziiglich der generischen sechskomponentigen Fliche ist jedoch
nach Proposition 5.2.6 aus dem vorigen Abschnitt hyperbolisch.

Satz 5.2.15. Sei V = U?:()Vi C P3(C) eine generische Fliche mit sechs Komponenten
V; = V(P,) vom Gesamtgrad > 7. Fiir jede ganze Kurve f : C — P3(C)\V gilt: Jeder ganze
Limes von f meidet die Fliche V, und es gibt einen Limes g, der algebraisch entartet ist.
Genauer ist dieser Limes (bis auf Permutation der Komponenten) enthalten in einer irredu-
ziblen Komponente W einer Fldche der Form

(i) Py = P"™ mit ggt(ng,n1) =1 oder
(it) Py'° = P" Py mit ggt(ng,n1,n2) =1 oder
(iii) Py° = P" Py* Py mit ggt(ng,ni,n2,n3) =1 oder

(iv) Pg° Py = Py Py mat ggt(no, my, g, ng) = 1.

Generisch bedeutet in diesem speziellen Fall einerseits, dass die Fliachen glatt sind und sich
in normal crossings schneiden (insbesondere keine vier in einem Punkt), andererseits wer-
den offensichtlich nichthyperbolische Konfigurationen aus den Betrachtungen herausgelassen,
némlich die Félle, in denen eine rationale Kurve die Flichen nur in zwei Punkten schneidet.
Eine Sperzifizierung dieser Fille wurde im vorigen Abschnitt vorgenommen (siehe Beweis zu
Proposition 5.2.6).

Beweis : Der Beweis ist in zwei Abschnitte gegliedert: In Teil A wird die Situation formal
beschrieben und der Limes einer ganzen Kurve f in das Komplement von V gebildet, Teil
B widmet sich dem Nachweis der algebraischen Entartung des konstruierten Limes in einer
Flache bestimmter Form.

Wesentliches Hilfsmittel in dem Beweis ist — neben dem Satz vom exponentiellen Limes 2.1.6 —
Greens Satz 5.2.2. Die Stellen, an denen dieser Satz verwendet wird, sind als Teilbehauptungen
Beh.A und Beh.B besonders gekennzeichnet.

A. Konstruktion des exponentiellen Limes

Sei V. C P?(C) eine Fliiche mit sechs glatten Komponenten V;, die sich in normal crossings
schneiden. Die Komponenten V; seien durch Gleichungen (P; = 0) vom Grad d; gegeben,
1=20,...,5. Der Gesamtgrad sei mindestens 7, also hat eine Fliche mindestens Grad 2. Ohne
Einschrinkung seien Vj, ..., V3 die Flichen mit den hochsten Graden, so dass dg+ ...+ ds >
1+ 1+1+2=5 ist. Bezeichne V' := |J}_, V;. Sei

F:P3(C) — P*(C) : 2+ [PJ"(2) : P["(2) : Py"(2) : Py (2)]
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eine holomorphe Abbildung vom Grad d := kgV (dy,d1, d2,d3) mit d = m; - d;. Dann gilt
F(P*(C)\V') c P*(C)\{Koordinatenhyperebenen} = (C*)?,

d.h. F bettet das Komplement von V' in (C*)? ein.

Insbesondere ist F eine Uberlagerung: Als holomorphe, nichtkonstante Abbildung ist F' ste-
tig und offen; auBerdem hat F diskrete Fasern. Die Uberlagerung F besitzt allerdings Ver-
zweigungspunkte, den kritischen Ort von F. Nach Proposition 5.2.3 ist dies einerseits V'
und andererseits eine Fliche D vom Grad dy + dy + do + d3 — 4 > 1 mit der Gleichung
(det(0;Pj)i j—0,1,2,3 = 0). Wegen der Transversalitit der V; meidet D demnach die Tripel-
punkte V; NV, NV, von V.

Sei nun f : C — P3(C)\V eine ganze, nichtkonstante Kurve. Dann meidet F o f die Koor-
dinatenhyperebenen und besitzt nach Satz 2.1.6 einen exponentiellen, nichtkonstanten Limes
der Form

Q22

: c3e™%7]

h(z) = [cpe®® : c1e™7? : e

mit ¢; € C,a; € R. Daraus folgt nach Proposition 2.1.3, dass f einen ganzen, nichtkonstanten
Limes g mit F o g = h besitzt.

Behauptung: Jeder Limes von f meidet die Fliche V.

Beweis: Da f die Flichen V; meidet, gilt nach Lemma 2.1.4, dass ein beliebiger Limes g
von f jedes V; entweder meidet oder darin enthalten ist. Wir zeigen, dass g(C) in keinem V;
enthalten ist:

Nehmen wir an, g(C) liege ohne Einschrankung in Vj. Wegen der Transversalitit der Kom-
ponenten und der Nichtkonstanz von ¢g kann die Kurve g(C) hochstens in einer weiteren
Komponente liegen.

Ist dies beispielsweise fiir V; der Fall, so folgt

9(C) Cc Vo nVi\(Va U Vs UV, UVs),
also fiir die Kurve Cy1 := Vo NV}
g((C) C Co — [(C(]l N VQ) u---u (C(]l N V5)] .

Die Kurve Cy; schneidet jeweils die Flichen Vs, V3,V und Vs; da sich vier Flichen V; nicht
in einem Punkt schneiden, muss die Menge (Cop; N Vo) U --- U (Cp; N V5) mindestens aus
vier Punkten bestehen. Dadurch ist Cy; — [(Co1 N V2) U --- U (Co1 N Vi)] hyperbolisch, ein
Widerspruch zur Nichtkonstanz von g.

Damit ist gezeigt, dass g(C) in keiner weiteren Komponente V; liegt, also

9(C) CVo\(Viu---UVs) =Vo = [(Von V) U---U (Vo NV5)].

Beh.A: Vp\ U, o Vi ist hyperbolisch.
Beweis: Die Kurven VN V;,4 = 1,...,5, sind fiinf nichtredundante Flichenschnitte: Wére
ein Durchschnitt in der Vereinigung der anderen enthalten, ohne Einschrankung

VoﬁVlC(VoﬂV2)U---U(V0ﬁV5),

so miissten sich mindestens zwei Durchschnitte, ohne Einschrankung Vo NV, und Vy N V5, in
einer Kurve VNV N V5 schneiden. Diese trifft nach dem Schnittdimensionssatz 1.6.1 auch die
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Flache V3. Damit wiirden sich jedoch vier der V; in einem Punkt schneiden, ein Widerspruch
zur Voraussetzung.
Mit Satz 5.2.2 folgt, dass jede ganze Abbildung

G:C—Vo—[(VonV)U---U (Vo N V)]
algebraisch entartet ist. Also ist g(C) C T fiir eine Kurve I' C V}, insbesondere
gOcr-[('nV)u---u((nvs).

Die Menge (I'NVy)U---U(I'N V5) besteht jedoch aus mindestens drei Punkten: Andernfalls
miisste ohne Einschrankung I'NV;NV5NV3 ein Punkt sein, da I' jede Fliche V; schneidet. I liegt
jedoch in V4, so dass sich Vy, Vi, Vo, V3 in einem Punkt schneiden wiirden, ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Eine Kurve abziiglich dreier Punkte ist jedoch hyperbolisch, so dass g
konstant ist. Damit ist auch Vp\ ;o Vi hyperbolisch. O Beh.A

Die Hyperbolizitit dieser Menge steht im Widerspruch zur Nichtkonstanz von g. Folglich
meidet ¢g(C) die Fliche V, allgemeiner meidet jeder ganze, nichtkonstante Limes von f die
Fldche V, womit die Behauptung gezeigt ist. O Behauptung

Da g die Fliche V meidet, meidet h wegen der Beziehung F o g = h somit die Koordinaten-
hyperebenen, insbesondere verschwinden die Koeffizienten ¢; in A nicht. Nach Umparametri-
sieren von f und Normieren der Polynome P; erhiilt man auf einer Karte von P3(C), ohne
Einschrinkung (zg = 1), die exponentielle Form

h(z) = (€%, e, e%*) mit a,f € R. (5.12)

B. Algebraische Entartung der Limiten

Man hat nun zu zeigen, dass kA und g algebraisch entartet sind. Dazu geniigt es nach Propo-
sition 5.2.4 nachzuweisen, dass in der obigen Darstellung von h entweder o € Q oder 5 € Q
oder ma+ np € Q fir m,n € Z\{0} ist.

Nehmen wir an, a und f seien irrational und es existieren keine m,n € Z\{0} mit ma+ng €
Q. Die Mannigfaltigkeit M in (C*)3, definiert durch die Gleichungen |y| = |z|* und |z| = |z|?,
ist nach Lemma 5.2.5 Levi-flach und besitzt eine komplexe Blatterung. Dabei ist hA(C) eines
der komplexen Blitter von M, ndmlich

h(C) = {(ew,eaw,eﬁ“’) cw € Ch = {(z,y,2) € ((C*)3 1 x@ :y,xﬁ =z}
Y o ? i
= {(‘T7y7z)EM:m_azlzeoﬂx_ﬁzlzeo}:M(O,U)‘

Die anderen komplexen Blétter M., .,) = {(z,y,2) € M : & = el 5= e¢'?} sind Limiten
von h, denn einen Limes von h erhilt man mit v € R, |dy| = |d| und |d3| = |d? | durch:
h(C) = {(d-e"™,dy- e dg- ) :w e C}
y do e, % _ d3 ;
— Y, EC*3:—:—:ZCI’—:—2162 :M
{(:v y,2) € (C) 20 a7 € P d? € } (c1,¢2)

fir ¢; € R. Da ¢; und ¢y iiber d; von der Umparametrisierung (s;), abhingen, lidsst sich
umgekehrt zu jedem (¢, cz) € R? eine Umparametrisierung (s, ), mit entsprechendem Limes
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h finden, so dass h(C) = M, c,)- Die iibrigen komplexen Blétter von M sind also Limiten
von h und somit nach Bemerkung 2.1.2 (ii) auch von F o f.

Der Abschluss von A(C) in (C*)? = P3(C)\{Koordinatenhyperebenen} ist folglich geblittert
durch Limiten von F'o f. Dies zieht man nun beziiglich F' zuriick auf die Liftung g und erhélt,
dass der Abschluss von g(C) in P3(C)\V' geblittert ist durch Limiten von g, also von f. Dabei
werden diese komplexen Blétter beziiglich F' auf die komplexen Blitter von M geliftet.

Einen Widerspruch erreicht man, indem man die Lage von g(C) im Verhéltnis zu D (dem
kritischen Ort von F|ps(c)\v) betrachtet bzw. die Lage von h(C) zu F/(D). Wir wollen zeigen,
dass g(C) im Komplement einer Umgebung der Fliche D liegt, welches nach Proposition 2.1.5
hyperbolisch ist. Dies ist ein Widerspruch zur Nichtkonstanz von g .

Behauptung: ¢(C) ist enthalten im Komplement einer Umgebung der Fliche D .

Beweis: Da M geblittert ist durch A und alle anderen Limiten von Fo f, ist h(C) unter allen
komplexen Blittern von M frei wiahlbar. Man kann annehmen, dass sich A(C) und F(D) nur
in reguldren Werten von F'|p schneiden und zusétzlich transversal. Da die komplexen Blitter

M(01,c2) = {(:E,y,z) € ((C*)g cxt = eicly’ mﬁ = 6i02z} , c1,c2 €ER

transzendent sind und F (D) algebraisch ist, gibt es ein komplexes Blatt, das nirgends tangen-
tial zu F'(D) liegt. An dieser Stelle geht die Widerspruchsannahme o, f ¢ Q und ma+ns ¢ Q
fiir alle m,n € Z\{0} ein, aus der die Transzendenz der komplexen Blitter hervorgeht.

Mit diesen Voraussetzungen folgt, dass g die kritische Fliche D meiden muss, also
gC)ND=90:

Angenommen, es gibt einen Schnittpunkt p € ¢(C) N D. Dann sind im Bild der Funktional-
matrix D,F die Tangentialriume an F'(D) und an h(C) in F(p) enthalten. Da sich F(D)
und h(C) transversal schneiden, ist damit der Rang von D, F maximal. Folglich wire p kein
kritischer Punkt, was einen Widerspruch ergibt.

Es ist also D C P3(C)\g(C). Da P*(C)\g(C) abgeschlossen ist, liisst sich an dieser Stelle noch
keine offene Umgebung um D legen, in deren Komplement ¢g(C) liegt. Vielmehr miissen wir

den Abschluss g(C) von g(C) betrachten.

Die ganzen, nichtkonstanten Limiten von g meiden ebenfalls die Fliche D. Wiirde ndmlich
ein solcher Limes g die Fliche D treffen, so wiire er nach Lemma 2.1.4 ganz in D enthalten.
Als Limes von g ist er nach Bemerkung 2.1.2 auch Limes von f und meidet somit V', wie
in Teil A des Beweises gezeigt wurde. Damit lige der Limes g(C) in D\V . Wir zeigen, dass
diese Menge hyperbolisch ist, was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Beh.B: D\V ist hyperbolisch.
Beweis: Wir benutzen Satz 5.2.2, um zu zeigen, dass die Menge D\V hyperbolisch ist. Sei
g : C — D\V eine ganze Kurve. Dann ist §(C) enthalten in

D\V'=D - [(DNVy)U(DNV1)U(DNVy)U(DNV3).

Die Durchschnitte D N V;,i = 0,...,3, sind vier nichtredundante Flichenschnitte: Wére ein
Durchschnitt in der Vereinigung der anderen enthalten, ohne Einschrankung

DﬁVoC(DﬂVl)U"'U(DﬂV;),),
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so miissten sich mindestens zwei Durchschnitte, ohne Einschrankung D N'Vy und D N Vi, in
einer Kurve D N V5 N V; schneiden. Diese trifft nach dem Schnittdimensionssatz 1.6.1 auch
die Fliache V5. Damit wiirde jedoch D einen Tripelpunkt Vo N V43 N Vs treffen, was in Teil A
des Beweises ausgeschlossen wurde.
Mit diesen Voraussetzungen folgt nach Satz 5.2.2, dass g algebraisch entartet ist, d.h. g(C) C T
fiir eine Kurve I' C D. Genauer ist

g(C) cT"\V.

Wegen der generischen Konfiguration der V; ist diese Menge nach Proposition 5.2.6 hyperbo-
lisch, also ¢ konstant, womit die Behauptung gezeigt ist. ] Beh.B

Da der Abschluss g(C) in P3(C)\V’ durch g und dessen Limiten geblittert ist, folgt aus diesen
Uberlegungen:

g(C) N (P*(C)\V')n D = 0.

Andererseits gilt auch

gCO)NV'NnD=90:

Es ist g(C) ¢ F~Y(h(C)) C F~1(M) wegen h(C) C M. Aus der definierenden Gleichung von
M folgt, dass

F-YM)={2e€P3(C) : F(z) = [Py (2) : P{"' (2) : Pj"*(2) : Py"*(2)] € M}

die Fliche V' = {z € P3(C) : P;(z) = 0 fiir ein 4 € {0,1,2,3}} nur in ihren Tripelpunkten
VNV, NV, trifft. Die Fldche D hingegen meidet diese Tripelpunkte, wie in Teil A des Beweises

festgestellt wurde. Damit ist g(C) N V' N D C F-Y(M)NV'ND = (. Insgesamt liegt also

der ganze Abschluss g(C) aufierhalb von D oder anders ausgedriickt: D C P3(C)\g(C). Da

P3(C)\g(C) offen ist, existiert eine offene Umgebung U der Fliche D in P3(C)\g(C). Damit
ist

9(0) cP(O\U,

also insbesondere ¢(C) im Komplement der Umgebung U der Fliche D in P?(C) enthalten,
womit die Behauptung gezeigt ist. [ Behauptung

Das Komplement einer Umgebung einer Hyperfliche ist nach Proposition 2.1.5 hyperbolisch,
worin ein Widerspruch zur Voraussetzung liegt, dass g ganz und nicht konstant ist. Folglich
ist « € Q oder 8 € Q oder ma +np € Q fiir m,n € Z.

Wir haben damit gezeigt, dass h und g algebraisch entartet sind; insbesondere ist der Limes g
von f algebraisch entartet. Genauer liegt ¢(C) in einer irreduziblen Komponente W C P3(C)
einer Fliche, die eine der folgenden Gleichungen erfiillt:

Py® = P mit ggt(ng,n1) =1 oder
Py® = P"' Py” mit ggt(ng,ni,n2) =1 oder (5.13)
Py° = P" P?Py* mit ggt(ng,ni,n2,n3) =1 oder

P(’]nO‘Pln1 = PQTLQP??S mif ggt(ng,nl,nQ,n3) =1.

Falls nimlich in der exponentiellen Form h(z) = (e?,e%?,eP?) auf der Karte (29 = 1) gilt
a=%¢€Qoder =1 ¢€Qsoist h(C) C {z] = 23} bzw. h(C) C {2] = 23}. Ohne
Einschrinkung seien r, s € N; andernfalls erhilt man eine analoge Gleichung mit permutierten
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Variablen. Homogenisiert man diese Gleichungen, so ist bis auf Auswahl und Permutation der
Variablen:
h(C) C {z] = 23} bzw. {zlz] = 23}.

Damit gilt bis auf Auswahl und Permutation der Komponenten V; = V(P;) fiir die Kurve g:
g(C) C {Py° = P"} baw. {P)° = P""P}?},

wobei ggt(ng,n1) = 1 baw. ggt(ng,n1,ne) = 1.

Falls in der exponentiellen Form von A gilt ma +nf = £ € Q fiir m,n € Z, so ist h(C) C
{2] = 228} auf der Karte (zp = 1). Analog ergibt sich ohne Einschrankung

h(C) C {z] = 25"25°} baw. {z] = 25"°25°21} baw. {zl2] = 25"25°}
und damit
g(C) C {Py° = P{" Py} baw. {Pj° = P P}*P;*} baw. {Pj°P["" = P}*P;*},

wobei ggt(ng,n1) = 1 bzw. ggt(ng,n1,n9) = 1 baw. ggt(ng, n1,ne, ng) = 1. O

Wir betrachten nun die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Entartungsfliche W und wollen
zeigen, dass W\V hyperbolisch ist. Damit wire der Limes g konstant, also auch die Kurve f,
wodurch Hyperbolizitit des Komplements der Fliche V in P?(C) folgt.

Satz 5.2.16. Sei V wie in Satz 5.2.15. Dann ist P3(C)\V hyperbolisch.

Bemerkung 5.2.17. Im folgenden Beweis zeigen wir die Brody-Hyperbolizitit von P3(C)\V .
Zusammen mit der in Teil A des Beweises von Satz 5.2.15 gezeigten Brody-Hyperbolizitit
von Vi\U,; Vj sowie von (V; N Vj)\ Uy ; Vi liefert dies nach Satz 1.5.7 Hyperbolizitit von
P3(C)\V im Sinne von Kobayashi.

Beweis : Sei f : C — P3(C)\V eine ganze, nichtkonstante Kurve. Nach Satz 5.2.15 besitzt f
einen ganzen, nichtkonstanten Limes g, der in einer irreduziblen Komponente W einer Fléche
der Form (i)-(iv) wie in (5.13) liegt und zusétzlich die Fliche V' meidet.

Wir fithren einen Widerspruch herbei, indem wir zeigen, dass W\V = W — (W N V) hyper-
bolisch ist. Zunéchst zeigen wir, dass in den Féllen (i)-(iv) die Menge W NV aus mindestens
vier nichtredundanten Flichenschnitten besteht. Mit Hilfe von Satz 5.2.2 erreichen wir so,
dass jede ganze Abbildung in W\V in einer algebraischen Kurve entartet ist. Anschlieffend
benutzen wir Proposition 5.2.6, um Hyperbolizitit zu folgern.

Die Nichtredundanz der Flichenschnitte ergibt sich aus der besonderen Form der Fliche W
und daraus, dass sich keine vier der Flachen V; in einem Punkt schneiden diirfen. Insbesondere
schneiden sich damit keine drei der Fliachen in einer Kurve, weil diese Kurve sonst nach dem
Schnittdimensionssatz eine vierte Fliache in einem Punkt tréfe.

(i) Fiar W = {P)° = P;"'} mit ggt(ng,n1) =1 gilt:

wnv = (WﬂV()ﬂvl)U(WﬂVQ)U"'U(WﬂV5)
= WAV U(W AV U---U (W NTa).
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Diese fiinf Flachenschnitte sind nichtredundant:

Angenommen, es gilt WNV; =WnNVyNV; C U?:Q(W NV;). Dann schneidet die Kurve
W N Vp NV ohne Einschriankung W N V5 in einer Kurve, ein Widerspruch.
Angenommen, es gilt WNVo C (WnVi)UWnVs)u(WnVy U (W nVs). Dann
schneidet die Kurve W N V5 entweder W NV; = W NV NV oder ohne Einschriankung
W N V3 in einer Kurve. Der erste Fall ist ausgeschlossen. Schneiden sich W N V5 und
W NVj in einer Kurve W NVoN Vs, so trifft diese Kurve nach dem Schnittdimensionssatz
die Fliche V. Damit ist Vo NW NV, N V3 # 0, also enthilt wegen WNVy =W NVyNV;
auch W NVy NV NVeN Vs einen Punkt, ein Widerspruch.

(ii) Fir W = {Pj° = P/"' P;*} mit ggt(ng,n1,n9) =1 gilt:

WnV = WnWnV)uWnVynWh)UWnV)u(WnVy) u(Wnvs)
= WnW)UWnV)UWnNV)Uu(WnV)uWnVs).

Auch diese funf Flachenschnitte sind nichtredundant: Die Kurve WNV, =WnNnVyNn'W;
kann nicht in einem anderen Flichenschnitt W N V; enthalten sein, da sich sonst drei
der V; in einer Kurve trifen, ein Widerspruch. Lége beispielsweise die Kurve W N V3
in der Vereinigung der anderen Flichenschnitte, so wiirden sich ohne Einschrinkung
W N Vs und W NVy in einer Kurve W N V3 N Vy schneiden; diese Kurve trife nach dem
Schnittdimensionssatz die Fliche V; in einem Punkt, welcher wegen WNV; = WNVyNVy
ein Schnittpunkt von vier der V; wére.

(i) Fir W = {Pj° = P[" P> Py"*} mit ggt(no,ni,ng,ng) = 1 gilt:

WAV = (WAVen W)U (W NVonVe)U(WnVoNVa)U(W AVi)U (W N Vi)
= (Wﬂvl)U(WQVQ)U(WﬂVg)U(WﬂV;;)U(WﬂV5).

Diese fiinf Flachenschnitte sind nichtredundant: Die Kurve W NV, = W N VognNW
liegt nicht in einem der anderen Flichenschnitte, da sich sonst drei der V; in einer
Kurve trifen. Wire andererseits W NV} in der Vereinigung der anderen Fliachenschnitte
enthalten, so miisste W N V4 N Vi eine Kurve sein; diese héiitte nach dem Schnittdimen-
sionssatz einen Schnittpunkt mit der Fliche Vi, welcher jedoch ein Vierfachschnittpunkt
von V wire.

(iv) Fir W = {Py°P" = Py* Py} mit ggt(ng, ni,ng,n3) =1 gilt:

WnV = WnWUuW)nV)U(WnVouVi)nVa)u (W nVy) U (W nVs)
= (WNWh)UWNV3)UWNV)UWN).

Diese vier Fliachenschnitte sind nichtredundant: Es liegt W NVe = W N (VoUVy) N Vs in
keinem anderen Flichenschnitt, da sich sonst drei der V; in einer Kurve trifen. Wiirde
ohne Einschrankung W NV} in der Vereinigung der anderen Flachenschnitte liegen, so
miisste sie sich mit W N V5 in einer Kurve W NV, N V5 treffen. Deren Schnittpunkt mit
der Fliche V5 wére jedoch ein Vierfachschnittpunkt von V.

Nach Satz 5.2.2 ist g damit in allen vier Fillen algebraisch entartet, also g(C) C T fiir eine
Kurve I' C W, genauer ist
g(C) CcT"\V.
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Die Menge I'\ V' ist nach Proposition 5.2.6 hyperbolisch, da wir eine generische Konfiguration
der V; vorausgesetzt haben. Damit ist g konstant und W\V hyperbolisch. O

Fiir den Beweis der Hyperbolizitit von P3(C) abziiglich einer sehr generischen sechskompo-
nentigen Fliche mindestens vom Grad 7 stehen in der Literatur seit kurzem auch andere
Methoden bereit. Mit Satz 1.5.5 folgt fiir eine ganze Abbildung f : C — P3(C)\V in das
Komplement einer generischen sechskomponentigen Fliche V' algebraische Entartung in einer
algebraischen Kurve. Mit Satz 1.6.4 folgt dann Konstanz dieser Abbildung, falls eine sehr
generische Konfiguration von Komponenten vorliegt. Da ,,generisch® allgemeiner ist als ,,sehr
generisch®, ist unsere Aussage damit stirker. Auflerdem liegt der Vorteil unserer Methode
nach Berteloot und Duval in der elementaren Beweisfithrung, bei der in anschaulicher Weise
schrittweise die Dimension des Bildraumes verringert wird.

5.2.4 Komplement einer fiinfkomponentigen Fliche

Betrachtet man statt einer sechskomponentigen Fliche eine Fliche mit fiinf Komponenten,
kann man den Beweis von Satz 5.2.15 analog nachvollziehen. Wiederum lésst sich mit Greens
Flachenschnittsatz 5.2.2 die Situation in Beh.A und Beh.B auf die einer Kurve abziiglich
mehrerer Flichenschnitte reduzieren. Dann greift man auf die Propositionen aus Abschnitt
5.2.2 zuriick, um Konstanz zu erreichen. Aus diesen Propositionen kommt auch die nicht
optimale Bedingung an den Grad der Fliche.

Satz 5.2.18. Sei V = U?:o V; C P3(C) eine generische Fliche mit fiinf Komponenten V; =
V(P),i=0,...,4, jeweils mindestens vom Grad 2. Fiir jede ganze Kurve f : C — P3(C)\V
gilt: Jeder ganze Limes von f meidet die Fliche V, und es gibt einen Limes g, der algebraisch
entartet ist.

Genauer ist dieser Limes (bis auf Permutation der Komponenten) enthalten in einer irredu-
ziblen Komponente W einer Fliche der Form

(i) Py° = P"™ mit ggt(no,n1) = 1 oder

(ii) Py® = P"™ Py* mit ggt(ng,ni,n2) =1 oder

(iii) Py® = P" Py* Py mit ggt(ng,ni,n2,n3) =1 oder

(iv) Pg° Py = Py Py mit ggh(no, 1, ng, n3) = 1.
Generisch bedeutet in diesem Spezialfall einerseits, dass die Flichen glatt sind und sich in
normal crossings schneiden (insbesondere keine vier in einem Punkt), andererseits werden
einige Konfigurationen aus den Betrachtungen herausgelassen, ndmlich die Félle, in denen
eine Gerade in einer der Flichen liegt und die restlichen Flichen in genau zwei Punkten

schneidet oder in denen eine Gerade alle fiinf Flachen in genau zwei Punkten schneidet (fir
eine Spezifizierung siehe Propositionen 5.2.9 und 5.2.12).

Beweis : Der Beweis wird analog zu dem von Satz 5.2.15 gefithrt. Wir werden lediglich die
Stellen des Beweises betrachten, welche eine andere Beweisfithrung benotigen.

A. Konstruktion des exponentiellen Limes

Die Komponenten V; seien durch Gleichungen (P; = 0) mit deg P; = d; > 2 gegeben, i =
0,...,4. Seien Vj, ..., V3 die Flichen mit den hochsten Graden, so dass dy + ... + d3 > 8 ist.
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Bezeichne V' := U?:o V;. Man definiert die Abbildung
F:P3C) — P*(C) : 2z [P"™(2) : P["(2) : Py™(2) : Py (2)],

die das Komplement von V’ in (C*)? einbettet. Thr kritischer Ort ist einerseits ¥’ und anderer-
seits eine Fliche D vom Grad do+di +dy+d3—4 > 4 mit der Gleichung (det(0;P;)i j—0,1,2,3 =
0), welche die Tripelpunkte V; NV, NV, von V' meidet.

Zu einer ganzen, nichtkonstanten Kurve f : C — P3(C)\V existiert somit ein ganzer, nicht-
konstanter Limes g, wobei h = F o g ein Limes von exponentieller Form h(z) = [cpe®* : ... :
c3e®*] von F o f ist.

Behauptung: Jeder Limes von f meidet die Fliche V.

Beweis: Da f die Flichen V; meidet, gilt nach Lemma 2.1.4, dass ein beliebiger Limes g
von f jedes V; entweder meidet oder darin enthalten ist. Wir zeigen, dass g(C) in keinem V;
enthalten ist. Wegen der Transversalitit der Komponenten und der Nichtkonstanz von g kann
die Kurve ¢g(C) hochstens in zwei Komponenten V; liegen.

Das Bild ¢g(C) liegt nicht in zwei Komponenten, da beispielsweise (Vo N Vi)\(Va U V3 U V)
hyperbolisch ist (die anderen Fille analog): Es schneiden sich keine vier Flichen V; in einem
Punkt, sodass fiir Cp; := Vo NV die Menge (Coy N V2) U--- U (Cy; N'Vy) mindestens aus drei
Punkten besteht. Dadurch ist Cy; — [(Co1 N V2) U -+ - U (Co1 N Vy)] hyperbolisch.

Folglich liegt g(C) in hochstens einer Komponente V;. Angenommen, es gelte ohne Ein-
schrankung

4
9(C) c Vo\ U Vi
i=1

Beh.A: V) U#O V; ist hyperbolisch.

Beweis: Die Kurven Vo N V;,i = 1,...,4, sind vier nichtredundante Flichenschnitte: Wére
beispielsweise Vy N V7 in der Vereinigung der anderen Vy N'V; enthalten, so miissten sich ohne
Einschrinkung Vo N Vi und VN Vs in einer Kurve Vo N Vi N V5 schneiden, ein Widerspruch.
Mit Satz 5.2.2 folgt, dass jede ganze Abbildung g : C — V}\ Ule V; algebraisch entartet ist.
Also ist g(C) C T fiir eine Kurve I' C Vjp, insbesondere

4
3(© cT\J .
=1

Diese Menge ist jedoch nach Proposition 5.2.9 hyperbolisch, so dass g konstant ist. Damit ist
auch Vp\ U, Vi hyperbolisch. O Beh.A

Die Hyperbolizitit von Vj\ U#O V; widerspricht der Nichtkonstanz von g. Somit meidet g und
allgemeiner jeder ganze, nichtkonstante Limes von f die Fliche V. 0 Behauptung

Wegen F o g = h meidet h somit die Koordinatenebenen, insbesondere sind die Koeffizienten
¢; in h nichtverschwindend. Nach Umparametrisieren von f und Normieren der Polynome P;
erhilt man auf einer Karte von P?(C), ohne Einschrinkung (zg = 1), die exponentielle Form

h(z) = (e%,e%*,€%%) mit o, € R. (5.14)
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B. Algebraische Entartung der Limiten

Der Beweis der algebraischen Entartung der Limiten verliuft wie fiir das Komplement von
sechs Flichen bis auf Behauptung B.

Beh.B: D\V ist hyperbolisch.
Beweis: Sei g : C — D\V eine ganze Kurve. Dann ist §(C) enthalten in

D\V'=D\(VoU---UV3).

Die Durchschnitte DN V;,1 =0,...,3, sind vier nichtredundante Flichenschnitte: Wire ohne
Einschrinkung
DNV, C (DﬂVl)U---U(DﬂV;),),

so miissten sich beispielsweise D NV und D N Vi in einer Kurve D N Vy N Vi schneiden. In
deren Schnittpunkt mit der Fliche V5 wiirde jedoch D einen Tripelpunkt Vo N'Vy N Vs treffen,
was in Teil A des Beweises ausgeschlossen wurde.

Somit folgt nach Satz 5.2.2, dass g algebraisch entartet ist in einer Kurve I' C D, genauer

9(C) cT\V.

Wegen der generischen Konfiguration der V; ist diese Menge nach Proposition 5.2.12 hyper-
bolisch, also g konstant, womit die Behauptung gezeigt ist. ] Beh.B

Der restliche Beweis verlduft analog zum Fall von sechs Flichen, so dass man algebraische
Entartung von ¢ in einer Fliche W folgert, die von jener spezifischen Form ist. O

Betrachtet man nun W\V =W — (W N V) fir die Félle (i)—(iv), so stellt man fest:

In den Fillen (i)—(iii) besteht der Durchschnitt W NV jeweils aus vier nichtredundanten
Flachenschnitten. Hier kann man mit Satz 5.2.2 weiter Entartung in einer algebraischen Kurve
folgern und mit Hilfe von Proposition 5.2.12 schlielich Hyperbolizitit herleiten.

Im Fall (iv) erhélt man jedoch lediglich drei nichtredundante Flichenschnitte. Dieser Fall lisst
sich nur mit den Sétzen 4.4.1 und 4.4.2 16sen. Dafiir miisste man aber Glattheit der Fliche
W und der Kurven W NV, voraussetzen.

Um eine allgemeine Aussage zur Hyperbolizitit des Komplements einer fiinfkomponentigen
Fliche in P?(C) treffen zu kénnen, miissen wir auf das Ergebnis von Noguchi und Winkelmann
(Satz 1.5.4) zuriickgreifen, das die algebraische Entartung in einer Kurve liefert. Zusammen
mit Proposition 5.2.12 folgt dann Hyperbolizitit in dem Fall, dass die fiinf Flichen jeweils
mindestens vom Grad 2 sind.

Folgerung 5.2.19. Sei V = U?:o V; C P3(C) eine generische Fliche mit fiinf Komponenten
Vi,i=0,...,4, jeweils mindestens vom Grad 2. Dann ist P>(C)\V hyperbolisch.

Das optimale Ergebnis in Bezug auf den Grad liefert Satz 1.5.4 von Noguchi und Winkelmann
zusammen mit Folgerung 1.6.4 von Chen bzw. Pacienza und Rousseau fiir eine sehr generische
Flache V.

Folgerung 5.2.20. Sei V = U?:o V; C P3(C) eine sehr generische Fliche mit fiinf Kompo-
nenten Vi,i =0,...,4, vom Gesamtgrad mindestens 7. Dann ist P>(C)\V hyperbolisch.
Bemerkung 5.2.21. In Teil A des Beweises von Satz 5.2.18 wurde die Brody-Hyperbolizitdt
von Vi\U,; Vj sowie von (V; N Vj)\ Uy ; Vi gezeigt. Nach Satz 1.3.7 erhalten wir so Hy-
perbolizitit von P3(C)\V im Sinne von Kobayashi.
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5.2.5 Komplement einer vierkomponentigen Fliche

Fiir ganze Abbildungen in das Komplement einer vierkomponentigen Fliche vom Gesamtgrad
mindestens 5 in P?(C) liefert Satz 1.5.5 von Noguchi, Winkelmann und Yamanoi algebraische
Entartung. Der Satz reduziert die Dimension des Bildraumes mindestens um eins, so dass
die Situation ,,Flache abziiglich Flachenschnitten“ vorliegt. Es ist allerdings unklar, wie viele
Flichenschnitte von der ganzen Abbildung gemieden werden. Ein weiterer dimensionsverrin-
gernder Schritt ist somit mit den hier verwendeten Methoden (Satz 5.2.2) nicht moglich.

Wenn unsere Beweisfithrung der letzten beiden Abschnitte hier angewandt werden kénnte,
konnten wir ebenfalls algebraische Entartung in einer Fliche herleiten, zwar nur Entartung
eines Limes von f, aber wir hitten zusétzlich eine genaue Form der Entartungsfliche W. Es
gelingt allerdings nicht aus folgenden Griinden:

In Beh.A miisste man zeigen, dass ohne Einschrinkung V(]\U?:1 Vi hyperbolisch ist. Fiir
den dimensionsreduzierenden Schritt von Fliche zu Kurve (Vy zu I' C V) haben wir bisher
Greens Satz 5.2.2 benutzt. Im Vierkomponenten-Fall hat man mit V()\U?:1 V; jedoch eine
Flédche abziiglich dreier Flachenschnitte gegeben, so dass dieser Satz nicht mehr greift. Der
Fall einer Fliche abziiglich dreier Flichenschnitte l4sst sich nur mit den Sétzen 4.4.1 und 4.4.2
16sen. Dafiir miissten wir jedoch Glattheit der Kurven Vo N V; (bzw. allgemein aller V; N V;)
voraussetzen und zusitzlich einen relativ hohen Grad d; > 5 bzw. 4 der Flichen V.

Die fiir weitere dimensionsverringernde Schritte bendtigten Aussagen zur Hyperbolizitit von
(VonVp)\ (VaUV3) und von I'\ (V1UVLUV3) fiir I' C Vj lassen sich fiir generische Konfigurationen
V= U?:o Vi mit den Methoden aus Abschnitt 5.2.2 beweisen:

Proposition 5.2.22. Se; V = U?:o V; C P3(C) eine generische Fliche vom Grad d =, d;
sowie I' eine irreduzible algebraische Kurve. Dann gilt:

(i) FirT C VonVy und d > 7 ist T'\(Va U V3) hyperbolisch.

(i1) FirT C Vyundd; > 2 fiir allei =0,...,3 bzw. T' C Vy glatt und d > 7 ist T'\ (V1UVaUV3)
hyperbolisch.

Da wir Beh.A nicht zeigen konnen, ldsst sich auch nicht beweisen, dass jeder Limes einer
ganzen Abbildung f : C — P3(C)\V ebenfalls V meidet. Moglicherweise ist der Limes g(C)
oder einer seiner Limiten enthalten in einer Fliche V;. Die Argumentation mit der Blitterung
des Abschlusses von ¢g(C) aus Teil B des Beweises lisst sich damit nicht fiithren.

5.2.6 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle fassen wir die in dieser Arbeit zitierten bzw. neu bewiesenen Aussagen
iiber ganze Abbildungen f in das Komplement einer gewissen Anzahl von Flichen in P3(C)
zusammen. Fiir eine Fliche V = Ule V; C P3(C) sei eine ganze Abbildung f : C — P3(C)\V
gegeben. Wir unterscheiden fiir die Anzahl & von Komponenten V; die Fille, in denen das
Bild von f in einer algebraischen Kurve I' oder einer Fliche W oder — nicht entartet — in
P3(C) liegt.
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V=UW f(C©) cT\V f(C) c X\V 5
=1 T Kurve X Fliache vom Grad dx HO c POV
degV =d
d > 586,V gen.
1 d 2;’_‘1 i‘gent‘ = f ist alg. ent. (5.2.1) d > 586,V gen.
= = f ist konst. .
(1.6.4) dx > 18, X s.gen. = f ist alg. ent. (5.2.1)

= f ist konst. ([Pau05])

d > 586,V gen.
= f ist alg. ent. (5.2.1) d > 586,V gen.
k=2 .
dx > 18, X s.gen. = f ist alg. ent. (5.2.1)
= f ist konst. ([Pau05])
ox=1,d>5
= f ist konst. (5.1.1)
k=3 dx > 5,d > 5, X glatt, s.g. d > 586,V gen.
o = f ist konst. (4.4.1) = f ist alg. ent. (5.2.1)

0x =4,d > 5, X glatt, s.g.
= f ist alg. ent. (4.4.2)

X NV; nichtredundant d>5
= f ist alg. ent. (5.2.2) = f ist alg. ent. (1.5.5)

V; nichtredundant
= f ist alg. ent. (5.2.2)

V; glatt, in allg.Lage
) = f ist alg. ent. in
X NV, in allg.Lage Kurve T' (1.5.4)

k=5 = f ist konst. (4.4.4) )
d; > 2 fiir alle i,V gen.

= f ist konst. (5.2.19)
d> 7,V s.gen.
= f ist konst. (5.2.20)

V; glatt, in allg.Lage
— f ist alg. ent. in
Kurve I' (1.5.4)

d>17,V gen.
= f ist konst. (5.2.16)

k>17 f ist konst. (1.4.3)

Tabelle 5.1: Fiir eine Anzahl k von Komponenten der von f gemiedenen Fliche V' C P3(C)
vom Grad d folgt bei gegebener Entartung des Bildes f(C) in einer Kurve I' bzw. einer
Fliche X bzw. keiner Entartung fiir bestimmte Voraussetzungen algebraische Entartung oder

Konstanz von f.
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5.3 Komplemente von Hyperflichen in PV (C)

Ein Resultat zu Hyperflichen in Dimension 4 von Rousseau zeigt, wie schwierig die Handha-
bung der Jetbiindel-Methode von Demailly in héheren Dimensionen ist [Rou05]. Hier kann im
kompakten Fall fiir einen sehr hohen Grad lediglich algebraische Entartung erreicht werden.

Satz 5.3.1 (Rousseau). Sei X C P*(C) eine generische Hyperfliche vom Grad d > 593.
Dann ist jede ganze Kurve f : C — X algebraisch entartet.

Nachdem wir im vorigen Abschnitt den Beweis von Berteloot und Duval auf den dreidimen-
sionalen Fall iibertragen konnten, stellt sich die Frage, ob generell eine Verallgemeinerung auf
h6here Dimension méglich ist. Die Teilbeweise zur Levi-Form, den komplexen Bldttern der
Blitterung und der Form des kritischen Ortes aus Abschnitt 5.2.1 lassen sich ohne Weiteres
auch im N-dimensionalen projektiven Raum fithren. Auch Hyperbolizitit von I'\V fiir eine
Kurve I' € PV(C) und eine 2N-komponentige Hyperfliche V' mindestens vom Grad 2N + 1
ist mit dhnlichen Methoden wie in Proposition 5.2.6 zu zeigen. Ebenso gilt Greens Hyper-
flachenschnittsatz 4.4.3 in hoheren Dimensionen. Mit diesem Satz lésst sich zwar algebraische
Entartung folgern, aber ohne Kenntnis der Dimension der Entartungsvarietit. Das bedeutet,
dass man weiter schrittweise die Dimension der Entartungsvarietit verringern miisste, um
schliefilich Hyperbolizitidt zu erreichen. Diese Vorgehensweise ist dann zwar elementar und
anschaulich, aber auch umstéandlich.

In héheren Dimensionen ist folgende direkte Beweisfiithrung vorzuziehen: Satz 1.5.4 von No-
guchi und Winkelmann besagt, dass eine ganze Abbildung f : C — PV (C)\ Uij\gdk_l Vi
in das Komplement von N + k glatten Hyperflichen in allgemeiner Lage entartet ist in ei-
nem algebraischen Unterraum der Dimension < [%] Hat dieser Unterraum Dimension 1, also
k> %, so kann man Satz 1.6.4 von Chen bzw. Pacienza und Rousseau anwenden und fiir sehr
generische Konfigurationen von Hyperflichen mindestens vom Grad 2N + 1 Hyperbolizitét
erreichen. Genauer gilt:

Satz 5.3.2. Sei V = JV; C PV(C) eine sehr generische Hyperfliche mit N +k Komponenten
Vi=V(P),i=0,...,N+k—1, vom Gesamtgrad mindestens 2N + 1, wobei k > % ist. Dann
ist PN(C)\V hyperbolisch.

Hat der Entartungsraum Dimension 2 oder mehr, lassen sich keine weiteren Aussagen tref-
fen; es ist unklar, wie viele Hyperflichenschnitte nun ausgelassen werden. Eine Untersuchung
der verschiedenen Konfigurationen im Sinne von Abschnitt 5.2.2 kénnte moglicherweise wei-
terfiihren.



Literaturverzeichnis

[Ah166]
[Bab84]

[Ber-Duv01]

[Bor1887]
[Br89]

[Bro78]

[Bro-Gre77]

[Cam-Pau05]

[Che04]

[Dem97]

[Dem-E1G00]

[De-Lu04]

[DSW95a]

[DSW95b]

L. Ahlfors, Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1966.

V. A. Babets, Picard-type theorems for holomorphic mappings, Siberian
Math. J. 25 (1984), 195-200.

F. Berteloot, J. Duval, Sur ’hyperbolicité de certains complémentaires, Ens-
eign. Math. T1. Ser. 47 (2001), 253-267.

E. Borel, Sur les zéros des fonctions entiéres, Acta Math. 20 (1887), 357-395.

M. Brodmann, Algebraische Geometrie — Eine Einfiihrung, Birkh&user, Basel,
1989.

R. Brody, Compact Manifolds and Hyperbolicity, Trans. Amer. Math. Soc.
235 (1978), 213-219.

R. Brody, M. Green, A Family of Smooth Hyperbolic Hypersurfaces in P3(C),
Duke Math. J. 44 (1977), 873-874.

F. Campana, M. Paun, Une généralisation du théoréme de Kobayashi-Ochiai,
arXiv:math.AG /0506366 v2, 2005.

X. Chen, On Algebraic Hyperbolicity of Log Varieties, Commun. Contemp.
Math. 6 (2004), no. 4, 513-559. Auch in arXiv:math.AG/0111051 v2, 2001.

J.-P. Demailly, Algebraic criteria for Kobayashi hyperbolic projective varieties
and jet differentials, in: Algebraic Geometry — Santa Cruz 1995, vol. 62 of
Proc. Sympos. Pure Math., 285-360, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1997.

J.-P. Demailly, J. E1 Goul, Hyperbolicity of generic surfaces of high degree in
projective 3-space, Amer. J. Math. 122 (2000), 515-546.

G. Dethloff, S. Lu, Logarithmic Surfaces and Hyperbolicity, arXiv:math.AG/
0406287 v5, 2004.

G. Dethloff, G. Schumacher, P. M. Wong, Hyperbolicity of the Complements
of Plane Algebraic Curves, Amer. J. Math. 117 (1995), 573-599.

G. Dethloff, G. Schumacher, P. M. Wong, On the Hyperbolicity of the Com-
plements of Curves in Algebraic Surfaces: The Three Component Case, Duke
Math. J. 78 (1995), 193-212.

75



76 LITERATURVERZEICHNIS

[Duv03] J. Duval, Une Sextique hyperbolique dans P3(C), Math. Ann. 330, no. 3
(2004), 473-476.

[E1G03] J. El Goul, Logarithmic Jets and Hyperbolicity, Osaka J. Math. 40 (2003),
469-491.

[Fre74] M. Freeman, Local Complex Foliation of Real Submanifolds, Math. Ann. 209
(1974), 1-30.

[Ful98] W. Fulton, Intersection Theory, Springer, Berlin, 1998.

[GreT2] M. Green, Holomorphic Maps Into Complex Projective Space Omitting Hy-
perplanes, Trans. Amer. Math. Soc. 169 (1972), 89-103.

[Gre74] M. Green, On the functional equation f? = %1 4-¢2%2 4-¢2%3 and a new Picard
theorem, Trans. Amer. Math. Soc. 195 (1974), 223-230.

[GreT7bal M. Green, Some Picard Theorems for Holomorphic Maps to Algebraic Varie-
ties, Amer. J. Math. 97 (1975), 43-75.

[Gre75b] M. Green, Some examples and counterexamples in value distribution theory,
Compos. Math. 30 (1975), 317-322.

[GreT7] M. Green, The hyperbolicity of the complement of 2n + 1 hyperplanes in
general position in P, and related results, Proc. Am. Math. Soc. 66, no. 1
(1977), 109-113.

[Harr92] J. Harris, Algebraic Geometry, Springer, New York, 1992.

[Hart77] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer, New York, 1977.

[KoT70] S. Kobayashi, Hyperbolic Manifolds and Holomorphic Mappings, Dekker, New
York, 1970.

[Ko98] S. Kobayashi, Hyperbolic Complex Spaces, Springer, Berlin, 1998.

[La87] S. Lang, Introduction to Complex Hyperbolic Spaces, Springer, New York,
1987.

[Ma-No96] K. Masuda, J. Noguchi, A construction of hyperbolic hypersurfaces of P™(C),
Math. Ann. 304 (1996), 339-362.

[McQ99] M. McQuillan, Holomorphic Curves on hyperplane sections of 3-folds, Geom.
Funct. Anal. 9 (1999), 370-392.

[Mum?76] D. Mumford, Algebraic Geometry I — Complex Projective Varieties, Springer,
Berlin, 1976.

[No77] J. Noguchi, Holomorphic Curves in Algebraic Varieties, Hiroshima Math. J. 7
(1977), 833-853.

[No-Wi02] J. Noguchi, J. Winkelmann, Holomorphic Curves and Integral Points off Di-

visors, Math. Z. 239 (2002), 593-610.



LITERATURVERZEICHNIS 7

[No-Wi-Ya04]

[No-Wi-Ya05]

[Pac-Rou06]

[P&u05]

[Rou03]

[Rou05]

[Rou06]

[Shi-Zai02]

[Shi-Zai03]

[Siu99]

[Siu02]

[Siu04]

[Siu-Yeu96]

[Xu94]

[Zai87]

[Zai92]

J. Noguchi, J. Winkelmann, K. Yamanoi, The Second Main Theorem for Ho-
lomorphic Curves into Semi-Abelian Varieties II, arXiv:math.CV /0405492 v2,
2004.

J. Noguchi, J. Winkelmann, K. Yamanoi, Degeneracy of Holomorphic Curves
into Algebraic Varieties, arXiv:math.CV /0507122 v1, 2005.

G. Pacienza, E. Rousseau, On the logarithmic Kobayashi conjecture, ar-
Xiv:math.AG /0603712 v1, 2006.

M. Paun, Vector fields on the total space of hypersurfaces in the projective
space and hyperbolicity, preprint, 2005.

E. Rousseau, Hyperbolicité du complémentaire d’une courbe: le cas de deux
composantes, CRAS, Ser. T (2003), 635-640.

E. Rousseau, Weak analytic hyperbolicity of generic hypersurfaces of high
degree in P*, arXiv:math.AG /0510285 v1, 2005.

E. Rousseau, Weak analytic hyperbolicity of complements of generic surfaces
of high degree in projective 3-space, arXiv:math.AG /0603715 v2, 2006.

B. Shiffman, M. Zaidenberg, Hyperbolic Hypersurfaces in P"(C) of Fermat-
Waring Type, Proc. Amer. Math. Soc. 130 (2002), 2031-2035.

B. Shiffman, M. Zaidenberg, New Examples of Hyperbolic Octic Surfaces in
P3(C), arXiv:math.AG /0306360 v1, 2003.

Y.-T. Siu, Recent techniques in hyperbolicity problems, in: Several complex
variables (Berkeley, CA, 1995-1996), vol. 37 of Math. Sci. Res. Inst. Publ.,
429-508, Cambridge Univ. Press, 1999.

Y.-T. Siu, Some recent transcendental techniques in algebraic and complex
geometry, in: Proceedings of the International Congress of Mathematicians,
Vol. T (Beijing, 2002), 439-448, 2002.

Y.-T. Siu, Hyperbolicity in complex geometry, The legacy of Niels Henrik
Abel, 543-566, Springer, Berlin, 2004.

Y.-T. Siu, S.-K. Yeung, Hyperbolicity of the complement of a generic smooth
curve of high degree in the complex projective plane, Invent. Math. 124 (1996),
573-618.

G. Xu, Subvarieties of general hypersurfaces in projective space, J. Diff. Geom.
39 (1994), 139-172.

M. Zaidenberg, The complement of an generic hypersurface of degree 2n in
CP" ist not hyperbolic, Siberian Math. J. 28 (1987), 425-432.

M. Zaidenberg, Hyperbolicity in Projective Space, Proc. Conf. ,Diophantine
Problems, Hyperbolic Spaces and related topics®, RIMS, Kyoto, Japan, 26-31
October 1992; Tokyo, TIT (1992), 136-156.



78 LITERATURVERZEICHNIS

[Zai03] M. Zaidenberg, Hyperbolic Surfaces in P3(C): Examples, arXiv:math.AG/
0311394 v2, 2003.



Anhang

Danksagung

An erster Stelle sei Prof. Dr. Georg Schumacher fiir die Betreuung meiner Arbeit und seine
freundliche Férderung wihrend meiner gesamten Promotion ganz herzlich gedankt.

Herrn Prof. Dr. Thomas Bauer danke ich fiir die Ubernahme des Zweitgutachtens.

Des Weiteren danke ich allen Teilnehmern des Oberseminars ,, Komplexe Geometrie“ fiir das
angenehme Arbeitsklima und die gute Zusammenarbeit.

Bei Anja Grage und Martin Ehler bedanke ich mich fiir ihre gewissenhafte Durchsicht des
Manuskripts und ihre wertvollen Anregungen.

Meiner lieben Familie und ganz besonders Georg danke ich sehr fiir ihre warmherzige Unter-
stiitzung in all den Jahren.

79



80 ANHANG

Erklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Dissertationsschrift selbstéindig verfasst und kei-
ne anderen Hilfsmittel als die angegebenen verwendet habe. Die Dissertation wurde in der
jetzigen oder einer dhnlichen Form noch bei keiner anderen Hochschule eingereicht und hat
noch keinen sonstigen Priifungszwecken gedient.

Marburg, den 15. 11. 2006

Anke Raufufy



81

Lebenslauf

PERSONLICHE DATEN

Name
Geburtsdatum/-ort
Staatsangehorigkeit

Familienstand

AUSBILDUNG

09/1987 — 06,1996
11/1996 — 03/1998

04/1998 — 01/2003

01/2003
Seit 04/2003

BERUFSTATIGKEIT

Seit 04,2003

Anke Raufufl

18. 09. 1977 in Alzenau
deutsch

ledig

Spessart-Gymnasium Alzenau

Studium der Rechtswissenschaften und der Mathematik
an der Julius-Maximilians-Universitdt Wiirzburg

Studium der Mathematik und Physik
an der Philipps-Universitat Marburg

Diplom in Mathematik

Promotionsstudium im Bereich ,, Komplexe Geometrie“
an der Philipps-Universitat Marburg

wissenschaftliche Mitarbeiterin am Fachbereich Mathematik
und Informatik der Philipps-Universitdt Marburg



